Résumé du cours d’algebre de Sup et Spé

1 Polynémes

1.1 Structure d’espace vectoriel

Théoréme. (K[X],+,.) est un K-espace vectoriel de dimension infinie. Une base est (Xk) (base canonique).

keN
(Kn[X],+,.) est un K-espace vectoriel de dimension 1 + 1. Une base est (Xk) ocken (base canonique).
(K[X], 4+, ., x) est une K-espace algébre de dimension infinie. (K, [X], 4+, x) est un anneau commutatif mais (K, [X], +, ., X)

n’est pas une K-algébre.

1.2 Formule de TAYLOR pour les polyndémes

Soit P un polynéme non nul de degré n € N.

n n
PF(a) K PRI(0)
VaeK,P:];) o (X —a)*. P:l;) o XS

P (0
Pour tout polyndme P et tout entier naturel k, le coefficient de X* dans P est a) = %

1.3 Racines d’un polynéme

1.3.1 Racines

Définition a est racine de P si et seulement si P(a) = 0.

Théoréme. Si P #£ 0, a racine de P si et seulement P est divisible par X — a.

Théoréme. Si P # 0, P a un nombre de racines inférieur ou égal a son degré.

Un polynoéme de degré inférieur ou égal & n admettant au moins n + 1 racines deux a deux distinctes est nul.

Un polynéme ayant une infinité de racines est nul.

Deux polynémes qui coincident en une infinité de valeurs sont égaux. On peut identifier les notions de fonctions polynémes
et polynomes.

Théoréme de d’ALEMBERT-GAUSS. Tout polynéme complexe de degré supérieur ou égal & 1 a au moins une racine
dans C.

Tout polynéme complexe de degré supérieur ou égal a 1 est scindé sur C.

Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polyndomes de degré 1.

1.3.2 Ordre de multiplicité d’une racine.

Pour a € K et k € N, a est racine de P d’ordre k si et seulement si il existe un polynéme Q tel que P = (X —a)*Q et
Q(a) # 0 (& P est divisible par (X — a)* et pas par (X — a)**1). Une racine d’ordre 0 n’est pas racine.

a est racine de P d’ordre au moins k si et seulement si il existe un polynome Q tel que P = (X — a)*Q (& P est divisible
par (X —a)¥).

- L . L PW(a)
Théoréme. Le reste de la division euclidienne de P par (X — a)* est Z 7
i=0 ’

(X—a)t.

Théoréme (caractérisation de ’ordre de multiplicité).

a est racine de P d’ordre k & P(a) =P’(a) =... =P*"1(a) =0 et P (a) #0.

a est racine de P d’ordre au moins k & P(a) =P’(a) =... =Pk (a) = 0.

Théoréme. Si a est racine d’ordre p de P # 0, alors pour tout k € [0,p], a est racine d’ordre p —k de P(¥).
1.4 Structure d’anneau de K[X]

Théoréme. (K[X],+, x) est un anneau commutatif et intégre.

Définition. Soit I € K[X]. I est un idéal I de 'anneau (K[X],+, X) si et seulement si

1) (I,+) est un sous-groupe de (K[X],+) et 2) VP € I, VQ € K[X], PQ € L.
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Définition. Un idéal T de KI[X] est principal & il ext engendré par 'un de ses éléments c¢’est-a-dire si et seulement si il
est de la forme I = PK[X] = {PQ, Q € K[X]}.

Théoréme. (K[X],+, x) est un anneau principal, c¢’est-a-dire que tout idéal de cet anneau est principal.

1.5 PGCD, BEzouT, GAUSS

Théoréme et définition. A et B sont deux polynémes non nuls. L’idéal engendré par A et B (c’est-a-dire le plus petit
idéal contenant A et B) est AK[X] + BK[X] = {AQ1 +BQ2, (Q1,Q2) € K[X]z}.

Le PGCD de A et B est 'unique polyndme unitaire D tel que AK[X] + BK[X] = DK[X]. C’est un diviseur commun a A et
B et tout diviseur commun & A et B divise D. Les diviseurs communs & A et B sont les diviseurs de leur PGCD.

Théoréme de BEzZoUT. Soient A et B deux polynémes non nuls. A et B sont premiers entre eux si et seulement si il
existe deux polynomes U et V tels que AU+ BV = 1.

Théoréme. Deux polynémes non nuls sont premiers entre eux si et seulement si ils sont sans racine commune dans C.
Théoréme de GAUSS. Soient A, B et C trois polynémes, A # 0, B # 0. Si A divise BC et si A est premier & B, alors A
divise C.

1.6 Relations entre coefficients et racines d’un polynéme scindé

n n

SoitP:Zaka:anH(X—zk) avecn > 1 et an, # 0. On pose : Vk € [1,n], ox = Z Zi, ...zi, et en
k=0 k=1 I<ii<...<iy

particulier, 01 =z1 +...4+ 2z et 0, =271...2zn. Alors,

ao

Qn
Vk € [1,n], ox = (—1)“kn—K et en particulier, 01 = — et op = (1) —
an an an

An—1

2 Fractions rationnelles

k
P
Décomposition en éléments simples sur C. On suppose que F = 6 avec P#0, PAQ=Tet Q= H (X —z

)% ot

i=1
les z; sont deux & deux distincts. F s’écrit de maniére unique sous la forme

o

k )\i,j
F=t) | Ly )
i—1 \j=1

otl E est un polynoéme et les A;j sont des nombres complexes.

E est la partie entiére de la fraction rationnelle F. E est le quotient de la division euclidienne de P par Q.

peut s’obtenir

1

Si z; est un pole simple (; = 1), on peut poser Q = (X —zi) Q7 ot Qg (2zi) # 0. Le coeflicient A de X

P (z; P (zi
par deux méthodes : A = lim (z —z;) F(z) (z:) ou aussi A = (z:)

z—2z4 - Q] (Zi) QI(Zi)'

3 Algébre linéaire en général

3.1 Sous-espaces vectoriels

3.1.1 Caractérisation

FsevdeEﬁ)FCEetOEeFetV(x,y)EFZ,x+y€FetV7\€K, A €F
ﬁ)FCEetOEeFetVU\,u)eKZ, Vix,y) e 2, A4+ uy e F

Un sous-espace vectoriel F est stable par combinaison linéaire : toute combinaison linéaire d’une famille de vecteurs de F
est un vecteur de F.

Théoréme. Si dim(E) < +oo et F sev de E, alors dim(F) < dim(E) et dim(F) = dim(E) & F=E.
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3.1.2 Intersection et somme

Théoréme. Une intersection quelconque de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel. Une somme finie de
sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.

Remarque. FU G n’est pas un sev en général. Vect(FUG) =F+ G. FUG sev & FC Gou G CF.
Théoréme. Si dim(E) < 400, dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) (relation de GRASSMANN).

3.1.3 Sommes directes de deux ou plusieurs sous-espaces. Sous-espaces vectoriels supplémentaires

La somme F + G est directe (<1:>f tout x de F+ G s’écrit de maniére unique sous la forme x =x; +x, oux; € Fet x; € G
€
&S FNG ={0}
th
P
La somme Fy + ...+ F, est directe éz)f tout x de Z Fi s’écrit de maniére unique sous la forme x = X7 + ...+ X,
e

i=1
oux; €F ...xp €Fp

©Vke [2,p], FiN ;ji ={0}.

Si dim(E) < 400, dim(F + G) < dim(F) + dim(G) et de plus, F+ G est directe & dim(F+ G) = dim(F) 4+ dim(G).

P P P P P
Si dim(E) < +o00, dim (Z Fi> < Zdim (F;i) et de plus, Z F; directe & dim <Z Fi> = Z dim (Fy).
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Définition. F et G sont supplémentaires & E =F® G & tout vecteur de E est somme de maniére unique d’un vecteur de

F et d’un vecteur de G. .

Fi, ..., Fp, sont supplémentaires & E =F; @ ... & F, & tout vecteur x de E s’écrit de maniére unique x = in avec
i=1

(X1,..0y%xp) €Fy X ... x Fp.

Théoréme. Si dim(E) < 400, E =F® G & 2 des 3 propositions suivantes sont vraies : 1) FN G ={0}, 2) E =F+ G, 3)

dim(E) = dim(F) + dim G.

3.1.4 Combinaisons linéaires et sous-espace engendré par une famille ou une partie de E. Familles géné-
ratrices

P

Une combinaison linéaire de la famille (x;), <igp ©st un vecteur de la forme Z Aixi ott (Ay), <i<p € KP.
i=1
Plus généralement, une combinaison linéaires de la famille (xi);.; est un vecteur de la forme Z?\ixi ot (Ai)jep est a
iel

support fini.
Le sous-espace engendré par la famille (x;)
cette famille.
Le sous-espace engendré par X est aussi le plus petit sev contenant X ou encore l'intersection de tous les sev contenant X.

ic1» noté Vect (xi);c; est 'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de

Définition. (xi);.; est génératrice de E si et seulement si E = Vect (xi);; si et seulement si tout vecteur de E est

combinaison linéaire de la famille (x;);;-.

Les différentes techniques permettant de montrer qu’un sous-ensemble F de E est un sev de E.

e Montrer que F contient le vecteur nul et est stable par combinaisons linéaires (O—E> cFetV (7}, ?) € F2, V(A ) € R?,
AX 4+ uy €F).

e Montrer que F est U'intersection ou la somme de plusieurs sev (F=GNHou F= G+ H).

e Montrer que F est I'espace engendré par une certaine famille de vecteurs (F = Vect (LTZ)
e Montrer que F est le noyau d'une application linéaire.

e Montrer que F est orthogonal d’une partie A de E pour un certain produit scalaire (F = A1).

iGI)'

3.1.5 Familles libres. Bases

P
Définition d’une famille libre. (xi)1<i<p est libre & V(Ai)1<icp € KP, <Z Axi =0=Vie[l,p], M = O).

i=1

(xi)ier est libre & V(A1)ie1 € K a support fini, (Z Axi=0=Viel, \y = O).
i€l
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(xi)ier est lice & F(Ai)ier € K! a support fini et les A; non tous nuls telle que Z Aixi = 0.

iel
Une famille infinie est libre si et seulement si toute sous famille finie est libre. Une famille infinie est liée si et seulement
si il existe une sous famille finie liée.

Erreur classique : si les vecteurs de la famille sont deux a deux non colinéaires, la famille n’est pas nécessairement libre
(penser & trois vecteurs deux a deux non colinéaires dans un méme plan vectoriel). La phrase « les vecteurs sont deux a
deux non colinéaires et donc la famille est libre » est totalement fausse.

Définition d’une base. B = (xi)ic1 base de E & tout x de E s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des
xi & B est libre et génératrice & Vx € E, 3! (Ai);-; & support fini telle que x = Z AiXi.

icl

iel

Six= Z Aixi, (Ai);c sont les coordonnées de x dans la base B = (xi)ie1-

iinl
Les différentes techniques permettant de montrer qu’une famille de vecteurs est une base de E ou simple-
ment une famille libre.
e Iin dimension quelconque, B est une base si B est libre et génératrice.
e En dimension finie n € N* (la dimension est donc supposée connue), si une famille B est libre de cardinal n, alors B est
une base de E et si B est génératrice de E de cardinal n, alors B est une base.
e Si E est de dimension finie n € N*| si By est une base connue de E et si B est une famille de n vecteurs, alors B est une
base de E si et seulement si detg,(B) # 0 (souvent le plus efficace).
e Si.% est une famille de p vecteurs, .# est libre si et seulement si le rang v de .% est égal au cardinal p de la famille. Si
de plus dim(E) = n, .# est une base de E si et seulement si r =p = n.
e Si B est une famille d’un espace E’ qui est I'image d’une base By de E par un isomorphisme, alors B est une base de E’.
e Si E est muni d’un produit scalaire, une famille orthogonale de vecteurs tous non nuls est libre et en particulier une
famille orthonormale est libre.

3.1.6 Rang d’une famille de vecteurs.
Définition. rg (xi);c; = dim (Vect (Xi)iel)'

Théoréme. rg (x;);.; est le cardinal d’'une sous-famille libre maximale extraite de (xi);.y-

Théoréme. Si n = dim(E), p = card (Xi)1<igpa r=rg(xi)
° (Xi)1<i<p est libre & r = p,
° (Xi)1<i<p est génératrice de E & r =n,
® (Xi)icigp basede E o r=p=m.

1<i<p?

Transformations ne modifiant pas le rang car ne modifiant pas le sous-espace engendré. X = (x;)
e permuter les vecteurs de X,
e multiplier un vecteur de X par A # 0,
e ajouter a un vecteur de X une combinaison linéaire des autres vecteurs de X,
e supprimer un vecteur nul ou plus généralement supprimer un vecteur de X qui est combinaison linéaire des autres
vecteurs de X.

1<i<p-

3.2 Applications linéaires

3.2.1 Définition d’une application linéaire.

Soient E et F deux K-ev et f une application de E dans F.

f linéaire & V(x,y) € E2, VA € K, f(x +y) = f(x) + f(y) et f(Ax) = Af(x)
& V(x,y) € B2, V(A u) € K2, f(Ax + py) = Af(x) + pf(y).

3.2.2 Images directes et réciproques.

Soit f € Z(E,F). L’image directe d’un sous-espace de E est un sous-espace de F. L’image réciproque d’un sous-espace de
F est un sous-espace de E.

En particulier, Kerf = {x € E/ f(x) = 0} = f~"({Of}) est un sous-espace de E et Imf = {f(x)/ x € E} = f(E) est un sous
espace de F.
Théoréme. (f injective & Kerf = {0}), (f surjective & Imf =F) (f bijective Kerf = {0} et Imf = F).
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Théoréme. Soit f linéaire de E vers F. Si X est génératrice de E, f(X) est génératrice de Imf = f(E) et en particulier si f
est surjective, f(X) est génératrice de F.
Si de plus, dim(E) =n € N* puis & = (ei)1<i<na alors Im(f) = Vect (f (ei))lgign-

Théoréme. Si f est linéaire et X est liée alors f(X) est lice. Si f(X) est libre, X est libre.
Si f est injective et X est libre dans E alors f(X) est libre dans F.

Théoréme. f est un isomorphisme de E sur F si et seulement si 'image par f d’une base de E est une base de F.

Détermination sur une base : soit (ei)ic; une base de E, f € Z(E,F) est enticrement déterminée par les f(ei) et en
particulier deux applications linéaires qui coincident sur une base sont égales ou une application linéaire qui s’annule sur
une base est nécessairement ’application nulle.

3.2.3 Rang d’une application linéaire
Définition. Soit f € Z(E,F). Alors, rg(f) = dim(Im(f)).

Théoréme du rang. Soit f € Z(E,F) avec dim(E) < +oo0.
La restriction de f & un supplémentaire S de Ker(f) dans E induit un isomorphisme de S sur Im(f).
En particulier, dim(Im(f)) = dim(E) — dim(Ker(f)).

Théoréme. Si dimE = dimF < 400 et f € Z(E,F)) alors (f est injective & f est surjective & f est bijective).

Théoréme. Si n = dimE < 400 et f € Z(E) les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) f bijective 2) det(f 3) f injective

4) f surjective 5) Kerf = {0} 6) Imf =E

7)rgf=n 8) f inversible a droite pour o 9) f inversible a gauche pour o
10) f simplifiable & droite pour o 11) f simplifiable & gauche pour o

3.2.4 Projections et symétries

E = F+ G. p =projection sur F parallélement & G, q =projection sur G parallélement a F, s =symétrie par rapport a F
parallelement & G.

e Pour tout (y,z) € Fx G puis x =y + 2z, p(x) =y et q(x) =

epeZ(E),p>=p,p+q=1Ide, pq=qp=0.

e F =1Im(p) = Ker (Idg — p) et G = Ker(p) =Im (Idg — p).

e pest diagonalisable Si de plus dim(E) =n € N* et si Z = (ei), <i<n ©st une base adaptée & la décomposition E = F@ G,
alors Matg = diag(1,...,1,0,...,0). En particulier, la trace d’une projection est son rang.

es=2p—1Idg =1deg — 2q oupz%(IdE—l—s),q:%(IdE—s).

e F =Ker(s—1Idg) et G =Ker(s+ Idg).
o p est diagonalisable. Si de plus, dim(E) =n € N* et si # = (e1), <i<n ©st une base adaptée a la décomposition E = F® G,
alors Matg = diag(1,...,1,—1,...,—1).

dim(F)

Théoréme. Soit f € Z(E). p est une projection & p? = p et s est une symétrie & s? = Idg.

3.2.5 Dimensions usuelles.

o dim(E x F) = dimE + dimF et plus généralement dim(E; x ... x Ep) =dim (Ey) + ... + dim (E).
o dim(F @ G) = dimF 4 dimG et plus généralement dim(Fy @ ... & Fp) = dim (Fy) + ... + dim (Fp ).
e dim(.¥ ( F)) = (dimE) x (dimF). Donc dim(.Z(E)) = (dimE)?2.
e dim(F+ G) = dimF + dimG — dim(F N G).

3.3 DMatrices
3.3.1 Opérations.

Addition de deux matrices. (aij)i<i<n, + (bij)i<i<n, = (aij +bijli<i<n,-

1<i<p 1<i<p 1<i<p
Multiplication par un scalaire. A(aij)1<i<n, = (Aaij)1<i<n,-
1<5<p 1<5<p
P

Produit. (aij);cicn, 1<j<p X (bij)icicp, 1<5<q = <Z Ai,kbr,j
= 1<i<n, 194
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Théoréme. (A, (K),+,.) est un K-espace vectoriel de dimension np et en particulier .#y (K) est un K-espace vectoriel

de dimension n?2.

La base canonique de .#y, , (K) est la famille des matrices élémentaires (Ei j)1<i<n, 0ot Eij est la matrice dont le coefficient
1<5<p

ligne k, colonne 1 vaut 1 si (k,1) = (i,j) et O sinon. Une écriture abrégée de son terme général est Sy i x 81 ;.

Théoréme. (.#,,(K),+, x) est un anneau, non commutatif pour n > 2. (.#y (K), +, ., x) est une K-algébre, non commu-

tative pour n > 2.

I’ensemble des matrices inversibles pour x est noté GL;, (K). (GL,, (K), x) est un groupe, non commutatif pour n > 2.

Produit de deux matrices élémentaires.
Soient Eij une matrice élémentaire de format (n,p) et Ey 1 de format (p, q) alors

Ei,j X Ek,l. = 5j,kEi,l-

Dangers principaux :
e On peut avoir AB = 0 sans que ni A, ni B ne soient nuls: AB=0% A=00uB =0.
e Plus généralement, ’égalité AB = AC n’entraine pas en général B = C mais si A est carrée et inversible,
A est simplifiable.
e AB=0+% BA=0.
o Les identités (A+B)? = A2+2AB+B? et plus généralement le binome de NEWTON, et aussi A2—B? = (A—B)(A+B)
ne sont vraies que si A et B commutent.
e La somme de 2 matrices inversibles n’est en général pas inversible.

Théoréme. Soit A € .4, (K). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) A est inversible 2) detA #£0 3) A est inversible a gauche
4)A est inversible a droite 5) A est simplifiable & gauche 6) A est simplifiable a droite
T)rgA =n 8) KerA = {0} 9) ImA = My,1(K)

10) Pour tout vecteur colonne B, le systéme AX = B admet une unique solution ou X est un vecteur colonne inconnu.

(KerA est 'ensemble des vecteurs colonnes X tels que AX = 0 et ImA est ’ensemble des vecteurs colonnes de la forme AX
o X est un vecteur colonne quelconque.)

Remarque. AB =0 % BA =0 mais AB =1, = BA =1,,.

3.3.2 Transposition.

Soit A = (ai,j)1<i,j<n une matrice de format (n,p). La transposée de A notée AT est la matrice de format (p,n) dont
le coefficient ligne i, colonne j, vaut aj ;.

Théoréme. (AT)T =A, (A+B)T =AT + BT, (AA)T = AAT. La transposition est un isomorphisme de I’espace vectoriel
(M p(K),+,.) sur Pespace vectoriel (.4, n(K),+,.).

Théoréme. (AB)T = BTAT. Si de plus A est carrée, A est inversible si et seulement si AT 'est et dans ce cas, (AT)_1 =

(A"
Les matrices carrées A telles que YA = A sont les matrices symétriques. Leur ensemble est noté S, (K). C’est un sous-espace
vectoriel de ., (K). A = (ai‘j)lgi j<n €st symétrique si et seulement si pour tout (i,j) € [1,n]?, aij = aji.

Les matrices A telles que 'A = —A sont les matrices antisymétriques. Leur ensemble est noté A, (K). C’est un sous-espace
vectoriel de .7, (K). A = (aij);«; j<n st anti-symétrique si et seulement si pour tout (i,j) € [1,n]?, aij = —a;,i. Ceci
impose en particulier V € [1,n], ai; = 0.

nn+1 nn-—1
Théoréme. .#y(K) = S (K) ® An(K). dimSy (K) = % et dimA, (K) = %

3.3.3 Matrice d’une famille de vecteurs dans une base

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et & = (ei)1<ign une base donnée de E.
Soit (xj)1<j<p une famille de p vecteurs de E. Matz(xj)1<j<p est la matrice de format (n,p) dont le coefficient ligne 1,
colonne j, vaut la i-éme coordonnée de x; dans %. Matz(x;)1<j<p = (€} (Xj));; j<n

3.3.4 Matrice d’une application linéaire

Définition. Soient E et F des espaces de dimensions respectives n et p et f un élément de Z(E, F).
Soient # = (ej)1<j<n une base de E et B’ = (e{)1<igp une base de F.
Mat gz, 2 (f) = Matz(f(%#)) = Matz(f(ej))1<j<n = (e]* (f(ej))

1<i<p 1<i<n
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Théoréme. Soient x € E puis y = f(x) € F.

Soit X € #n,1(K) le vecteur colonne dont les composantes sont les coordonnées du vecteur x dans la base 2.
Soit Y € 4, 1(K) le vecteur colonne dont les composantes sont les coordonnées du vecteur y dans la base %’.
Soit A € My n(K) la matrice de f relativement aux bases Z et #’. Alors Y = AX.

Théoréme. Deux bases 4 et B’ de E et F respectivement étant fixées, 'application qui a f € .Z(E, F) associe sa matrice
relativement & ces bases est un isomorphisme d’espaces vectoriels de Z(E, F) vers .#, n(K).

Théoréme. o Matg 5 (g o f) = Matg: z(g) x Matg, z/ (f).

e Sife Z(E), VneN, Matg (f*) = (Matg(f))".

o f bijective de E sur E’ si et seulement si Matg, g/ (f) est inversible et dans ce cas, Matg, s (f_l) = (Matg 2/ (f))
o Si f e GL(E), ¥n € Z, Maty (f*) = (Matg(f))™.

3.3.5 Changement de bases
Définition. Soient % et A’ deux bases de E (dim(E) < +00). La matrice de passage de Z a 2’ est g’g/ = Matg(%').

Théoréme. Soient & et B’ deux bases de E et soit P la matrice de passage de # a £'.
Soient x un vecteur de E puis X (resp. X’) le vecteur colonne dont les composantes sont les coordonnées de x dans & (resp.
dans #’) alors X = PX’.

Théoréme. Soient E un espace de dimension n muni de deux bases b et b’ et P la matrice de passage de b a b’.
Soient F un espace de dimension p muni de deux bases 3 et ' et Q la matrice de passage de B a 3’.

Soit f une application linéaire de E vers F.

Soit A (resp. B) la matrice de f relativement aux bases b et 3 (resp. b’ et ). Alors

B=Q 'AP.

Théoréme. Soient E un espace de dimension 1 muni de deux bases b et b’ et P la matrice de passage de b a b’.
Soit f un endomorphisme de E de matrice A dans b et B dans b’. Alors B = P~'AP.

3.3.6 Rang d’une matrice

Soit A = (ai,j)1<i<n, 1<j<p une matrice de format (n,p). Les lignes de A seront notées Lj,..., Ly et les colonnes de A
seront notées Ci,..., Cp.

Définition. Le rang de A est la dimension du sous-espace de .#y,1(K) engendré par la famille des vecteurs colonnes de
A.

Théoréme. rgA < Min{n, p}.

Théoréme. Soit % une famille de p vecteurs d’un espace E de dimension n telle que A soit la matrice de .# dans une
certaine base de E alors rgA =rg.%.

Théoréme. Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soient % une base de E et %’ une base de F.
Soit f une application linéaire de E vers F de matrice A relativement aux bases % et %’ alors rgA = rgf.

Théoréme. Une matrice carrée de format n est inversible si et seulement si son rang est n.

Théoréme. rg(AB) < Min{rgA, rgB} et rg(A + B) < rgA + rgB.
Théoréme. Soit A une matrice de format (n,p). Soit P une matrice carrée inversible de format n et Q une matrice carrée
inversible de format p alors rg(PA) = rgA et rg(AQ) = rgA.

Théoréme. Le rang de A est le format maximum d’une matrice carrée extraite de A et inversible.

Opérations élémentaires. On utilise les trois opérations élémentaires sur les colonnes ou sur les lignes suivantes :
1) Echange de deux colonnes (resp.de deux lignes) . Codage : Ci > Cj (resp. Li «» Lj) avec 1 # j.
2) Multiplication d’une colonne (resp. d’une ligne) par A scalaire non nul. Codage : Cj « AC;j. (resp. Ly + ALy).
3) Ajout de la colonne (resp.ligne) j a la colonne (resp.ligne) i avec i # j. Codage : Ci ¢~ Ci + Cj (resp. Li + Li +L;)

On peut ajouter & ces opérations élémentaires deux opérations moins élémentaires obtenues en combinant les transforma-
tions précédentes.

1) permutation des colonnes (resp. des lignes)

2) ajout a une colonne (resp. ligne) d’une combinaison linéaire des autres colonnes (resp. lignes))

Théoréme. Les transformations précédentes ne modifient pas le rang.
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3.3.7 Matrices équivalentes, matrices semblables.

Définition. Soient A et B deux matrices rectangulaires (éventuellement carrées) de format (n,p).

A et B sont équivalentes si et seulement si il existe P matrice carrée inversible de format n et Q matrice carrée inversible
de format p telles que B = QAP.

Deux matrices A et B sont équivalentes si et seulement si elles sont les matrices d’'une méme application linéaire relativement
a deux couples de bases comme décrit en 3).

Théoréme. A € .#y ,(K) est de rang v si et seulement si A est équivalente a J, = < ](; 8 )

Deux matrices sont équivalentes & ces deux matrices ont méme rang.

Définition. Soient A et B deux matrices carrées de format n. A et B sont semblables si et seulement si il existe P matrice
carrée inversible de format n telle que B = P~ TAP.

Deux matrices A et B sont semblables si et seulement si elles sont les matrices d’un méme endomorphisme relativement a
deux bases.

Deux matrices semblables sont équivalentes mais la réciproque est fausse en général ne serait-ce que parce que deux
matrices équivalentes ne sont pas nécessairement carrées.

Deux matrices semblables ont méme rang, méme trace, méme déterminant, méme polyndéme caractéristique, mémes pro-
priétés de calculs .... (toute réciproque fausse).

Trace d’une matrice carrée et trace d’un endomorphisme
n
Définition. Soit A = (a;j)1<i,j<n une matrice carrée. La trace de A est le nombre Z aii-
i=1
Théoréme. La trace est une forme linéaire sur .#, (K) : Y(A, u) € K2, ¥(A,B) € (#n(K))?, Tr(AA+uB) = ATrA 4+ uTrB.
Théoréme. VA € 4, (K), Tr (AT) =TrA.
Théoréme. V(A, B) € (#,(K))?, Tr(AB) = Tr(BA).
Théoréme. Deux matrices semblables ont méme trace.

Danger. Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA) # Tr(ACB) en général. Par exemple, Tr(Eq 1 x E1 2 x Ez 1) =Tr(E11) =1 et
TI“(E]J X Ezy] X E]‘Z) = TI“(O) =0.

Définition. La trace d’'un endomorphisme f d’un espace E de dimension n est la trace de sa matrice dans une base donnée
de E (ne dépend pas du choix de la base puisque deux matrices semblables ont mémes traces).

4 Reéduction des endomorphismes et des matrices carrées

4.1 Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres

Valeurs propres. E est un K-espace vectoriel de dimension quelconque. A € K.
A est valeur propre de f & Ix € E\ {0}/ f(x) = Ax
& f — Aldg non injectif
& Ker (f — Aldg) #{0}.

Si de plus E est de dimension finie,
A est valeur propre de f & f—Aldg € GL(E)
& det (Aldg —f) =0.

Soit A € . (K).
A est valeur propre de A & 3IX € #n,1(K\ {0}/ AX =2AX
& Ker (A — AlLy) # {0}
& A —Aln ¢ GLa(K)
Srg(A—AlL) <n
& det (AIn — A) = 0.

En particulier, A € GL,(K) & 0 n’est pas valeur propre de A. Si dim(E) < 400, f € GL(E) & 0 n’est pas valeur propre
de f.

Si E est un C-espace de dimension finie non nulle, tout endomorphisme de E admet au moins une valeur propre. Toute
matrice carrée admet au moins une valeur propre dans C.

Vecteurs propres. E est un K-espace vectoriel de dimension quelconque. Soient f € Z(E) et x € E.
x est un vecteur propre de f si et seulement si x £ 0 et IN € K/ f(x) = Ax.
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Soit A € Mn(K) et X € A 1(K).
X est un vecteur propre de A si et seulement si X # 0 et IA € K/ AX = AX.

Sous-espaces propres. Si A est valeur propre de f, le sous-espace propre associé a A est Ex = Ker (f — Aldg).
Ce sous-espace propre est constitué de O et des vecteurs propres associés a A.

Si A n’est pas valeur propre de f, alors E) = {0} et dans ce cas, Ex n’est pas un sous-espace propre de f.
Définition analogue pour une matrice.

Théoréme. Une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres deux a deux distinctes est libre.

Théoréme. La somme d’un nombre fini de sous-espaces propres est directe.

4.2 Sous-espaces stables

Définition. Soient f € .Z(E) et F sev de E. F est stable par f & Vx € F, f(x) € F& f(F) C F.

Dans ce cas, la restriction de f & F induit un endomorphisme de F.

Les droites stables par f sont les droites engendrées par un vecteur propre.

Les sous-espaces propres de f sont stables par f. La restriction de f & E) « est » I’homothétie de rapport A.

Théoréme. Soient f et g deux endomorphismes de E tels que fo g = go f. Alors, g laisse stable Im(f), Ker(f) et les
sous-espaces propres de f.

4.3 Polynoéme caractéristique

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle et f € Z(E). Le polynéme caractéristique de f est x¢ =
det (XIdg — f).

Soit A € ., (K). Le polyndme caractéristique de A est xa = det (XI,, — A).

Les valeurs propres sont les racines du polynoéme caractéristique. L’ordre de multiplicité d’une valeur propre est son ordre
de multiplicité en tant que racine du polynéme caractéristique.

Le spectre de A (de f) peut désigner I'ensemble des valeurs propres, chaque valeur propre n’étant alors écrite qu'une
fois, ou la famille des valeurs propres, chaque valeur propre étant alors écrite un nombre de fois égal & son ordre de
multiplicité.

Degré, coefficient dominant. Si A est de format n (resp. E est de dimension n), xa (resp. X¢) est de degré n, unitaire.

Coefficients du polynéme caractéristique. Le coefficient de X™~! est —Tr(A) (resp. —Tr(f)) et le coefficient de X°
est (—1)™det(A) (resp. (—1)™det(f)). Le coefficient de X* est (—1)" o, _y ot o = Z Aiy oo Aqy .

1<1..1 <...<ig<n

Soit (A1,...,An) est la famille des valeurs propres de A dans C, alors Tr(A) = A1 +...+ An et det(A) = A7 X ... X Ay,

Théoréme. Si A est valeur propre de A (de f) d’ordre o(A), alors 1 < dim (Ex) < o(A) et aussi o(A) > dim (E,).
Si A est valeur propre simple, dim (E)) = 1. Le sous-espace propre associé & une valeur propre simple est une droite.

Théoréme. A et 'A ont méme polynéme caractéristique et en particulier méme trace et méme déterminant.
Théoréme. AB et BA (resp. fo g et gof) ont méme polynome caractéristique et en particulier méme trace et méme
déterminant.

Théoréme. Deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique et en particulier méme trace et méme déter-
minant.

Réciproque fausse pour n > 2. Par exemple, I, et I, +E1 > ont méme polynéme caractéristique mais ne sont pas semblables.

4.4 Diagonalisation

Définition. Un endomorphisme de E (de dimension non nulle quelconque) est diagonalisable si et seulement si il existe
une base de E formée de vecteurs propres de f.

Si de plus, E est de dimension finie, f est diagonalisable si et seulement si il existe une base de E dans laquelle la matrice
de f est diagonale.

A € #1(K) est diagonalisable si et seulement si A est semblable & une matrice diagonale c’est-a-dire 3P € GL, (K,
D € 2,(K)/ A =PDP~ .

Théoréme. E est un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n et f € Z(E). On note n; la dimension de Ej, (f).
f est diagonalisable & les sous-espaces propres de f sont supplémentaires

(:)TI:ZTH

& xr est scindé sur K et VA € Sp(f), dim (Ex) = o(A).
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Théoréme. E est un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n et f € Z(E). Si Xt est scindé sur K a racines simples
(ou encore si f admet n valeurs propres deux a deux distinctes), alors f est diagonalisable. Dans ce cas, les sous-espaces
propres sont des droites.

Réciproque fausse.

4.5 Trigonalisation

Définition. Un endomorphisme de E (de dimension finie non nulle) est trigonalisable si et seulement si il existe une base
de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire.
Une matrice carrée est trigonalisable si et seulement si cette matrice est semblable & une matrice triangulaire.

Théoréme. Si E est de dimension finie non nulle sur K, f est trigonalisable si et seulement si X+ est scindé sur K.
Tout endomorphisme d’un C-espace de dimension finie non nulle est trigonalisable.
Toute matrice carrée est trigonalisable dans C.

Conséquences. Si Sp(f) = (A1,...,An), alors Vk € N*, Sp (fk) = (7\]f, ceey 7\51) et plus généralement, pour tout polynéme
P, Sp(P(f)) = (P(A1),...,P(An)). Si de plus f est inversible, Vk € Z, Sp (fk) = (?\'f, .. -))‘]fx)-

4.6 Polyndtmes d’endomrophismes
4.6.1 Commutant

Soit f € Z(E) (resp. A € #,(K)). Le commutant de f (resp. de A) est C(f) = {g € Z(E)/ gof = fo g} (resp.
C(A) ={B € #,.(K)/ AB = BA}.

Théoréme. C(f) (resp. C(A)) est une sous-algébre de ((Z(E),+,.,0) (resp. (#n(K),+,., X).
Danger. Deux éléments g et h de C(f) commutent avec f mais ne commutent pas nécessairement entre eux.

4.6.2 KI[f] ou K[A]

Soit f € Z(E) (resp. A € #n(K)). @ : KXI — Z(E) (resp. ..) est un morphisme d’algébres. L’image de ce
P = P

morphisme est K[f] resp. K[A]). K[f] est une sous-algébre commutative (deux polyndmes en f commutent) de (£ (E), +, ., o).

En particulier, tout polynéme en f commute avec f et donc K[f] est une sous-algébre commutative (C(f),+,.,0).

4.6.3 Polynémes annulateurs, polynéme minimal

Le noyau de @ est ’ensemble des polyndmes annotateurs de f (resp. de A). C’est un sous-espace vectoriel de 1’espace
(K[X],+,.) et un idéal de 'anneau (K[X],+, x). Si E est de dimension finie, Ker(®) n’est pas réduit a {0} grace au :

Théoréme de CAYLEY-HAMILTON. X¢(f) = 0.

Si E est de dimension finie, le générateur unitaire de Ker(®) est le polynéme minimal p; de f.
Par définition, Ker(®) = psK[X] ou encore les polynémes annulateurs de f sont les multiples de ps. Le théoréme de
CAYLEY-HAMILTON se réénonce sous la forme :

Théoréme. ¢ divise 5.

Théoréme (polynémes annulateurs et valeurs propres). Si P(f) = 0 et si A est valeur propre de f, alors P(A) = 0.
Les valeurs propres d’un endomorphisme (ou d’une matrice) sont & choisir parmi les racines d’un polynéme annulateur.
Une racine d’un polyndéme annulateur n’est pas nécessairement valeur propre mais toute valeur propre est racine d’un
polynéme annulateur.

k
Théoréme. Toute valeur propre de f est racine de s et toute racine de ¢ est valeur propre de f. Si xf = H (X =A%,
i=1
k
alors ¢ est de la forme H (X — 7\,1)[3i ou Vi, T < By < 4.
i=1
Théoréme de décomposition des noyaux. Soient f € Z(E) et Py, ..., Py des polynémes deux a deux premiers entre

eux. Alors,

Ker((P1 X .o X Pk) (f)) = Ker (P] (f)) ®...0 Ker (Pk(f)) .

En particulier, si P =Py x ... X Py est un polyndéme annulateur de f, alors

E =Ker (Pi(f)) ®...® Ker (Py(f)).
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4.6.4 Décomposition de E en somme de sous-espaces stables supplémentaires

k
Si E est de dimension finie non nulle et x¢ = H (f —A) ™, alors
i=1

E =Ker (f —AIdg)*" @ ... ® Ker (f — AxIdg) ™ .

o Les Ker (f —AIdg)™" sont supplémentaires et stables par f. Donc, dans toute base adaptée a cette décomposition, la
matrice de f est diagonale par blocs.

e La restriction de f & Ker (f — A{Idg)** induit un endomorphisme f; de ce sous-espace. f; admet une et une seule valeur
propre a savoir Aj et fi — Ajldker(r—a,1d,)*: est nilpotente d’indice inférieur ou égal & ;.

5 Espaces préhilbertiens

Produit scalaire. Soit E un R-espace vectoriel. Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique définie
positive, c’est-a-dire

* V(x,y) € Ezv x,y) = (y,x) ({,) est symétrique)

e V(x,y,z) € B3, V(A,u € RZ, (Ax + py, z) = A(x,z) + 1y, z) ({,) est linéaire par rapport & sa premiére variable

et donc bilinéaire par symétrie)

e Vx € E, (x,x) =0 ({,) est positive)

eVx € E, (x,x) =0=x=0((,) est définie).

Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ. V(x,y) € E2, [(x,y)] < /(x,x)/ (Y, ).
Norme hilbertienne. x — 4/(x,x) est une norme sur E.
Définition. Si E est de dimension finie, (E, (, )) est un espace euclidien.

Familles orthogonales, familles orthonormales. Soit (ei);.; une famille de vecteurs de E.
(ei);cq est orthogonale & Vi # j, (ei,ej) = 0.
(€i)ic; est orthonormale & V(i,j) € 12, (ei,€5) = 0ij.

Théoréme. Une famille orthonormale de vecteurs tous non nuls est libre. Une famille orthonormale est libre.

Théoréme (procédé d’orthonormalisation de SCHMIDT). Soit (un), oy une famille libre. Il existe une famille
orthonormale (en),cy et une seule vérifiant

e Vn € N, Vect (ek)ogkgn = Vect (uk)ogkgn-

eVneN, (un,en) >0.

(en)pen est 'othonormalisée de la famille libre (wn) Elle s’obtient par le procédé d’orthonormalisation de SCHMIDT :

neN-
® e —  —Uy.
[ |
- 1

eVn e N7 eT/1+] =Un41 — Z<un+1)ek>ek pUiS Eni1 =
k=0

Théoréme. Si E est euclidien, il existe au moins une base orthonormée % = (e;);;,,- Dans ce cas,
AN

n
o Vx = inei € E,onaVvie[l,n], xi = (x,e;).

i=1

n n n
o Vx = ZXiei €k Vy= Zyiei € E,ona (x,y) = inyi_
i=1

i=1 i=1

n
o Vx = inei €E,ona x| =

i=1

Définition. Soit A une partie non vide de E. L’orthogonal de A, noté A+, est I'ensemble des vecteurs de E orthogonaux
a tous les vecteurs de A : At ={y € E/ ¥x € A, (x,y) =0}
Convention. @+ =E, {x}* = x" .

Théoréme.
o VA € Z(E), AL est un sev de E.
o {0}F =Eet EL ={0}.
e ACB=BtCAL
o At = (Vext(A))*.
e Si F est un sev, on a toujours F N F- = {0} mais on n’a pas toujours F @ F- = E.

© Jean-Louis Rouget, 2022. Tous droits réservés. 11 http ://www.maths-france.fr



Théoréme de la projection orthogonale.

Soit E un espace préhilbertien puis F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Alors E = F @ F-.

Si x est un vecteur de E, on peut donc définir le projeté orthogonal pr(x) de x sur F. Si & = (61)1@<n est une base
orthonormale de E, alors

n

pr(x) =) (x,e)er.

i=1

Inégalité de BESSEL. Soit (en), oy une famille orthonormale. Alors,

n
Vx € E, Y (xe0)” < X%
k=0

Familles totales. Soit (e ),y une famille orthonormale.
+o0o

(en)nen est une famille totale & Vect (en), oy = E & on a la formule de PARSEVAL : Vx € E, Z (x,en)? = ||x||°.

n=0

6 Espaces euclidiens

6.1 Automorphismes orthogonaux, matrices orthogonales
6.1.1 Matrices orthogonales

Soit A € 4 (R). On note Cq, ..., Cyy les colonnes de A et Ly, ..., L, les lignes de A.

A est orthogonale & *AA = A'A =1,
SAecGLy(R)et AT =tA
& (Cqy...,Cq) est une B.O.N de 44,1 (R) muni du produit scalaire canonique
& (Ly,...,Ln) est une B.O.N de .#7 »(R) muni du produit scalaire canonique.

Théoréme. A € O, (R) & 'A € O, (R).
Théoréme. O, (R) est un sous-groupe de (GL,, (R), x).

Théoréme. Soient E un espace euclidien de dimension n, % une B.O.N de E, %’ une famille de n vecteurs de E,
A = Matg (£’). Alors, 2’ est une B.O.N de E si et seulement si A € O, (R).

Théoréme. A € O, (R) = det(A) € {—1,1}.
Théoréme. O (R) = SO, (R) est un sous-groupe de (O, (R), x) et aussi de (SLy, (R), x).

Théoréme. O; (R) = {+1;}. O3 (R) = {( cos®  —sin @ ) 0 ER}U{( cosO  sin® ) eeR}.

sin®  cos© sin® —cos0

6.1.2 Automorphismes orthogonaux
Soit f € Z(E).

f est orthogonal & V(x,y) € E2, (f(x), f(y)) = (x,y) (f conserve le produit scalaire)

& Vx € B, ||[f(x)]] = ||x|| (f conserve la norme (euclidienne))

Théoréme. Soient E un espace euclidien de dimension n, 4 une B.O.N de E, f € Z(E), A = Matg(f). Alors, f € O(E)
si et seulement si A € O, (R).

Théoréme. f € O(E) = det(f) € {—1,1}.
Théoréme. O1(E) = SO(E) est un sous-groupe de (O(E), o) et aussi de (SL(E), o).
Théoréme. O (E;) ={*Idg,}. O (E2) = {rotations} U {réflexions}.
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6.1.3 Réduction des endomorphismes orthogonaux ou des matrices orthogonales
Théoréme. Soit f € O(E) (resp. A € On(R)). Sp(f) C {—1,1} (resp. Spg(A) C {—1,1}).

Théoréme. Soit f € O(E). Si F est un sev de E stable par f, alors F- est un sev de E stable par f. Plus précisément, si F
est stable par f, la restriction de f & F (resp. F*) induit un automorphisme orthogonal de F (resp. F*).

Théoréme. f € O(E) & il existe une B.O.N de E dans laquelle la matrice de f est une matrice diagonale par blocs du
type

R (07)

R (6x) 0

. y_ [ cosBi —sinb; %
ou R (0:) = ( sin®; cosB; ) ().

1

A € 0,(R) & A est orthogonalement semblable a une matrice du type (x).

cos® —sin® 0
Théoréme. f € O" (E3) & il existe une B.O.N de E dans laquelle la matrice de f est [ sin® cos® 0
0 0 1

6.2 Endomorphismes symétriques, matrices symétriques (réelles)

Soit f € Z(E). f est symétrique & V(x,y) € E2, (f(x),y) = (x, f(y)).
Soit A = (ai,j)]gi’jgn S .//H(R) A€ yn(R) & AT=A & V(‘L,]) S [[],Tlﬂz, aji = Qij-

Théoréme. Soient & une B.O.N de E, f € Z(E), A = Matg(f). f est symétrique & A est symétrique.

Théoréme. Soit f € .7 (E). Alors, x¢ est scindé sur R.
Soit A € Y1 (R) C 41 (C). Les valeurs propres de A dans C sont réelles.

Théoréme. Soit f € .7 (E). Si F est un sev de E stable par f, alors F* est un sev de E stable par f.

Théoréme spectral.
Soit f € Z(E). f est symétrique & T est diagonalisable en base orthonormeée.
Soit A € #n(R). A est symétrique & f est orthogonalement semblable & une matrice diagonale.

Définition. Soit A € % (R).

A est positive & VX € 4 1(R), XTAX > 0 (notation : A € .7 (R)).

A est négative & VX € 4 1(R), XTAX < 0 (notation : A € .77 (R)).

A est définie, positive & VX € #n 1 (R) \ {0}, XTAX > 0 (notation : A € .77 (R)).
A est définie, négative & VX € .y 1(R) \ {0}, XTAX < 0 (notation : A € .7 (R)).

Théoréme. Soit A € .7, (R).
A€ (R)& Sp(A) cRT. Ae ¥ (R)& Sp(A) CR™.
AeSIT(R) & Sp(A) cRT™. A e (R)& Sp(A) c R™™.
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