Fractions rationnelles

I- Décomposition d’un polynome en produit de facteurs irréductibles

def : Un polynéme P non constant a coefficient dans K est dit irréductible sur K si et seulement s’il n’existe pas
deux polyndmes P; et P, tels que P = P1P; et deg(P1) < deg(P) et deg(P2) < deg(P) (les constantes ne sont pas des
polynomes irréductibles de méme que 1 n’est pas un nombre premier).

Th : (Décomposition en produit de facteurs irréductibles).
Pour tout élément P de K[X] non constant, il existe une unique constante non nulle C, une unique famille (P, P2, ..., Px)

de polynomes unitaires (unique a ordre prés des facteurs), irréductibles sur K et deux a deux distincts et une unique
k

suite d’exposants tous non nuls a7, &z, ... , &k tels que P =C H |

i=1
Théoréme de ’ALEMBERT-GAUSS. Les polynoémes irréductibles sur C sont les polynémes de degré 1 exac-
tement ou aussi tout polynéme non constant de C[X] est scindé.

On en déduit les polynomes irréductibles sur R a 'aide du résultat :

Th : Soit P un polyndéme non nul a coefficients réels. Soit z € C. z est racine de P d’ordre « si et seulement si Z est
racine de P d’ordre «.

Th : Les polynomes réels irréductibles sur R sont les polyndmes de degré un et de degré deux a discriminant strictement
négatif.

Tout autre type de polynéme non constant se factorise de maniére non triviale méme s’il n’a pas de racine réelle. Par
exemple, un polynome de degré 4 se factorise nécessairement de maniére non triviale :

XP X2 T =X 42X 41 =X = (1) =X = (X + X+ 1) (=X +1).

Pour factoriser sur R, on peut factoriser sur C puis regrouper les facteurs conjugués, ce qui impose de trouver
toutes les racines, mais ce n’est pas I’unique méthode.

Les exemples les plus fréquents :
(1) X2—1=(X=1)(X+1)sur RouC.
(2) X2 + 1 est irréductible sur R. X2 +1 = (X —1)(X +1) sur C.

(3) X2+ X—1= (x-#) (x—%*/g)

(4) X3 —1=(X—1) (X2 +X+1) sur R (a partir de a® —b% = (a —b) (a? + ab + b?)).
X3—1=(X=-1)(X-j) (X —jz) sur C . Les racines cubiques de 1 sont 1, j et j2 et donc X2 +X+1 = (X—3j) (X —jz).
Au passage, sur le nombre j, on doit savoir :

j = e2in/3 :_l_HQ 2 = 1 —j = e 2in/3 :_l_iﬁ j
2 27 j 2 2’

T+j+j2=0etdonc 1+j?=—j,1+j=—j2etj+j2=-1.

Pour n € Z, j3n =1, j3n+1 :j et j3n+2 _ )-2.

(5) X3 +1=(X+1) (X2 — X+ 1) sur R (en remplacant X par —X ou en utilisant a®+b3 = (a+b) (a2 —ab + bz))

X341 = (X+1)(X+7) (X + jz) sur C (les racines de ce polynome sont bien sir les opposées des racines précédentes

a savoir —1 = e'™, —j = e~ /3 et —j% = /3 et donc X2 — X + 1 = (X +j) (X +j?) sur C.

(6) X —1=(X-1(X+T1) (X2 + 1) sur R (a partir de X* — 1 = (X2 — 1) (X2 + 1))

Xt —1=(X-1)(X+1)(X+1)(X—1) sur C (les racines 4éme de 1 sont 1, i, —1 et —i)

(7) X*+1=(X—e"?) (X—e 4) (X—e3™/) (X — e 3"/%) sur C (les racines 4éme de —1 peuvent étre

obtenues ainsi : e"/* est évidemment 'une d’entre elles et d’autre part, par parité et réalité du polynome X* 41,

on a aussi son conjugué e~ /4 son opposé —e'™/* = e=31/4 et I'opposé de son conjugué —e /4 = e317/4),

Sur R, il faut factoriser directement (et non pas passer par C) :

3=1.

XV 4T =X 42X 412X = (X2 412 —2X2 = (x2+ﬁx+1) (xz—ﬁXH).

(8) X6 —1=(X=1(X+DX=j)(X+j) (X—j*)(X+j2) sur C.
Sur R, directement : X6 —1 = (X3—1) (X3+1) = (X—1)(X2+X+1) (X+1) (XZ—X—I—]).

(9) X6 +1= (X — ei“/G) (X — e*i“/G) X=1)(X+1) (X — 651“/6) (X — 6*51“/6) sur C.
Sur R, directement :
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XE+1=03) +1=0C+1) (X =X2+1) = 0 +1) (X* +2X2 +1-3%)
= (G +1) (X +1)2-3x2) = (X +1) (X2 + V3X+1) (X = V3X+1).

Au passage X! = X2 41 =X +2X2 +1-3X2 = (X2 +1)7 = 3X% = (X2 + XV3+1) (X2 = XV3 +1).
n—1 .

(10) Swr €, X" —1 =[] (x - 62“‘“/“).
k=0

Sur R, il faut regrouper les conjugués en discutant suivant la parité de n :

p—1
e Sin = 2p est pair, X?P —1 = (X—-1)(X+1) H (X2 — 2X cos (%) +1).
k=1

P
2kt
in= i i 2p+1 _ 1 = (X — 2 _
e Sin=2p+1 est impair, X 1=(X 1)k|:|] <X 2Xcos<zp+1>+1>.

II- Décomposition d’une fraction rationnelle non nulle en éléments simples

P
Soit F = —, P et Q polynoémes tous deux non nuls.

Q

lére étape de la décomposition.
S’assurer que F est sous forme irréductible et pour cela déterminer d’abord la décomposition de Q en produit de
facteurs irréductibles. La fraction n’est pas irréductible quand une racine de Q est aussi racine P.

2éme étape de la décomposition. Ecrire I'allure générale de la décomposition en éléments simples de F.

Th (hors programme). (décomposition en éléments simples sur un corps quelconque (et par exemple sur Q)).

13
SiQ = H Q{** ou les Q; sont unitaires, irréductibles et deux a deux distincts (et P et Q premiers entre eux) alors
i=1
k X

P -
F=E+ Z Z; o E est un polynome appelé la partie entiére de F et & = Z ;‘]] avec deg(Pi,;) < degQj.
i=1 j=1 Ni

P est la partie polaire relative au facteur Q{**. De plus la décomposition est unique.

n
As
Th : (décomposition sur C). La partie polaire relative au facteur (X — a)™ est de la forme Z m (avec Ay #£0)

i=1
(éléments simples de 1ére espéce).

Th : (décomposition sur R).

n
La partie polaire relative au facteur (X — a)™ est de la forme Z (Xil (avec An # 0) (et les Aq réels) (éléments

i=1 a)!
simples de lére espéce).
n

AiX i
La partie polaire relative au facteur (X?4aX+b)™ avec a?—4b < 0 s’écrit : ; m (avec (An, 1n) # (0,0))
(élements simples de 2éme espéce).
Utilisation de la parité et de la réalité.
Sur C, F= — @, b, c ., 4
ur = = .
’ Xt—1 X—=1 X+1 X—-i X+i
F est réelle donc F =F ce qui s’écrit
a b c d a b T d

+ + - + - = + + . + .

X—1T X4+1 X—1i X+4+i X—-1 X+1 X4+1i X-—-1i
(F est la fraction rationnelle dont les coefficients sont les conjugués des coefficients de F (on ne conjugue pas X)) et
par unicité de la décompostion en éléments simples : @ = a (c’est-a-dire a est réel) b = b, d =¢. En pratique, si F est

réelle, on ne détaille pas ce qui précéde et on écrit directement un élément simple « non réel » suivi de son conjugué :

F= a + b + ¢ + ¢ a et b réels
CX—=1 X4+1 X—i X+i’ '

F est paire donc F(X) = F(—X) ce qui s’écrit

a+b+c+Ei_a_b_c_E
X=1 X+1 X—1i X4+i X+1 X—=1 X4+1i X-—-i
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a a n c c
X—1T X+1 X—1 X+4i
avec a réel et ¢ imaginaire pur. En pratique quand F est paire (resp. impaire), chaque fois qu’on écrit un élément simple,
on lui ajoute (resp. retranche) 1’élément simple obtenu en remplagant X par —X :
a a a
F= + .= — ..
X—1 —X-1 X—1 X+1

Par unicité de la décompostion en éléments simples : b = —a et ¢ = —c. Finalement, F =

3éme étape de la décomposition. Déterminer la partie entiére E. Son degré est degP — degQ si degP > degQ et
E = 0 sinon. E est le quotient de la division euclidienne de P par Q.

X7 —1 b c d d

p 1 = X + X2 4+ X :
ar exemple, XT_10CE 1) azX® + ax X + aq +ao+X_1+X+1+X_i+X+i

et donc E = X3 ou bien directement « & la main » :

X7 —1 _x7—x3+x3—1_x3+x3—1
(X2 -1)(X2+1) X4 —1 N X4 -1
x7 —1

On peut obtenir le terme de plus haut degré grace & un équivalent : x3 et donc a3z = 1.

(X2 —1)(x2 +1) x—+o0

4éme étape de la décomposition. Déterminer chaque partie polaire.

a) Partie polaire relative 4 un pole simple. Si Q est factorisé , utiliser | A = lim (x — a)F(x) |

xXxX—a
2X+1 a b C1 c2 c3
E le. = .
XD X 13X 13) X XT3 X1 (X_12  (X_1p
L . 2x041 L 5 . 3 3
a =l xF() = G q50053) — 30 © =, (x H 3F() = —357 (et ¢3 = lim (x — 1)TF(x) = 7)
, . P(a)
Si Q est développé, utiliser plutdt |A =
< Q'a)
) 1 . . 1 P
Exemple. Décomposer en éléments simples sur C la fraction F = X1 6 avecP=T1et Q=X"—1.
1 ! )\k ikt P(wk) 1 Wi 1 1 ! Wi
= ¥ = /Mo = = =% et = .
Xn—1 I;X—wk o Wi =€ k Q'(wik) mnwp! n X n = X—wy

b) Partie polaire relative & un péle multiple. La méthode générale (division suivant les puissances croissantes)
a été supprimée des programmes, il y a longtemps. Il ne reste donc que la « débrouille ».

Exemple X+ ] ——L— > + “ + © + €3
P XX 13X +3) ~ 3X  192(X+3) T X1 X—12 T X1
2x1+1 3
= i — 3 = " = —
e = Imx=1F) = 357737 = 7
, 1 5 6 23
.O_XBTOOXF(X)_ 3 192+C1 etdoncc1_]92_64.
o x =2 f rnitl——l—L—l-ﬁ—l—c +§ tdnc——l
I B T B T B R I e T
, 2X +1 3 42X+ 1) —3X(X +3) _3X2—X+4 _3X—4 ,
ou bien — = = = puis

X(X=T1P3(X+3) 4X—=13 4XX=13(X+3)  4X(X-=1)3(X+3) 4X(X—-1)2(X+3)

. 3 7
ex = iy ( (P — 32 - 17) =g

c) Elément simple de 2éme espéce sur R « a I’exposant 1 ».

On généralise I'idée pour un poéle simple :

X? —7X +1 aX+b c d )
Exemple 1. T X_1)2 = X211 + X7 + X_12 avec a, b, c et d réels.
. . 2 P2—7i4+1 7 . . . 7
ai+b = lim(x“ + 1)F(x) = —————— = = et puisque (1,1) est une base du R-espace vectoriel C : b == et a = 0.
x—i (1—1)2 2 2
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X3—X7 aX+Db n aX—b
Xt 41 X2 —V2X+1 X2 +V2X+1

1ére idée pour déterminer a et b. Soit w = e™* (w est 'une des deux racines de X? —v/2X +1).
w3 —w w? —w 1 1 1

aw+b = lim (x2 —v2x + 1)F(x) = = = w?—1)=-w—— (car w2 —V2w+1=0

el M Ve i A VT ) )

1

Puisque (1, w) est une base du R-espace vectoriel C (car w n’est pas réel), on obtient a = 7 et b= —ﬁ.
2éme idée pour déterminer a et b. On décompose sur C puis on réduit au méme dénominateur les fractions
conjuguées.
X3 —X B a a a a
X1l X—en/d T X_e A Xt erA T Xj e

W —w 1(1+w2) ! w (car w? Tetw—+2w+1=0)
a=—=— = — car =—le€ — w =VU).

43 4 2V/2

a T+ TX — 2X —2
Ensuite,xa N a T wX—w)+oX-w) 1 V22X

—w X—® 22X —(wtroX+two®  2V2XZ—vV2X+1

Exemple 2.

(car la fraction est impaire).
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