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ISE Option Mathématiques

2ème COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES

(Durée de l’épreuve : 4 heures)

L’épreuve est constituée de six exercices indépendants à traiter dans un ordre quelconque. Le

plus grand soin sera apporté à la rédaction et à la présentation des résultats.

Notations

Dans tout le sujet, nous utiliserons les notations suivantes :

‚ i désigne l’unique nombre complexe tel que eiω “ ´1.

‚ ErXs désigne l’espérance mathématique d’une variable aléatoire réelle X.

‚ V pXq désigne la variance mathématique d’une variable aléatoire réelle X.

‚ Mp,qpKq désigne l’ensemble des matrices à p lignes et q colonnes à coe!cients dans le corps

K “ R ou C.
‚ Pour une matrice M P Mp,qpKq, on notera MT

la matrice transposée de M .

‚ Pour tout sous-espace F d’un espace euclidien E, FK
désigne le supplémentaire orthogonal

de F dans E et le produit scalaire de deux vecteurs x et y de F sera noté xx, yy.

Exercice 1

Soient a0 “ a1 “ 1 et @n P N˚, an`1 “ an ` 2
n`1 an´1. Nous nous intéressons à la série

!
n!0

anxn.

1. Montrer que pour tout n P N˚, 1 ! an ! n2
.

2. (a) Déterminer le rayon de convergence R de la série
!
n!0

anxn. On note Spxq sa somme.

(b) Montrer que Spxq est solution de y1 “ 1`2x
1´x y.

(c) En déduire une expression de Spxq.
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Exercice 2

Considérons f et g les fonctions définies par

fpxq “
" x

0
e´t2dt, et gpxq “

" 1

0

e´x2p1`t2q

1 ` t2
dt.

1. Montrer que f et g sont de classe C1
sur R.

2. Montrer que f2 ` g est constante sur R et déterminer la valeur de la constante.

3. Déduire des questions précédentes la valeur de l’intégrale I “
" `8

0
e´t2dt.

4. En déduire que l’intégrale J “
" `8

´8

e´ t2

2?
2ω

dt vaut 1.

5. Considérons la fonction ε suivante :

εpxq “
" `8

´8

eitx´ t2

2?
2ω

dt.

(a) Montrer que ε est définie et de classe C1
sur R.

(b) Exprimer ε1pxq en fonction de εpxq.
(c) En déduire l’expression de εpxq.

Exercice 3

Une suite pukqkPN d’éléments d’un espace vectoriel normé pE, } }q est dite de Cauchy si :

@ϑ " 0, DM P N, @n, p # M, }un ´ up} ! ϑ.

1. Montrer que toute suite convergente d’un espace vectoriel normé pE, } }q est de Cauchy.

Dans la suite de l’exercice, E “ C0pr0, 2ωs,Cq est l’ensemble des fonctions continues de r0, 2ωs
dans C. On notera 0E la fonction identiquement nulle de E. On définit enfin l’application N de E
dans R`

par

Npfq “
d" 2ω

0
|fpxq|2dx.

2. (a) Démontrer pour tous nombres complexes u et v l’inégalité |uv| ! |u|2
2 ` |v|2

2 et en déduire

que pour toutes fonctions f, g P E et ϖ P R`˚
" 2ω

0
|fpxqgpxq|dx ! ϖ2

2
Npfq2 ` 1

2ϖ2
Npgq2.

(b) En déterminant le minimum de la fonction h : ϖ $Ñ ε2

2 Npfq2 ` 1
2ε2Npgq2, montrer

l’inégalité " 2ω

0
|fpxqgpxq|dx ! NpfqNpgq.

(c) En déduire que N est une norme sur E.

3. Soit pgnqnPN la suite d’éléments de E donnée par gnpxq “ einx. Montrer que Npgn´gpq “ 2
?
ω.

4. En déduire que la boule fermée centrée en 0E , de rayon 1 pour la norme N n’est pas compacte.
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Exercice 4

Dans ce problème d’estimation, on dispose de n (n # 2q observations indépendantes pX1, . . . , Xnq
de même loi de Poisson de paramètre ϱ " 0 inconnu. On souhaite estimer e´ϑ

.

Pour rappel, X suit une loi de Poisson de paramètre ϱ " 0 si Xp”q “ N et pour tout k P N,

PpX “ kq “ e´ϑ ϱ
k

k!
.

On dit que ϖ̂ est un estimateur sans biais d’une quantité ϖ si ϖ̂ est une variable aléatoire fonction

de l’échantillon, c’est à dire ϖ̂ “ fpX1, . . . , Xnq pour une certain fonction f , et si Erϖ̂s “ ϖ. Pour
deux estimateurs sans biais de ϖ, on préfèrera celui dont la variance est la plus petite.

On définit, pour i P !1, n", la variable aléatoire Yi par
#
Yi “ 1, si Xi “ 0,

Yi “ 0, sinon.

On note enfin Y n “ 1

n

nÿ

i“1

Yi.

1. Calculer l’espérance et la variance de Y n.

2. Soit, @k P !1, n", Sk “
k!

i“1
Xi. On définit εnpjq “ PSn“jpXn “ 0q la probabilité conditionnelle

de tXn “ 0u sachant tSn “ ju.
(a) Montrer que Sk suit une loi de Poisson de paramètre kϱ.

(b) Montrer que pour tout entier naturel j, εnpjq “
`
1 ´ 1

n

˘j
.

La valeur εnpjq étant indépendante de ϱ, on s’intéresse à l’estimateur εnpSnq.
3. Calculer l’espérance et la variance de εnpSnq.
4. Montrer que 1 ! eω´1

ϑ ! eϑ et en déduire que la fonction h donnée par hpϱq “ eω´1
ϑ est

croissante sur R`˚.
5. Montrer enfin que V pεnpSnqq ! V pY nq. Interpréter le résultat au regard du problème d’esti-

mation considéré.

Exercice 5

Considérons une production industrielle d’allumettes. A la fin d’une journée donnée, on souhai-

terait évaluer la proportion d’allumettes défectueuses sur le total des t allumettes produites. On

notera d le nombre d’allumettes défectueuses. Le tirage aléatoire d’un échantillon de n allumettes

parmi les t disponibles est e#ectué, et chacune d’entre elles est grattée pour vérifier si elle s’allume

ou pas. C’est le seul critère de conformité considéré ici. On suppose t # d # 2.

1. En considérant le polynôme P pXq “ p1 ` Xqk`ϖ
, démontrer la formule de Vandermonde :

ˆ
k ` ς

m

˙
“

mÿ

j“0

ˆ
k

j

˙ˆ
ς

m ´ j

˙
.
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2. Montrer que la loi de la variable aléatoireX correspondant au nombre d’allumettes défectueuses

dans le prélèvement est donnée par

@k P !0, n", PpX “ kq “
`d
k

˘` t´d
n´k

˘
` t
n

˘ .

3. Montrer la relation suivante : @k P N˚, k
`d
k

˘
“ d

`d´1
k´1

˘
.

4. Déduire des questions précédentes que l’espérance ErXs vaut nd
t .

On admet que la variance de X est donnée par nd
t
t´d
t

t´n
t´1 .

5. Montrer que pour tout x P r0, 1s, xp1 ´ xq ! 1
4 .

6. A l’aide de l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, en supposant φ,↼ P r0, 1s fixés, sachant aussi
que p “ d

t est inconnu, établir une taille su!sante n de l’échantillon, fonction de φ, ↼ et t,
pour assurer le contrôle d’erreur d’estimation suivant :

P
`ˇ̌

X
n ´ d

t

ˇ̌
# φ

˘
! ↼.

7. Nous voulons étudier le comportement de la loi de X lorsque t est très grand. Supposons n et

p “ d
t fixés. Notons Xt la variable correspondant au nombre d’allumettes défectueuses dans

un échantillon choisi au hasard dans une population de t allumettes contenant une proportion

p d’allumettes défectueuses. Montrer que lorsque t tend vers l’infini, la loi de Xt tend vers

une loi usuelle dont on précisera les paramètres.

Exercice 6

Soit E un espace euclidien, p un projecteur orthogonal de E. Pour rappel, un endomorphisme

f est dit symétrique si pour tout couple px, yq de E,

xx, fpyqy “ xfpxq, yy.

1. Montrer que si p est un projecteur orthogonal, alors p est un endomorphisme symétrique.

2. Soit q un autre projecteur orthogonal de E. Montrer que p ˝ q ˝ p est symétrique.

3. Pour cette question seulement, on se place dans R3
muni de sa structure euclidienne cano-

nique et on note pe1, e2, e3q sa base canonique : soit p la projection orthogonale sur la droite

engendrée par e1 et q la projection orthogonale sur la droite engendrée par e1 ` e2. Calculer
p ˝ qpe1q. L’application p ˝ q est-elle une projection ?

4. Montrer que pIm p ` Ker qqK “ Ker p X Im q.

5. Montrer alors que Im p ˝ q “ Im p ˝ q ˝ p.

6. Montrer que p ˝ q ˝ p est diagonalisable et que ses valeurs propres sont dans [0,1].

7. Montrer que les sous-espaces propres Eε associés aux valeurs propres non-nulles ϖ de p ˝ q ˝ p
sont aussi ceux de p ˝ q.

8. Montrer alors que p ˝ q est diagonalisable et que ses valeurs propres sont dans [0,1].
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