SESSION 2026
CAPESA

DEUXIEME COMPOSITION

Exercice 1

1. Montrons par récurrence que pour tout n € N*, 1 < a,, < n?.

2
e a; =1et donc 1< a; <12. Ensuite, a; = a; +§ao:2puis1 <ay <4=22%

e Soit n > 1. Supposons que 1 < ap, <n?et 1 < any1 < (n+1)2. Alors, Gnyr = Anit + n——i—Zan

2, MmH2m+12+2m?2 m+2)(n?+2n+1)+2n?  nd 44n? 45m+2

Gne2 (N4 17+ ny2t = n+2 - n+2 - n+2
< nd+12n2+6n+8 _ (n+2)3 — g2,
n+2 n+2
On a montré par récurrence que pour tout n > 1, 1 < a, < n?.
2. (a) Pour tout n > 1, posons b,, = 1 et ¢, =n?. Pour tout n > 1, on a |by| < |an| < |cn| et donc Ry, > Ry > Re. On

sait que R, = R. =1 et on en déduit que R, = 1.
+oo
(b) Pour x €] — 1, 1], on peut poser S(x) = Z anx™. On sait que la somme d’une série entiére est de classe C* sur son

n=0
intervalle ouvert de convergence et que ses dérivées successives s’obtiennent par dérivation terme a terme. La fonction S

est donc de classe C! sur ] —1,1[ et pour tout x €] — 1, 1],

+oo
(1 —%)S"(x) — (14 2x)S( (1—x Z nax™ ' — (14 2x) Z anx™
+o0o
= Z na,x" ! — Z na,x" Z anx™ —2 Z apx™t!
n=1 n=0
+o0
= Z(n—l—] anp1x™ Znanx Z anx“—ZZ an_1x"
n=0 n=0 n=1
+oo 2
=a; —ap +T;(n+” (an—H —an—n—_Han—1>X
=0.
2
Donc, pour tout x €] —1,1[, $’(x) = ]1+_;S(x).
2 —2(1—
(c) Pour tout x €] — 1, 1[, posons a(x) = ]1t; = 3 ; QX x) =2+ %{ Une primitive de la fonction a sur ] —1,1[

est la fonction A : x — —2x — 31n(1 — x). Ensuite,

vx €l —1,1[ S'(x) = a(x)S(x) = Vx €] — 1, 1], e A¥S’(x) —a(x)e ™ AMS(x) =0 = Vx €] — 1,1, (e’AS)/ (x)=0

] [
=vx el —1,1[, e AX¥S§(x) = e A0)5(0)
=xel—1,1[ e 2MS(x) =1 (car S(0) = ap = 1)
= Vx E] _ ])][) S(X) _ 672x73 In(1—x)
efzx

=Vx el —1,1], S(x) =
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Exercice 2

1. La fonction t — e est continue sur R. Donc, la fonction f est de classe C! sur R et de plus,

vx €R, f'(x) = e,

1
R de sorte que pour tout réel x € [—A, A], g(x) = J' D(x,t) dt.

Soit A > 0. Posons @ : [—A,A] x[0,1] —
2 (1447) 0
H

(x, )

Pour chaque x € [-A, A], la fonction t — @
Pour chaque t € [0, 1], la fonction x — ®(x,

1+t2
,t) est continue par morceaux et donc intégrable sur le segment [0, 1].

(x
t) est de classe C' sur [—~A, A] et de plus,

V(x,t) € [-A, Al x [0,1], %(X,t) = oxe 2 (1447)

De plus, pour chaque x € [-A, A], la fonction t — a—(x,t) est continue par morceaux sur [0, 1] puis, pour tout (x,t) €
X

oD
[—A,A] x [0,1], a(x, t)| < 2A = @(t) ol @ est une fonction continue par morceaux, positive et intégrable sur [0, 1].

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a parameétre, la fonction g est de classe C' sur [~A, A] et sa dérivée
s’obtient par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai pour tout réel A > 0, on a montré que la fonction g est de
classe C! sur R et pour tout réel x,

1

1

G10)

g'(x) :J R(Xat) dt:—ZXJ e (1+17) gy,
0 0

2. Soit x # 0. En posant u = xt, on obtient

1
g'(x) = _2e7¥ J e (xt
0

X
xdt = —2¢% J e du.
0

)2

Cette égalité reste vraie quand x =0 car g’(0) = 0 et donc, pour tout réel x,

g'(x) = e J: e du=— (fz)/ (x).

Ainsi, (fz + g)/ = 0 puis la fonction f? 4 g est constante sur R. Plus précisément, pour tout réel x,

1

2(x) + g(x) = f2(0) + g(0) = L HLtz dt = [Arctan(t)]§ = ; .

3. Pour tout x > 0, f(x) > 0 puis f(x) = — g(x) (). Maintenant, pour tout x > 0,

&~ 3

2
1 e x 1

dt = e ",

o<g(x)<J
0 1

Puisque liril e = 0, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que g(x) tend vers 0 quand x tend vers +o0o0. Quand
X—+00

x tend vers +oo dans (%), on obtient la convergence et la valeur de I'intégrale I :

]zroo gy VT

0 2

[

t
4. En posant u = —, on obtient

V2
+oo 2
J e 7 dt (par parité)

X

+oo N
J e " V2du=

Bl
S
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2
—itx— o
itx—-5

V2n

1
o(1) Mais alors, |h(t)] 5.0 (_tz) . Puisque 2 > 1, on en déduit que la fonction h est intégrable sur un voisinage de —oo
—+oo

5. (a) Soit x € R. La fonction h : t — est continue par morceaux sur R et de plus, t?[h(t)| = —=t?e~ 2 =

et sur un voisinage de +oo et finalement sur R. Par suite, @(x) existe dans R. On a montré que la fonction ¢ est définie
sur R.

+oo
Posons ® : RxR — C de sorte que pour tout x € R, @(x) = J O(x,t) dt.

. 2
eitx— =

V2r
Pour chaque x € R, la fonction t — ®(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur R d’apreés le début de la question.

Ensuite, pour chaque t € R, la fonction x — ®(x,t) est de classe C' sur R et pour tout (x,t) € R?,

—00

(xt)

1) eitxfg
aX (Xa ) 1 \/2—7_[

oD
De plus, pour tout x € R, la fonction t — — (x,t) est continue par morceaux sur R et pour tout (x,t) € R?,

ox
2 2
20 tle™ T , tle T : iy . -
a(x,t) < T ou la fonction t — o est continue par morceaux, positive et intégrable sur R (car négligeable

en oo devant a d’aprés un théoréme de croissances comparées).
D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétre, la fonction @ est de classe C! sur R et de plus,

, “+oo eitxf%
Vx € R Xx) = J it——— dt.
y @' (%) N T

(b) Soit x € R.

+oo itx—1- +oo eitx—%
e'(x) = J' —A(—t+ ix)—— dt — xJ' ———— dt (car les deux intégrales convergent)

o0 V2

eitx—% e
=—i W —X(p(x).

. 2
eitx— =

|
Vx €R, @'(x) = —x@(x).

—+o00
] = 0. Il reste

— 0 et donc —i[

(c) Mais alors, pour tout réel x, @’(x) + x@(x) =0 puis ez @’(x) + xe’z @(x) = 0 puis (eT (p) (x) = 0. On en déduit
x2
encore que pour tout x € R, e7 @(x) = e®@(0) =] =1 et donc que

. 2
+00 eltX*%
Vx € R, J ————dt=e"
—oo V2T

Exercice 3

1. Soit (un), ¢y une suite de I'espace vectoriel normé (E, || ||) qui est convergente. On pose { = lim ;.
n—-+oo

Soit € > 0. Il existe ny € N tel que pour tout n = no, ||lun — || < =. Soit (p,q) € N? tel que p > ng et q = no.

£
2
[up = uqll = [[(up =) = (uq = Ol < [lup — | + [[ug — L] <

+ - =¢.

ISTRG)
N ™

On a montré que : Ve >0, Inp € N/ V(p,q) e N2, (p=>ngetq=no = lup —uq| < €). La suite (un),, oy est donc une
suite de CAUCHY.
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2 2
2. (a) Soit (u,v) € C2. 0 < (jul — [v)* = [ul2 — 2hwv] + v puis fuv| < ‘% + %

Soient (f,g) € E2 et A € RT™.

Jzn #0900 dx = fn

0 0

?\f(x)%x)

dxgr” (Azmxﬂ g(x)F) i = NN N(g)?
0

2 + 272 2 22

(b) Si N(f) =0, alors f =0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle) et 'inégalité & démontrer est claire. Supposons
maintenant N(f) > 0.

AZN(f)2  N(g)2 1 N(g)\?

Pour tout A > 0, 2( ) + 2()?2) =3 <7\N(f) — %) + N(f)N(g) > N(f)N(g) avec égalité effectivement obtenue

_ [N(g) _
pour A = N()

27 2 2 2

ASN(f N

Ainsi, L I£(x)g(x)] dx < 20 2( ) 2()?2) — N(FN(g).
(c) N est une application de E dans R. Pour tout f € E, N(f) > 0 (positivité) puis, pour tout f € E, N(f) =0 = f =0

(axiome de séparation).

27r 27'[
Ensuite, pour tout f € E et tout A € R, N(Af) = IMF(x)]? dx = \7\|1/ x)? dx = [AIN(f ) (homogénéité).

Enfin, pour tout (f, g) € E?,

27
N(f+ g)? =J If0x) + g0 dx
0271 27 27T 27
<j (15001 + lg(x)])> dx:J \f(x)|2dx+zj \f(x)g(x)\dwj 1900 2dx
0 0 0 0

<N(f)? + 2N(f)N(g) + N(g)? = (N(f) + N(g))?

et donc N(f 4+ g) < N(f) + N(g) (inégalité triangulaire).
On a montré que N est une norme sur E.

3. Soit (n,p) € N? tel que n # p.

27 27
Hgn _ 9p||2 — JO ’einx _ pr‘ dx = JO (einx _ eipx) (e—inx _ e—ipx) dx
27

27
:J (Z—ei(“*p)"—e*i(“’p)") dx:47r—2J cos(n—p)x) dx =4mw—2 {
0 0

sin((n—p)x)r” o

n—p 0

puis [[gn — gpll = 2V/7.

27t
4. Pour tout n € N, N [|gn || = J | mx‘ dx = V27 et donc, pour tout n € N, % est un élément de la boule fermée
0 T

de centre Og et de rayon 1, que I'on note B.

Soit (hn) = (—] n ) it traite de 1 it (—] ) D’ cs 1 t1 écédent tout
o1 une suite extraite de la suite . D’apreés la question précédente, pour tou
nenN o 9o (n) . P In . p q p p

(m,p) € N2 tel que n# p (et done o(n) # @(p)), [hn — Myl = —= x 27 = V2.

1
V2r
La suite (hn), oy ne vérifie donc pas la définition d’une suite de CAUCHY (pour & = 1 par exemple). Mais alors, d’aprés
la premiére question et par contraposition, la suite (h,), .y n’est pas convergente.

On a ainsi trouvé une suite d’éléments de B dont on ne peut extraire une sous-suite convergente. Ceci montre que B n’est
pas compacte.

http ://www.maths-france.fr 4 © Jean-Louis Rouget, 2026. Tous droits réservés.



CAPESA 2026 - ISE option maths - Mathématiques 2 - Corrigé

Exercice 4
1. Soit i € [1,n]. Y; suit la loi de BERNOULI de paramétre p =P (X; = 0) = e °. Donc, E(Y;) =p=¢e % et
V(Yi)=p(l—p)=e(1—e?).
_ 1 &
Ensuite, par linéarité de ’espérance, E (Yn) = ZIE (Y;) = e 9. D’autre part, les variables X7, ..., Xy, sont indé-
i=1

pendantes et il en est de méme des variables Yq, ..., Yn. En particulier, les variables Yy, ..., Y, sont deux a deux
indépendantes puis

_ 1 « e ?(1—e?)
V(Yn) = FZV(YJ T —
i=1
2. (a) Soit k € [1,n]. Puisque les variables X1, ..., X;, sont indépendantes, pour tout réel t,
k k “+00 (k@)l
GSk(t) — H GXi(t) — H e@(tfﬂ — eke(tfl) — Z efke - s
i=1 i=1 i=0 e
k i
Par unicité des coefficients d’une série entiére, on en déduit que pour tout i € N, P (S =1) = e*k9¥. Ceci montre
il

que la variable Sy suit la loi de POISSON de paramétre k0.

(b) Soit j € N.

onli)  PXn =050 =)
Y P(Sy =0)

Maintenant, {Xn =0} N{Sn =j} = {Xn =0} N{Snw_1 =j} ou cette fois-ci, les événements {X;; = 0} et {Sn_1 =j} sont
indépendants d’aprés le lemme des coalitions. Donc,

3. D’aprés la formule de transfert, en tenant compte du fait que Sy, suit la loi de POISSON de paramétre no,

“+00 “+o00o j : “+00 .
Blpn (S0) = 3 oniF(sn =1 =3 (1= 1) 0B — ooy (DAL noginone
4 j=0 ’

£ n jl
j=0 j=0
=e *=E(Xn)
Ensuite,
m—12 3\’
5 +o00 ) +o0 1\ T +o0 Y - 0 ety
E(on(50)?) =X en(PPSn=)=) (1-7) e™5-=3 ¢ e
j=0 j=0 j=0
=e 72+1F)9

et donc, d’apreés la formule de KOENIG-Huygens,

1

Vipn (Sn)) =E ((Pn (Sn)z) —E(¢n (Sn))z = e(inrF)e —e 20 =20 (e% — 1) .
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0 0 0 0

et dt < J e® dt puis 8 < e® —1 < 0e® et finalement

4.Soit9>0.ee—1:J
0

0
ed —1
0

et dt puis J

1dt<ee—1:J
0

0

1< < e%. On a montré que

0
e’ —1
0 <ee.

Ensuite, la fonction h est dérivable sur ]0, +oo[ et pour tout réel 6 > 0,

0 __ (.0 0 _
h/(e)_w_l(ee_g)%

Ve >0, 1<

02 0
La fonction h est donc croissante sur R™*.

0
5. Par croissance de la fonction h sur ]0,+oo[, h (E) < h(0) puis

Vipn () €2 (eF 1) mfef-1) eﬁ%_1 hG)
e® 1

V (Yn) e (1—ef)  ef—T
n

On en déduit que V (@n (Sh)) <V (K)

Ainsi, Yy, et @, (Sn) sont deux fonctions de 1’échantillon (pour tout i, Y; = 8x,,0). Ces deux variables ont pour espérance
I'espérance commune des Xi, & savoir e ? et donc ces deux variables sont des estimateurs sans biais de e 9. Enfin, la
variance de @, (Sy,) est plus petite que la variance de Y, et donc 'estimateur @, (S,,) est préférable a estimateur Yi,.

Exercice 5

1. On rappelle que si p > n, (;) = 0. Soit (k,¢, m) € N3. D’aprés la formule du binéme de NEWTON,

k+¢ +o00
k+ ¢ k+ ¢
+X)4 = ( o )xmz > ( o )xm.
m=0 m=0

Mais d’autre part,

A+X) =1 +X*01+X)*t = <+ZOO <E>x> f (f)x vy C;) <m£_)_) Xm,
j=0 =0

j =
i=0 m=0 \j
k+¢ — [k 0
Par unicité des coefficients d’un polyndéme, on en déduit que < N > = Z () ( >
m i—o \J/ AT
2. L’univers Q est ’ensemble des tirages simultanés de n allumettes parmi les t allumettes produites. Donc, card(Q) =
t
( ) De plus, ces tirages sont équiprobables.
n

Soit k € [0,n]. L’événement {X = k} est réalisé si et seulement si on a tiré k allumettes parmi les d défectueuses et n —k
allumettes parmi les t— d non défectueuses. {X = k} est donc en bijection avec 2y (Eq) x Zn_x (Er_q) ot Py (E,,) désigne

d\ /t—d
I’ensemble des parties & k éléments d’un ensemble & n éléments. Par suite, card(X = k) = > Les différents

k) \n—k
tirages étant équiprobables, on en déduit que

o card(X=%) (DY
PX=%k) = card(Q) () )

k

dy 4 _ (d—1)! e
k(k)_kk!(d—k)!_d(k—1)!((d—1)—(k—1))!_d<k_1>'

3.Soitk€N*.Sik>d,k(d)=0 L

—1
d(d ) Sinon, k € [1, d] puis
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4.

k=0 k=1
n
d & /d—1\/t—d d “a-1\/ t—d
T)é(w)(n—k)—T)_O( D65Y)
n n
_d /t=1) nl(t—mn)! (t—1)! ~nd
_—(n—1>_ t (n-Dit—m)  t

2
1 1 1
5.P0urtoutx€[0,1],X(1—x)——xz—l—x——(x—z) +Z<Z

6. Soit («, B) €0, 1[2. D’aprés I'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV,

X d V(X) d dyt—m 1
Pll———=|2 =P(X-E(X)| > < =n—|(1—-=) ———
(‘n t‘ O‘) ( ()] 2 no] (na)? nt< t>t—1nzoc2
< 1 t 1) (d’aprés la questio écédente ca dG[O 1)
<———-(—— r uestion pr n rp=-—
402(t—1) \ n P d P P= ’
puis
X d 1 t t
—— -z < —S T | T < =< 4o Bt —
P(‘n t‘ oc) B<:4oc2(t—1)<n 1) B(:)n 1+40°B(t—1)
n. 1 on> t
t 7 14+402B(t—1) T 1 +402B(t—1)
=nz v +1
T 14+ 402B(t—1) '
t X d
Onpose‘n.o—{mJ+1.P0urn2n0,]}”<‘ﬁ—¥'2(x>éB.
t tt—1)...(t— —1
7. Pour t > n, (n) = ( ) 7(1' (n ) puis, le nombre de facteurs du numérateur étant égal & n et donc étant
étant constant quand t varie,
oo
n/ to+co nl’
k d tpt—1)...(pt—(k—1
Soitke[[],nﬂ.Pourt}I—)de sorte que pt > k, (k) _P L ) k(‘p ( ) puis
d tkpk
k) totoo K
Deméme,pourt>n—_kdesortequet—d>n—k, t—d :(t_pt)(t_pt_””'(t_pt_(n_k_])puis
1—p n—k (n —k)!

t—d tR (1 —p)n
n—k/ totoo (m—k)! )

On en déduit que pour tout k € [1,n],

_ nipktc(1 —p)n ko nk
PXe=Kk) ~ ki —K)! = pr=pm
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Enfin,

n! (t—pt)t—pt=1)...t—pt—(n—=1)))... (1T—p)mt™

P(tho):t(t—])...(t—(n—])X nl totoo {0

=(0-p"

On a montré que pour tout k € [0,n], P (X =0) e (2) p*(1 —p)™ k. La loi de X; tend vers la loi binomiale de

parameétres n et p quand t tend vers +oo.
Exercice 6

1. Soient F un sous-espace de E puis p = pr la projection orthogonale sur F. Soit (x,y) € E2.

xpy) = x—px),p) + PKx),py) = (pKx),pHy)).
€F+ \e/FJ

Par symétrie des roles, on a aussi (p(x),y) = (p(x),p(y) et finalement (x,p(y)) = (p(x),y).
On a montré que p est symétrique.

2. Pour tout (x,y) € E2,

(x,pogop(y)) =(p(x)yqoq(y)) =(qopx),p(x) =poqop(x),y)

et donc p o g o p est symétrique.

—_—

1
(e7 +e2) € Vect (61 +e2)etz==(e; —ez) € Vect (61 + 62)L (car <€1 +ez,e —e2> =

3. Puisque e; =y +z avecy = 7

2
1 :
lev||* — lle2l|* = 0), on a q (e1) = 5 (e1 + e2) puis

podlen) =5 (pler) +ple)) = e

1 1
Mais alors, (p o q)? (e1) = zp oq(er) = 4_161 #poq(er). Ainsi, po q # Ide et donc p o q n’est pas une projection.

4. Puisque p et g sont des projections orthogonales, on sait que (Im(p))L = Ker(p) et (Ker(q))* =Im(q). Il s’agit donc
de montrer que si F = Im(p) et G = Ker(q), on a (F+G)t =F- NG

FCF+G et donc (F+ G)* C F-. De méme, (F+ G)*+ C G+ puis (F+G)t c F- NG+ .
D’autre part, tout élément a la fois dans F- et dans G+ est encore orthogonal & toute somme d’un élément de F et d'un
élément de G par bilinéarité du produit scalaire et donc F- NG+ C (F+ G)*. Finalement, (F4+ G)+ = F- N G* ou encore

(Im(p) + Ker(q))* = Ker(p) N Im(q).
5.Im(poqop)={poq(p(x)), x€ B} C{poqly), y € E} =Im(poq).
Inversement, soit x € E. Il existe (y,z) € (Im(p) + Ker(q)) x (Im(p) + Ker(q))* = (Im(p) + Ker(q)) x Ker(p) N Im(q) tel
que X =y + z.
Puisque z € Im(q), q(z) = z puis puisque z € Ker(p), p(q(z)) = p(z) = 0. Il reste poq(x) =poq(y) +poq(z) =plq(y)).
En posant y = p (x1) +y2 avec x1 € E et yz € Ker(q), on obtient p(q(y)) =p(q (p(x1))) +p(q(yz2)) =poqop(x1) et
donc poq(x) =poqop(x1). Ceci montre que Im(p o q) C Im(p o qop) et finalement que Im(p o q) =Im(p o qop).
6. p o qop est un endomorphisme symétrique et donc p o g o p est diagonalisable d’aprés le théoréme spectral.

Soit A une valeur propre de poqop et x € E\{0} un vecteur propre associé. Donc, poqop(x) = Ax puis A(x,x) = (poqop(x),x)
puis (en tenant compte de [|x||? > 0),
(Pogop(x)x) _ (q(p(x)),p(x))

?\ = =
1[I ]l

Pouwr tout y € E, (q(y),y) = (q(y),q(y)) + (q(y),y — q(y)) = llq(y)||* (car q(y) est dans Im(q) et y — q(y) est dans
Ker(q) = (Im(q))*. Donc,

lq(p(x))||?
A= PRI
[Ix]12
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ce qui montre déja que A > 0. D’autre part, on sait que pour tout y de E, ||p(y)|| < |Jy|| (car d’aprés le théoréme de
PYTHAGORE, pour tout y € E, [yl = [p()[I* + ly —pW)[I* = l[p(y)[|*) et de méme, pour tout y € E, [[q(y)] < [yl.
Donc,

lalpOII* _ lpII12 _ )12
A= < < =1.
[[x]|? X2 x|

On a montré que les valeurs propres de p o q o p sont dans [0, 1].

7. Soit x € Im(p o q) =Im(p o qop). Il existe x; € E tel que x =poqop(x1). On en déduit que

poqop(x)=poqopopoqop(xi)=poqopoqop(xi)=poq(x).
Soient A une (éventuelle) valeur propre non nulle de p o g op et x un vecteur propre associé. Alors, p o q o p(x) = Ax puis
X=poqop (J—(x) € Im(pogop). On en déduit que p o q(x) =poqop(x) = Ax. Donc, A est valeur propre de po q et x
est un vecteur propre associé.
Soit A une (éventuelle) valeur propre non nulle de p o g et x un vecteur propre associé. Donc, p o q(x) = Ax puis
xX=pogq (%x) € Im(p o q). Mais alors po qop(x) =p/circq(x) = Ax.
A est donc une valeur propre de p o q op (et en particulier A €]0, 1]) et x est un vecteur propre associé.
On a montré que pour tout A €]0,1], Ex(p o q) = Ex(p o qop) (v compris si A n’est pas valeur propre de p o q). En
particulier, po q et p o qop ont les mémes valeurs propres réelles non nulles.
8. Puisque p o q o p est diagonalisable, dim(E) = dim (Eo(p o qop)) + Z dim (Ex(p o qop)).
A€Sp(poqop)\{0}

D’apreés la question précédente, pour tout A € Sp(p o q o p) \ {0}, Ea(p o q) = Exr(p o q/circp). D’autre part, puisque
Im(p oq) =Im(poqop), d’aprés le théoréme du rang,

dim(Ker(p o q) = dim(E) —rg(p o q) = textdim(E) —rg(p o g o p) = dim(Ker(p o g o p).

Ainsi, dim(E) = dim (Eo(po q)) + Z dim (Ex(p o q)). Mais alors, p o q est diagonalisable. De plus, les valeurs

A€Sp(poq)\{0}
propres de po g et p o g o p sont les mémes et donc les valeurs propres de p o q sont dans [0, 1].
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