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DEUXIEME COMPOSITION

Exercice 1

1. D’aprés un théoréme de croissances comparées, lim  x%In(x) = 0 et donc  lim f(x) = 0 = f(0). Par suite, la
x—0, x>0 x—0, x>0

fonction f est continue en 0.

f(x) — £(0) f(x) — (0)

Pour x > 0, =5x + 2 —2x1In(x) puis, d’aprés un théoréme de croissances comparées, lir(r)l+ 0 2. La
_ e _
fonction f est dérivable en O et de plus f'(0) = 2.
2. Pour tout x > 1, f(x) = —2x?In(x) (1 — L — # Ensuite, lim [1— L — L =1>0cet
’ ’ N 2In(x)  xIn(x) )’ " x+oo 2In(x) xIn(x)/)
lim —2x?In(x) = —oco0. On en déduit que lim f(x) = —oo.
X—+00 X—+00

3. La fonction f est dérivable sur ]0, +oo[ et pour tout x €]0, +ool,

f'f(x) =10x+2 -2 (2x1n(x) +x2 x J—() =8x + 2 —4x1In(x).

De plus, f est dérivable en 0 et f'(0) = 2. On note alors que la fonction f’ est continue en 0 & droite. Ensuite, la fonction
f’ est dérivable sur ]0, +o0[ et pour tout x > 0,

f’(x) =8 —4In(x) —4 = 4(1 — In(x)).
Pour tout x > 0, f’(x) >0& 1—In(x) >0 & In(x) < 1 & x < e et de méme, f”(x) = 0 & x = e. Enfin, d’aprés un

théoréme de croissances comparées, lim f'(x) =2 et lim f’(x) = —oco. Voici le tableau de variations de la fonction f’ :
x—0F X—+00
X 0 e +00
f” (X) + O _

de 4 2

r 2/ \—oo

e

e e

(5x2 + 2x) dx — 2J x?In(x) dx. Déja,

4. L’aire demandée est &/ = J
1

(5x% +2x — 2x* In(x)) dx = J

1 1

e 5x¢3 T 8
L (5x2+2x)dx:[%—&—xz}]:%—&—ez—g.
Ensuite, a 'aide d’une intégration par parties,
e 3 e e 3 3 e 3 3 3
2 X X 1 e 1J 2 e 1 /e 1 2e 1
1 dx = |=1 —| = x-dx=—=——< dx==——s(=—z)|=—7+=.
L"n(")x {3 n(")L L3Xx" 3 73), % 3 73(373)79 "9
5e3 8 2e3 1 11¢e3 2
Onendéduitque;z{—%+ez—§—2<%+§)—Te ez—é.

5. La fonction f’ est strictement croissante sur [0, e] et f'(0) = 2 > 0 et de plus la fonction f’ est continue en 0. Donc,

la fonction ' est strictement positive sur [0, e]. D’autre part, la fonction f’ est continue et strictement décroissante sur

[e, +oo[ et de plus, f'(e) > 0 et hIJIrl f'(x) = —co < 0. On en déduit que la fonction f’ s’annule une fois et une seule en
X—+00

un certain réel o de [e, +oo[. De plus, la fonction f’ étant strictement décroissante sur cet intervalle, on en déduit que la
fonction f’ est strictement positive sur [0, o[ et strictement négative sur Jot, +ool.
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En résumé, La fonction f’ est strictement positive sur [0, «[, strictement négative sur ], +o00[ et s’annule en «. La fonction
f est donc strictement croissante sur [0, o] et strictement décroissante sur [, +oo[. Par suite, la fonction f admet un
maximum en «.

L’égalité /(o) = 0 fournit 8a + 2 — 4 In(o) = 0 puis 2ccIn() = 4o + 1. Mais alors,

f(a) =502 + 2 — x(doc+ 1) = & + .

Exercice 2

1. a) Pour tout réel x €] —1, 1],

(X)71x1+x+1—x71 1 n 1
= 0+~ 2\U0—x"1+x/"

b) Par suite,

2 102/ 1 1 1 ] 1 3 In(3
I:J0 g(x) dXZZL <1—x+1+x) dx:z[—ln(l—x)—kln(]—i—x)]g _§<_ln<§>+ln<§>) = n;).

2. En posant x = sin(0) et donc dx = cos(0) do,

Jusd fud 1
Js de :Js cosz(e) d9:J %cos(e) de:r 1 ><dX_I_mB)_
o cos?(0) o 1—sin“(0)

A

Exercice 3

1. Soit n € N*. D’aprés la formule des probabilités totales,

]_pn+1 :]P)(Fn—H)ZP(F )XP( n+1|F )+P(Fn) XP( n+1|F )
= 0,9pn +0,3(1—pn) =0,6pn +0,3,

puis pn1 =—0,6pn +0,7.

2. Soit n € N*.
7 7 7 7 21
un = Pn n 7 — Y n TN 1~/ n on
#1= Pt = 76 = 70,6pn 40,77 72 = =0,6pn + 75 = 75 = —0,6pn + 55
6 7 7
—0,6pn —:—0,6 n—— | =—0,6U,.
Prt 95 % 76 (p 16)
La suite (Un ), cy- est la suite géométrique de premier terme Uy = py — €= ¢ et de raison q = —0, 6. Donc, pour tout
9 7 7 9
* _ n—1 _ : _ n—1
ne N U, =Uq _16(06) pulspn—16+U.n e 6(06) )
Puisque —0,6 €] —1,1[, lim (—0,6)™"" =0 puis
n—+oo
. 7
m pn= 32 70

Exercice 4

1. a) X, prend deux valeurs a savoir 1 et n+ 1.

b) Puisque ’échantillon est assimilé a n tirages successifs avec remise, P (X, = 1) = (0,95)" et donc aussiP (Xp =1+ 1) =
1-PXn=1)=1-—(0,95)™. Donc,

EXp) =1TxPXn=1)+M+1PXn=n+1)=(0,95)"+n+1)(1-(0,95)")=n+1-—n(0,95)".
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2. La méthode 2 est plus économique que la méthode 1 si et seulement si E (X) <n. Or

EXn)<n&n+1-—nm(0,95)" <n&1<n(0,095)"
&S In(1) <In(n(0,95)™) (par stricte croissance de la fonction In sur ]0, +o0[)
S nln(0,95) + 1ln(n) > 0.

Ainsi, la méthode 2 est plus économique que la méthode 1 si et seulement si n1n(0,95) 4+ In(n) > 0.

3. D’aprés les résultats admis par 1’énoncé, la fonction f est strictement positive sur [20,87] et strictement négative sur
[88, +0o0]. Par suite, si 20 < n < 87, la méthode 2 est plus économique et si n > 88, la méthode 1 est plus économique.

Exercice 5

1l.zo=1+1vV3=2 (%—}—1?) :2(cos (g) + isin (g)) = 2eF.

Soit z € C. Posons z = x + iy ol x et y sont deux réels.
e? =zo & e¥ely = 2eF

e

3

Sx=In2) et IKeZ/y =§+2kn

Se¥=2et Tk e Z/y ==+ 2kn (égalité de deux nombres complexes non nuls sous forme trigonométrique)

©IET/z=In(2) + 3 + 2k
Les solutions de I’équation e* = zo sont les nombres complexes de la forme In(2) + g + 2km o k € Z.
2. Pour tout n € N, zf = 2me' ", Ensuite,
n +x nm
zy €R (z)ﬂkEN/T =2kn & Jdk € Z/ n = 6k.

Les entiers naturels n tels que z7 soit un réel positif sont les multiples de 6.

Exercice 6

v 1— vn+1 1 1 1
1.Soitn€N*.\/n+1—\/ﬁ:( nHl-vn) (VntT+yvn) < LI
Vn+T+yn Vn+14ymn = yn+yn  2yn
1 1
2. Soit n € N*. Pour tout k € [I,n], ——= =2x — > 2(vk+1 — k). En additionnant membre & membre ces
I1nl — T 2 2 (VEFT-vE)
inégalités, on obtient
o
Vo=) —
i vk
n
>ZZ( k—H—\/E)22(\/n+1—\/ﬁ—l—\/ﬁ—\/n—]—&-...—l—\/g—\/z—&-\/z—ﬁ)
k=1
:2(\/n+1—\/T).
Ainsi, pour tout n € N*, V,, > 2 (\/n+1 — 1). De plus, liI_'I_l 2 (\/n—l—l — 1) = 400 et on en déduit que
n—-+4oo
lim V, = +oo.
n—-+4oo
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