SESSION 2023
CAPESA

PREMIERE COMPOSITION

I - Probléme d’analyse
Partie I

1. Soit (e, 8) € R? tel que « < &. Soit f € E,. Donc, f est continue sur [0, 400, & valeurs dans R et de plus la fonction
t — f(t)e >t est bornée sur [0, +ool. Soit M un majorant de la fonction t — [f(t)le”*! sur [0, +ool. Pour t € [0, +ool,

[f(t)e | =[f(t))e * x e P <M x1=M.

ot

Donc, la fonction t — f(t)e °' est bornée sur [0, +oo[ puis f € E5. On a montré que E, C Es.

2. D’aprés la question précédente, pour tout B > «, E, C Eg et donc E, C ﬂ Ep =Fq.

B>

3. Soit o € R. Soient f € E, puis M un majorant de la fonction t — |[f(t)le=*t sur [0, +ool.
Soit s > «. La fonction t — f(t)e St est continue sur [0, +oco[. Ensuite, pour tout t € [0, +ool,

le s ()| = f(t)le > x e Tt < Me (7,

Puisque s — oc > 0, la fonction t — Me ™ (57%)t est intégrable sur [0, 4+oo[. Il en est de méme de la fonction t — f(t)e st

+oo
ou encore 'intégrale J' e SYf(t) dt est une intégrale absolument convergente.
0
. . . 1 N s+ . o
4. Soient o € R puis f € Fy. Soit s > «. f est alors un élément de Eg ou B = — > o Puisque s > 3, l'intégrale

+o0
J e SYf(t) dt est une intégrale absolument convergente d’aprés la question précédente et donc L[f](s) existe dans R.
0

108
5. Soit & € R. Soient f € Fy et n € N. Soient > « puis B’ = —;B > «. La fonction t — t™f(t) est continue sur

[0, +o0[. Ensuite, la fonction f est dans Eg/ et donc il existe M tel que pour tout t > 0, ‘f(t)e‘ﬁlt

<M. Pour t >0,

f()the P = ’f(t)e*ﬁ’t the (B=B)t < Mime (BBt

Maintenant, la fonction t — Mtre (BBt est continue sur [0, 400l et tend vers 0 quand t tend vers 4+oo d’apreés
un théoréme de croissances comparées. Cette fonction est donc bornée sur [0,+oo[. Il en est de méme de la fonction
t— f(t)t"e Pt et donc la fonction t — t™f(t) est dans Eg.

Ainsi, pour tout § > «, la fonction t — t™f(t) est dans Ep et finalement, la fonction t — t™f(t) est dans F.
Partie 11

—st —snt

e —
6. Soient s > o« et p € N. Soit t € [0, +o0[. Puisque sy, LS le rapport ————— tend vers le nombre dérivé de la
n—-+oo — Sn
fonction u — et en s & savoir —te~st. Donc,
efst _ e*Snt
lim Apn(s,t) = (—t)Pf(t) lim ———— = (—t)P e SHf(t).

n—-+oo n—-+oo S—Sn
Ainsi, la suite de fonctions (t +— Ay n(s,t)), o converge simplement vers la fonction t — (—t)PHTe stf(t) sur [0, +ool.

Ensuite, d’aprés le théoréme des accroissements finis, pour tout n € N, il existe ¢, compris entre s et s, tel que
—st —snt
e St —e n . . 9 oxi

= —te °nt, Maintenant, la suite (Sn)n ey converge vers s. Dong, il existe no € N tel que, pour n > ny,

S —Sn

Ss—a st

2 2

. . S+« .
Sp =S — . Mais alors, pour tout n € N, s, > Min {80,51,. R —} puis

2

. . S+ o
YneN, ¢, = Min{s,sn} > MIH{SO,SM---,SM,T}-
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S+
2
Ap (s, 1) = [(=t)P (et | < tPHTE(t)]e " = @(t).

Posons ¢ = Min {30,31,...,sn0, } > o. Pour tout n € N et tout t € [0, +ool,

D’aprés la question 5, la fonction t — tP+1f(t) est dans Fy et donc, puisque ¢ > «, d’aprés la question 4, la fonction ¢
est intégrable sur [0, +ool.

En résumé,
e la suite de fonctions (t — Ap n(s,t)),cy converge simplement vers la fonction t (—t)PH e stf(t) sur [0, +ool
et la fonction t — (—t)PT1e Stf(t) est continue sur [0, +ool,
e il existe une fonction @, continue, positive et intégrable sur [0, +oo[ telle que, pour tout n € N et tout t € [0, +oo0l,
|Ap,n(sat)| < o(t).

D’aprés le théoréme de convergence dominée,

e chaque fonction t — A, ., (s, t) est intégrable sur [0, 4-o0],
e (la fonction t — (—t)P+!e stf(t) est intégrable sur [0, +ool),

+oo
e la suite <J Ap n(s,t) dt) converge et
0 neN

+o0o +o0o
lim J Apon(s,t) dt :J (—t)PHTe st (1) dt.

n—-+oo 0 0

7. Soit f € Fy. Montrons par récurrence que pour tout p € N* L[f] est p fois dérivable sur Ja, +oo[ et que
(LI = (=1)PLtPf(t)).

e Soit sp > «. D’aprés la question précédente, pour toute suite (un), oy €la, +oo[N convergeant vers s,

L[f — L[f 1 Foo Foo
i () =L (o) <J e Wnt(t) dt —J e SOtf(t) dt)
n—+oo Un — So n—+oo Un — S0 \Jo 0
+o0 too
= lim J Aon (s0,t) dt = —J te Sotf(t) dt.
n—+oo Jq ’ 0
L[f —L[f
On sait alors que la fonction s — i (Si s[ 1(s0) a une limite réelle quand s tend vers s et que
—So
L[f — LIf Foo
lim ] (s) f] (so) = —J te Sotf(t) dt.
$S—So S— 8o 0

Dit autrement, la fonction L[f] est dérivable en tout s de ], +oo[ et pour sg €], +o0l,

+o0
(LY (so) = —L te SOt (t) dt = —LILF()] (o).

L’affirmation est donc vraie quand p = 1.

e Soit p > 1. Supposons que LI[f] est p fois dérivable sur Jot, +00l et (L[f))(P) = (=1)PL[tPf(t)). pour toute

suite (Wn), ey €0t +oo[N convergeant vers sg,

. (LIFH®) (un) — (LIAN®P) (so) .
im = lim

n—+oo Un — So n—+o00 Upn — So

+o00 “+o0
(J (—t)Pe Untf(t) dt —J (—t)Pe Sobf(1) dt)

0 0

+oo +oo
= lim J Ap n (s0,t) dt:J (—t)PHTesotf(t) dt.

n—-+oo 0 0

Comme précédemment, la fonction (L[f])(P) est dérivable en tout s de ]&, +o00[ et pour s¢ €]«, 400,
+oo

(LI P+ (s0) = ((LIA)P) (s0) :J (—t)P e sotf(t) dt = (=1)PHTL [P f(1)] (s0).
0

Le résultat est démontré par récurrence.

8. a) Soit a € R. Soit p € R. Si B > a, la fonction t — e Ptey(t) = e (B~ est bornée sur [0, +-ool (car décroissante de
1a0). Donc @o € Fq.
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Si B < a, la fonction t — e Pty (t) = e (B~ n’est pas bornée sur [0, +ool (car . lim e~ F~%* = 4 0). Donc, si a < a,
—+o0

il existe p €la, a[ tel que @o ¢ Eg, a savoir f = %, puis @o & Fy.

Donc, le plus petit « tel que @ € Fy est &« = a. Ensuite, pour tout s > a,

+o00 (sa)t:|+°° 1
0

e
Lleo) (s) :J' A {— = .
0 s—a s—a
b) Soient a € R et k € N. D’aprés la question précédente et la question 5), @y € Fq. Puis, comme a la question précédente,

si < a, @k ¢ Fu. Dong, le plus petit « tel que @ € Fy est o« = a. Ensuite, pour tout s > a,

+o0o k'
Ligwl (s) = J the Ut dt = LItP o] (s) = (—1)* (Llpo)) ™ (5) = ——7-
o (s — )kt
9. Soit s > «. Vérifions d’abord que ligl e S'f(t) = 0. Puisque xts > «, la fonction f est dans E ats . Il existe M € R
tel que, pour tout t € [0, 4+ool, |f(t)le” Lt < M. Mais alors, pour tout t € [0, +oo[,

(x+s)t (s—a)t (s— (x)t

[f(t)e*t =If(t))le- = xe 2z < Me

avec s — o« > 0. Le théoréme des gendarmes montre alors que . lirf f(t)e st = 0.
—+00

Les deux fonctions t — f(t) et t — e~ sont de classe C! sur [0, +oo[. Au vu de la convergence de chacun des termes en

400, on peut effectuer une intégration par parties qui fournit :

+o0 +oo
L[f'1(s) :J e SH(t) dt = [e S f(t )} e —J (—se ) f(t) dt
0 0
+o0o
=0—"(0) + sJ e Stf(t) dt = sL[f](s) — f(0).
0
10. En appliquant aux fonctions f, f’, ..., f®~1) on obtient pour tout s > «, p ur tout k € [[O p—1],
L [f(k“)} (s) =sL [f(k)] (s)—f*)(0) puis sp*(k”)l_ [f(k“)} (s) = sP~*L [f K71 (s)—sP~17*f(k)(0). On additionne membre

a membre ces égalités et on obtient par télescopage pour tout s > «,

p—1 p—1
L[] () = sPLif(s) = 3 (sP= 0L [£000] () = P74 [19)] (5)) == 3~ 5714409 (0).
k=0 k=0
On a montré que
Vs > «, L {f(p)} (s) = sPL[f] Z sP= 1k Q).

Partie I11

11. (a) Par hypothése, y, y’, y” et y3) sont dans Fy. L’énoncé a admis que chaque Eg, p > o est un sous-espace vectoriel
de D’espace vectoriel des fonctions continues sur [0, +oco[ et donc F; est un sous-espace vectoriel de espace vectoriel des
fonctions continues sur [0, +oo[ en tant qu’intersection de sous-espaces de cet espace. Ainsi, y'3) —3y” + 3y’ —y est dans
F1 puis on peut appliquer L au membre de gauche sur ]1,4o0[. La fonction de s obtenue est un élément de C$° d’apres la
question 7.

D’autre part, la fonction t — e' est dans Fy d’aprés la question 8 et son image par L est dans C$°.

(b) Pour s > 1, L[y®] (s) = s3LIfl(s) —y”(0) — sy’(0) — s2(0) = s3LfI(s) —s? —s — 1 puis L [y] (s) = s2LIf](s) —
y’(0) — sy(0) = s?L[f](s) —s — 1 puis Lly’l(s) = sL[yl(s) — 1. Par linéarité, pour tout s > 1,

LIy® —=3y" +3y —y| (s) =L [y®] (s) =3L1y"] (s) + 3LIy"I(s) — Liyl(s)
= (s> —3s*+3s—1)LUfl(s) — (s*+s+1) +3(s+1)—3
= (s> =352 +3s— 1) L[fl(s) —s2 + 25 — 1 = (s — 1)3L[fl(s) — (s — 1)2.
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1
D’autre part, d’aprés la question 8), pour tout s > 1, L[e'] (s) = p— On en déduit que pour tout s > 1,
1 1 1 1
—1)? = .
s—173 ((S ) +s—1> s—1 =17

1 1
12. D’apreés la question 9)b), la fonction s — o9 est la transformée de LAPLACE de la fonction t — §t3et. La
s — !

Llyl(s) =

3
fonction y a donc méme transformée de LAPLACE que la fonction y7 : t+— <€ + 1> et

3 42
Réciproquement, pour tout t € R, yj(t) = (Z + 5 + 1) e' et en particulier, y1(0) = 1. Ensuite, pour tout réel t,
B t? t2 t3
" bl bl bl 2 t
yl'(t) = (6+2+1+2+t) (6—|—t +t+1)e
et en particulier, y{(0) = 1. Ensuite, pour tout réel t,
t3 t2 3 3t?
gﬁ”(t)z(Z+t2+t+1+7+2t+1) (6+7+3t+2>

Enfin, pour tout réel t,

Y (1) = 3y7 (1) + 3y (t

3t? B t3 t2 t3
(( +—+3t+1>—3<g+t +t+1>+3(6+7+1> (6+2>>
e

Par unicité, y =y; et donc

3
VteR, y(t) = (E + 1) et.

13. (a) D’aprés la question 5), les fonctions t — ty”(t) et t — (1 —t)y’(t) sont dans F;. Puisque Fy est un sous-espace
vectoriel de l'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, +oo[, il en est de méme de la fonction
t—ty”(t) + (1 —t)y’(t) + ny(t). On peut donc calculer son image par L est on obtient une fonction de C$°.

(b) D’aprés la question 10), pour tout s > 0, Lly”](s) = s?Liyl(s) — sy(0) —y’(0) puis

Llity"1(s) = —(Lly"1)"(s) = —2sLlyl(s) — s*(LIy])’(s) + y(0).
Ensuite, pour tout s > 0, Lly’l(s) = sLlyl(s) —y(0) puis

Lity'l(s) = —(Llyl)'(s) = —Llyl(s) — s(LlyD)'(s).
On en déduit que pour tout s > 0,

Llity” + (1 —t)y" +nyl(s) = [Llty"](s) + Lly'l(s) — Llty ](s) + nLlyl(s)
= —2sLyl(s) — s*(Lly])'(s) +y(0) + sLlyl(s) —y(0) + Llyl(s) + s(Lly])'(s) + nLlyl(s)
= (—s? +5) (Lly))'(s) + (—s + n+ 1)LIyl(s).

(
(

Puisque L[0] =0, on en déduit que la fonction L[y] est solution sur ]1,+oo[ de I’équation différentielle

s(s—1)z' +(s—mn—1)z=0

() Soit z une fonction dérivable sur |1, +ool.
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Vs>1,s8(s—1)z'(s)+(s—n—1)z(s) =0 & Vs > 1, z’(s)—&-%z(s) =0

<:>Vs>1,z’(s)+<n—H - >z(s)—0

S s—1

n+1 n
SVs>1, e(n+1)ln(Sanln(stZ/(S) + < — ]) e(n+1)ln(s)*nln(sfﬂz(s) =0

n+1 !
®VS>], (WZ) (S):O
SICeR/ Vs> 1, z(s) =C———.

Ainsi, il existe A € R tel que

. 1
Vs >1, Ly zanZ() Jesh Tk = Z ()SkJr]'

k!
D’aprés la question 8)b) appliquée avec a = 0, pour tout k € N, pour tout s > 0, L [tk] (s) = T Donc, pour A € R
fixé, y a méme transformée de LAPLACE que le polynome
S ()
k=
= (—1)k /n
Réciproquement, pour tout réel t, posons P(t) = Z W ( k> t*. Alors, tout tout réel t,
k=0
= (=D (n k=2 4 — (=1 k=1 =
" li _ _ —
tP"(t) + (1 —t)P/(t) + nP(t) =t ) _ o <k>k(k Dt (1—1t) Z o < ) kt Z < >
k=2 k=1 k=0
n n
. (—1)¥* (n k—1 (=D M\, 1
=y T K=t +) T Kt
k=1 k=1
n n
(=D* M\, « (=% M .«
- Z k' \k kt +nZ kI \k t
k=0 k=0
n n
. (—=1* /n 2,k—1 (—1)¥* (n k
=y o O bR Ly J(n =k
k=1 k=0
n—1 n—1
(=D ( n ) 2.k (—1)* (n k
_ (k+ 12+ ) (n—Kk)t
= K+ \k+1 = k! k
n—1 n—1
(— 1)k n! R e e y
=—) (k4 1)tk + (n—%k)t
= kIl (k+1)In—k—1)! = k! k
n—1 n—I1
B DL 5 (=D*(n K
=— — k)t — k)t
0 e PO AUl
k=0 k=0
=0.
(1)K
Donc, si on pose pour tout t € R, P Z o < )tk, les polynémes t — AP(t), A € R, sont solutions de ’équation
k=0

(2) sur R.
1—t
14. Sur ]0,+ool, I'équation (2) s’écrit encore : Vt > 0, y”(t) + Ty'(t) + %y(t) = 0. Puisque les deux fonctions

—t n
a:te— et b : t+— — sont continues sur ]0, +oo[, on sait que les solutions de I’équation (2) sur ]0, +oo[ constituent

un R-espace vectoriel de dimension 2. A la question précédente, on a obtenu un espace vectoriel de solutions qui est de
dimension 1. On n’a donc pas obtenu toutes les solutions de I’équation (2) sur ]0, 4ool.
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15. (a) Pour tout t > 0, on pose W(t) =y(t)z’(t) — z(t)y’(t). La fonction W est dérivable sur ]0, +00[ et pour tout réel
t>0

WILt) = (01" 1) (0210 ' 102/(0) 200y 10 =yl (010 = nan) —2(0 (S0 - my)
= iy’ — 2oy’ () = T wiw
Donc, pour tout réel t >0, W'(t) + (% — 1) W(t) = 0 puis e™®—tW/’(t) + (% — 1) e =tW/(t) = 0 puis

vt >0, (te”'W)’ (1) = 0.

t
e
On en déduit qu'il existe u € R tel que, pour tout t > 0, te"*W(t) = u puis, pour tout t > 0, W(t) = pT. De plus,

d’aprés le résultat admis par I’énoncé, si z n’est pas colinéaire a y, alors L # 0 (et si z est colinéaire a y, alors p = 0).

(b) On applique ce résultat avec y = P et z solution quelconque de (2) sur I. Soit I un intervalle contenu dans ]0, +oo[ ne
contenant aucune racine de P.

vee I, P21 —P/(z(t) =S e veel, 2 mp((t; (I);UP M _ s (P(Et))z
SINER, Ve, % — A+ pA(D)

Ainsi, les solutions de I’équation (2) sur I sont nécessairement de la forme t — AP(t) + uP(t)A(t), (A, u) € R2. Récipro-
quement, puisque I’ensemble des solutions de 1’équation (2) sur I est un R-espace vectoriel de dimension 2, ces fonctions
sont toutes solutions et donc

les solutions de (2) sur I sont les fonctions de la forme t — AP(t) + uP(t)A(t), (A, 1) € R2.

II - Probléme d’algébre

Partie I
1. (a) Soit n € N. Soit x € E. Puisque f € Z(E), on a f(0) = 0 puis

x€Kn=1f(x)=0= f(f*(x)) =f(0) = " (x) =0 = x € Kny1.
Ceci montre que Ky, C Ky y71. Ainsi, pour tout n € N, K;; C Ky 7. Dong, la suite (Ky,),, oy est croissante pour I'inclusion.

(b) Soit n € N. Pour tout x € E, f**1(x) = f*(f(x)) € I,,. Donc, I,,11 C I,. Ainsi, pour tout n € N, I,,,1 C I,. Donc, la
suite (In), ¢y est décroissante pour l'inclusion.

2. (a) Soit n € N. Soit x € Ky. Alors, f™(f(x)) = f(f*(x)) = f(0) = 0 et donc f(x) € Ky. Ainsi, pour tout x € E,
x € Kn = f(x) € K;,. Donc, Ky, est stable par f.

(b) Soit n € N. Pour tout x € E, f(f*(x)) = f*(f(x)) € I,. Done, I, est stable par f.
3. I est un sous-espace vectoriel de E en tant qu’intersection de sous-espaces vectoriels de E.

Ensuite, 0 € Ko et donc 0 € K. Soient (x,y) € K2 et (A,u) € R?. Il existe (p,q) € N? tel que x € Ky et y € Kq. Soit
n = Max{p, q}. Puisque n > p et n > ¢, d’aprés la question 1)a), x € K, et y € Ky, puis Ax + py € Ky, car Ky, est un
sous-espace vectoriel de E. Ainsi, il existe n € N tel que Ax + py € Ky, et done Ax + py € K.

On a montré que K est un sous-espace vectoriel de E.

4. Soit x € E. D’aprés la question 2)b),

xel=vVneN xel,=>vneN, f(x)ely=f(x) el
Donc, I est stable par f.
Soit x € E. D’apreés la question 2)a),
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xeK=3IneN, xeK,=IneN, f(x) € K, = f(x) € K.
Donc, K est stable par f.

5. (a) Ker(f) = K; C K. Dong, si K ={0}, alors Ker(f) = {0} puis f est injectif.
Inversement, si f est injectif, alors pour tout n € N*, f™ est injectif en tant que composée d’endomorphismes injectifs. Par
suite, pour tout n € N*, K;; ={0} ce qui reste vrai si n = 0. On en déduit que K = {0}.

On a montré que f est injectif si et seulement si K = {0}.

(b) Si I =E, alors pour tout n € N, I,, = E et en particulier, Im(f) = E puis f est surjectif.
Inversement, si f est surjectif, alors pour tout n € N*, f™ est surjectif en tant que composée d’endomorphismes surjectifs.
Par suite, pour tout n € N*, I,, = E ce qui reste vrai si n = 0. On en déduit que I = E.

On a montré que f est surjectif si et seulement si [ = E.
6. (a) Soit f une projection. On a f?> = f puis, par récurrence, pour tout p € N*, fP = f. On en déduit que pour tout
p € N*, K, =Kj et I, =I;. En tenant compte de Ko = {0} et Ip = E, on a donc

K =K; =Ker(f) et I =17 = Im(f).

En particulier, E = Im(f) ® Ker(f) = [ @ K.
Ensuite, pour tout x de K = Ker(f), f(x) = 0 ou encore fjx = 0. Ainsi, fjx est nilpotent d’indice 1.
Enfin, pour tout x de I = Im(f), f(x) = x ou encore f;; = Id;. En particulier, f|; est un automorphisme de I.

(b) Pour tout P € E, f4+1(P) = P(d+1) = 0. Donc, Kq11 =E et Iq11 = {0}. On en déduit que K =E et I = {0}.

Ensuite, fﬁgq = 0 et donc fjx est nilpotent. D’autre part, f|; est ’application nulle de {0} dans lui-méme. En particulier,

fi1 est un automorphisme.

7. Soit P € R[X]. Pour n € N*, P € K, & PM™ =0 & P € R,,_1[X]. Donc, pour tout n € N*, K, = Rn_;[X]. En tenant
compte de Ko = {0}, on en déduit que

K={0}u [ Rn1[XI =RIX].
neN*

X

D’autre part, f est surjective car pour Q € R[X], le polyndéme P : x J Q(t) dt est un élément de R[X] tel que f(P) = Q.
Puisque f est surjective, I = E d’apreés la question 5)b) °

Puisque I = K =E, la somme I + K n’est pas directe.

Partie 11

8. Soit n € N tel que K,, = Ky,4.7. Montrons par récurrence que pour tout p € N*, Ky, = Ky,.

e L’affirmation est vraie quand p = 1.

e Soit p > 1. Supposons que Ky;p = Ky,. D’aprés la question 1)a), on sait déja que Kn = Kpnyp C Knypir.
Inversement, pour x € E,

X € Knipet = P (x) =0 = 4P (f(x)) = 0 = £(x) € Kntp
= f(x) € Ky (par hypothése de récurrence)
= (f(x)=0= 1 (x) =0 = x € Kngt = Kn.

DOHC7 KT\.+]3+1 C Kn puis Kn+p+1 = Kn.
Le résultat est démontré par récurrence.

9. Posons d = dim(E) € N. Supposons par I’absurde que pour tout n € N, K, # K41 ou encore, plus précisément,
Kn % Kn+1. On en déduit que pour tout n € N, dim (K,,) < dim (K;;11) ou encore, pour tout n € N,

dim (Kn41) > dim (Ky,) + 1. On en déduit par récurrence que pour tout n € N, dim (K, ) > n. En particulier,
dim (Kq11) > d+ 1> d=dim(E) ce qui est impossible.
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Dong, il existe n € N tel que Ky, = Kpig. Ainsi, {(n € N, K;, 1 =K.} est une partie non vide de N. A ce titre,
{n e N, Ky 11 =Ky} admet un plus petit élément. On peut donc poser m = Min{n € N, K;, ;1 =K,} € N.

Par définition de m, Ky, = Kyngq. D’aprés la question 9), pour tout p € N, Kyip = Ky puis U Ky = Kyn. D’autre part,

n>m

m
Ko C Ky C ... CK;, et donc U Kn = Ky,,. Finalement,

n=0

Plus généralement, pour tout p € N, K = Ky .

10. Soient n et p deux entiers naturels. On sait déja que K,y C Kyyp et Iy C Iy Puisque E est de dimension finie,

Knip = Kpn & dim (Kp ) = dim (Ky) & dim(E) — (Ingp) = dim(E) — dim (I,) (d’aprés le théoréme du rang)
& dim (Inyp) = dim (In) & Inyp = In.
11. D’aprés les deux questions précédentes, pour tout p € N, Ity = Iy, Donc, comme a la question 9), I = I,.
12. Ainsi, K = Ky,. Par définition de Ky, pour tout x € Ky, f™(x) =0. Si m =0, K = Ko ={0} puis f|x est 'application
nulle. Dans ce cas, fﬂK = 0 puis fjx est nilpotent. Sinon, m > 1 puis f‘TE = 0 et donc, encore une fois fjx est nilpotent.

13. f laisse stable I d’aprés la question 4) et donc f|; est un endomorphisme de I.
Soit y € I = I;nyq. Il existe z € E tel que y = f™+1(z) = f (f™(z)). Soit x = f™(z) € I,y = L. x est un élément de I, tel

que y = f(x).
Ainsi, pour tout y de I, il existe x € I tel que y = f|;(x). Ceci montre que f|; est un endomorphisme surjectif de I. Puisque
I est de dimension finie (car E l'est), on sait alors que f|; est un automorphisme de I.

14. Soit x € E. Alors, f™(x) € L, = L. Puisque f|; est surjectif, il existe z € L, tel que f™(x) = f™(z). Soit y € E tel que
z =f™(y). y est un élément de E tel que f™(x) = 2™ (y).

15. On sait déja que K = K, et [ = I,,. D’aprés le théoréme du rang, dim(K) + dim(I) = dim(E).

Soit x € KNI =Ky NIy Donc, f™(x) =0 et il existe y € E tel que x = f™(y). Mais alors, f2™(y) = f™(x) = 0. On en
déduit que y € Kz = Ky, (car 2m > m) puis que x = f™(y) = 0. Ceci montre que KNI ={0}.

En résumé, KNI ={0} et dim(K) + dim(I) = dim(E) < 400. On en déduit que E =1 & K.
16. Soit m = min {n eEN*/flg = 0} € N* lindice de nilpotence de f|g. Soit x € E. Il existe (y,z) € F x G tel que
x =y +z. Alors, pour tout n > m, f™(x) = f*(y) + f™(z) = f™(y). Puisque f}r est injectif, pour tout n > m,

f*x) =05 f"(y) =05y=05x€G.

Ceci montre pour tout n > m, G = Ky et en particulier G = K,,. D’autre part, puisque fjr est un automorphisme de F, il
en est de méme de fH‘. Donc, pour y € F, il existe y’ € F tel que y = f™(y’). Ceci montre que F C I,;,. De plus, d’aprés le
théoréme du rang,

dim(F) = dim(E) — dim(G) = dim(E) — dim (K;n) = dim (I,,,) < +o0.
Donc, F=1,,.
Il reste a vérifier que K = Ky, et I = I, D’aprés la question 10), il suffit de vérifier que K = K;;,. On sait déja que pour tout
n > m, K, = Ky,,. Vérifions que K1 # Ky, Par définition de m, fI"é*1 # 0 et donc il existe x € G tel que f™~1(x) # 0.
Puisque f™(x) =0 car x € G, x est un élément de K, qui n’est pas dans Ky, 7. Ainsi,

KoCKiC...CKny=Knt1 =Kipp2=....
# # #

Ceci montre que G = Ky, =K et donc aussi que F =1, = 1.
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