SESSION 2023
CAPESA

DEUXIEME COMPOSITION

Exercice 1

1. Puisque x + x> — 0.

x—0
1
flx) = ———~
() 1+ (x +x2)
= T—(x+x%) + (x—l—xz)z— (x+x2)3 + (x)* + o0 (x*) = T—x+(=T+1)x2+ 213+ (1=3+1x* +0 (x*)
X— X—
= 1—x+x*—x*+o0 (X4) .
x—0
2
2. Pour tout réel x, x> +x+ 1 = (x + 7 + 1 > 0. Donc, la fonction f est définie sur R. Mais alors, la fonction f est
deux fois dérivables sur R en que fraction rationnelle définie sur R puis, pour tout réel x,
2x + 1
f/(x) — _Lz
(x2+x+1)

puis

v =@ R () x 22+ 1) (R Ax+T1) —(2) (P +x+1) +22x+ 1)
(xZ2+x+1)

(x2+x+1)*
6x? + 6x ox(x + 1)

2+x+17  (E4x+1)
1 1
La fonction f’ est strictement positive sur |—oo, 5 strictement négative sur ]—Z, ~+00 [ et s’annule en 3 La fonction

1
z] et strictement décroissante sur {—z, 400 [

f est strictement croissante sur }—oo, —

Ensuite, pour tout réel x, f”(x) est du signe de x(x + 1) et donc, la fonction f est positive sur ] — oo, —1] U [0, +oo] et
négative sur [0, 1]. On en déduit que la fonction f est convexe sur ] — oo, —1] et sur [0, +oo[ et concave sur [0, 1]. Enfin, la
fonction f” s’annule en changeant de signe en —1 et en 0. La courbe représentative de f admet donc deux points d’inflexion,
les points de coordonnées respectives (0,1) et (—1,1).

3. Pour tout réel x,

1 1 :
((2(-3) %) =19 = e = T =

1
Donc, la droite d’équation x = —3 est un axe de symétrie de la courbe représentative de f.

Voici le graphe de la fonction f :
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La courbe représentative de f n’admet pas de centre de symétrie.

4.
1 1 1\1' 1
1 1 X+ 5 2x+1
f(x) dx = J dx = | — Arctan 2 = — {Arctan ( )}
Jo 0 1\ 2 V3 2 \/Tg ( \/Tg 0 V3 V3 0
x+5) +| 5
(+2) (%
2 1 2 /mom
= % (Arctan (\/g) — Arctan (—3)) = —3 (§ — E)
__T
3v3
Exercice 2
1. Soit x € R.

In(x*=5x+6) =0& x> —5x+6>0et x> —5x+6=1&x*—5x+6=1&x>—5x+5=0
5+5 5—5
oux = .

2 x 2
545 5+\/§}

L’ensemble des solutions de I’équation proposée est { > 5

2. Soit x € R. f(x) existe si et seulement si x> —5x+6 > 0 ce qui équivaut a (x—2)(x—3) > 0 ou encore a x €]—o00, 2[U]3, +00l[.

Le domaine de définition de la fonction f est D =] — oo, 2[U]3, +ool.
. .. , 2x—5 , )
La fonction f est dérivable sur D et pour x € D, f/(x) = 7 5 i¢ Pour tout x de D, f'(x) est du signe de 2x — 5 et

5
donc, la fonction f’ est strictement négative sur | — 0o, 2[ (C |—o0, 3 [) et strictement positive sur ]3, +oo[. La fonction f

est donc strictement décroissante sur ] — oo, 2[ et strictement croissante sur 13, +ool.

On note que pourxeD,ng—xeruis
f(zx g—x) =In((5—x)*=5(5—x) +6) =In (x> —5x + 6) = f(x).

5
Dans la droite d’équation x = 5 est un axe de symétrie de la courbe représentative de f.

f(x
Enfin, lim f(x) = —oco puis lim f(x) = +oco0 et lim Q = 0. La courbe représentative de f admet la droite
x—3, x>3 X——+00 x—+oo X
d’équation x = 3 pour asymptote (et aussi la droite d’équation x = 2 par symeétrie). D’autre part, la courbe représentative

de f admet en +00 une branche parabolique de direction (Ox) (et de méme en —oo).
Voir graphique page suivante.

3. Une intégration par parties fournit

1 2
225
dx:ln(Z)—J B L N

1 ! —
J In (x* — 5% + 6) dx:[xln(x2—5x+6)};—J x> X2 —5x+6
0 X2 =

Xi
0 0 X2—5X+6

La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle s’écrit
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R— 2X%2 —5X oy a N b
C(X=2)(X=3) X—-2 X-=-3
) 2x22-5x%x2 i 2x32-5x%x3
avec a = iLHE(X—Z)R(X) =——5—3 = 2etb= iﬂ(X—?))R(X) =—3—5 = 3. Donc,
2X2 —5X oy 2 n 3
X2 —5X+6 X—-2 X-3

Par suite,

1 1
2
Jln(x2—5x+6) dx:ln(Z)—J 24 —I—i dx:ln(Z)—2—[21n|x—2|+31n|x—3|]3)
0 0 X—Z X_3

=In(2)—2—-3In(2) +2In(2) +3In(3) =3In(3) -2

Exercice 3

1
1. La fonction f est définie sur [0, +oo[. Ensuite, f(0) = 0 puis, pour x > 1, 0 < < < 1 puis f(x) =0.

1 1 1 1
Soit x €]0, 1[. Il existe p € N* tel que - <x < e Alors, p < <P + 1 puis E ()—() = p puis f(x) = px?. En résumé,

+1
0six=0
1 1
Vx >0, f(x) =< px?siil existe p € N* telquep+] <x<1—)
Osix>1
Voir le graphe de la fonction f page suivante.
1 1

1
La fonction f est continue sur U } [ UJ1, 400l et continue & gauche en chaque nombre de la forme 5, p € N*.

LI
N p+1p

http ://www.maths-france.fr 3 ©) Jean-Louis Rouget, 2023. Tous droits réservés.



CAPESA 2023 - ISE option maths - Mathématiques 2 - Corrigé

1+ y
|
553 2 1
1 1
Etudions la continuité en 0 (a droite). Pour tout x > 0, 0 < f(x) = x*E (—) < x? x — = x. Le théoréme des gendarmes
X x
permet d’affirmer que  lim f(x) = 0 = f(0). Donc la fonction f est continue en 0 (& droite).

x—0, x>0

Etudions la continuité en 1 (& droite). f(1) =1 et 11im : f(x) = 0 # f(1). Dong, la fonction f n’est pas continue & droite
x—1, x>

en 1 et en particulier, la fonction f n’est pas continue en 1.

1 1 1 1 1 1
Soit p > 2. Etudions la continuité en — a droite. f (5) = ]? Xp = 5 D’autre part, pour x > 5 et proche de ];,
1
1_3 <x< ﬁ pusp—1< ™ < p et donc f(x) = (p — 1)x%. On en déduit que

) p—1 1 1 <1 >
lim f(x) = =———=#f|l-]).
p? P

1 1 2
X5 Xx>4 P P

1 1
La fonction f n’est pas continue a droite en 5 et en particulier, le fonction f n’est pas continue en —.

En résumé, f est définie sur [0, +ool, continue sur {0} U (] o
p+1lp

] l D U]T, +ool, discontinue en chaque l, p € N*, mais
continue a gauche en chacun de ces points. P

1
p+1'p

particulier, f n’est pas dérivable en chaque nombre de la forme —, p € N*.
P

1
2. f est dérivable sur G D UJT,+ool. f n’est pas continue en chaque nombre de la forme —, p € N* et en

x—0
1—x<xE(:—():M<1.

f(x) —f(0 1 1 1 1
Il reste & analyser la dérivabilité en 0. Pour x > 0, M =xE ()—() Ensuite, o 1<E (;) < " puis

x—0
Les membres extrémes de cet encadrement tendent vers 1. Le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que
. f(x) —f(0)
lim ———
x—1 x—0
3.

= 1. Par suite, la fonction f est dérivable en 0 et f/(0) = 1.

1 1 312 31!
f(x) dx :J 2x? dx—i—J x?dx =2 [?] + {?}
1 1

2

1,12
3 8 27

w|—=

1
3

[

1 7 1
J f(x) dx:J] f(x) dx—i—J1
3 2
1 11 1
5 (2(z=5) (-3
_216+27—16 227
T 3x216 648

—
|
|
~—
~—
\
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Exercice 4

1
1. Les matrices I, et —I;; sont des matrices orthogonales mais la matrice 7 (In 4+ (—1)) = 0 n’est pas une matrice

orthogonale. Donc, O, (R) n’est pas un convexe de ., (R).
2.Sin=1,D;(R) = .#;(R) est un convexe de .#(R). Dorénavant, n > 2.

On note E; > la matrice élémentaire possédant un 1 ligne 1, colonne 2, et des 0 partout ailleurs.
Soient A = diag(1,2,3,...,n)+E1, et B =diag(—1,—2,—-3,...,—m)+E 2. A et B sont des matrices triangulaires dont le
polynome caractéristique est scindé sur R a racines simples. Donc, les matrices A et B sont diagonalisables dans .#}, (R).

1 1
D’autre part, = (A+B) = Ej 7. Le polyndme caractéristique de cette matrice est X™. Sila matrice 5 (A+B) est diagonalisable

dans ., (R), cette matrice est semblable & la matrice diag(0,...,0) = 0,, et donc égale & 0,, ce qui est faux. Donc, la

1
matrice 5 (A +B) n’est pas diagonalisable dans .#;, (R). On en déduit que sin > 2, D, (R) n’est pas un convexe de .#;, (R).

3. Soient A = (ai‘j)1<i,j<n et B= (bivj)lgi,jgn deux éléments de ., (R). Soit A € [0, 1].
Alors, (1 =A)A+AB = ((1 —A)ay,; +Abyj)

1<i,jsn”
D’abord, pour tout (i,j) € [1,n]?, (1 — A)aij +Abs; = 0. Soit alors i € [1,n].
n n n

(1=Nai; +Abis) =(1=A) D aij+A) bij=1-A+A=1
- =1 =1

1

-

On a montré que V(A,B) € (SH(R))Z, YA € [0,1], (1 —A)A +AB € S (R). Donc, S, (R) est un convexe de .#,, (R).

4. En développant suivant la premiére colonne, on obtient pour tout A € C,

1 1 1

AR I 3

1 3 3

Xm(A) = det ( 3) y 7\+8 S
1 3 3
7 g T3

Donc, Sp(M) = <0, %,1).

(Autre solution. Les deux derniéres lignes sont égales et donc O est valeur propre de M. La somme des coefficients de
1
chaque ligne est égale & 1 et donc 1 est valeur propre de M et U = 1 est un vecteur propre associé. La derniére

1
. 5 1
valeur propre A est fournie par la trace de M : 0+ 1+ A = = et donc A = -).

4 4
Puisque xam est scindé sur R & racines simples, on sait que les sous-espaces propres de M sont des droites vectorielles.
0
e En profitant du fait que les deux derniéres colonnes de M sont égales, Uy = 1 est un vecteur propre associé a la
—1
valeur propre 0 puis Eo(M) = Vect (U;).
1
e La somme des coefficients de chaque ligne de M est égale a 1. Donc, U, = 1 est un vecteur propre associé a la
1

valeur propre 1 puis E1(M) = Vect (Uy).
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e Soit X=1 y € M3,1(R).

lx+l —1—12—0
AXT YT T

1 1 1 3 x+y+z=0 z=—Xx—Y
(M—Zlg)X:O(:) Zx+gy+gz:0 & x+y+3z2=0 &8¢ 2x+y+3(—x—y)=0
i 3 ] 2x+3y+z=20 2x+3y+(—x—y)=0
ZX"‘gy'f'gZ:O
<:>{ xf—Zy
z=Yy
-2
Donc, E%(M) = Vect (Uz) ou Uz = 1
] n
5. Soit A € Sy (R). Soit U = . | . Puisque pourtoutiE[[],nﬂ,Zai‘j:1,0naAU=U. Puisque U # 0, 1 est valeur
1 =1

propre de A et U est un vecteur propre associé.

Ainsi, toute matrice stochastique admet 1 pour valeur propre.
Exercice 5

1. Soit A € ., (R) une matrice nilpotente. Soit p € N* tel que AP = 0;,. Puisque les matrices I, et A commutent,

(In—A) (In +A+ A2+ +AP ) =1, —AP =1, = (I + A+ A? + ...+ AP ) (I, — A).
p—1
Donc, la matrice I, — A est inversible et (I, — A)fl = Z Ak
k=0

2. Soit A € ., (R) une matrice nilpotente. Soit p € N* tel que AP = 0,,. Soit A une valeur propre de A dans C puis
X € M ,1(C) un vecteur propre associé. Par récurrence, pour tout k € N*; AKX = AkX puis

0 =APX =APX.
Puisque X # 0, on en déduit que AP =0 puis A = 0. On a donc Spg(A) = (0,...,0) ou encore xa = (—X)™.
n
3. Mais alors, on sait que pour tout k € N*, Sp¢ (Ak) = (0%,...,0%) =(0,...,0).
n n

Autre solution. Pour tout k € N*, (Ak)p = (Ap)k = 0,,. Donc, pour tout k € N*, la matrice A¥ est nilpotente puis toutes
ses valeurs propres sont nulles.

Enfin, la trace d’une matrice est égale a la somme de ses valeurs propres, chacune comptée un nombre de fois égal & son
ordre de multiplicité. Donc, pour tout k € N*, Tr (Ak) =nx0=0.

3 9 =9 3 9 =9 0 0 0
4.A=12 0 0 2 0 0 =| 6 18 —18 |. Ensuite,
3 3 3 3 3 3 6 18 —18
0 0 0 3 9 =9 0 0O
AS=A?xA=| 6 18 —18 2 0 0 =10 0 0 | =03
6 18 —18 3 3 3 0 0 0

puis, pour tout n >4, A" = A"3 x A3 =0,.
5. det(A +B) = det (A (In + A"'B)) = det(A) x det (In + A 'B) = det(A) x xa-15(-—1).
Ensuite, AB = BA fournit A=TABA~! = A~"TBAA~! puis BA~' = A~ 'B. Donc, les matrices A~ et B commutent.
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Soit p € N* tel que BP = 0,,. Puisque les matrices A~" et B commutent, (A*1 B)p = A"PBP = 0,,. Donc, la matrice A~'B
est nilpotente. Mais alors, d’aprés la question 2, x4 15 = (—X)™ puis xa—1g(—1) = (—(-1))" = 1.

Finalement, det(A + B) = det(A) x xa—1g(—1) = det(A).
Exercice 6

1. Dans ce corrigé, on notera ‘A la transposée de A. Soient (A7,A2,B) € (///n(R))z et (A1,A2) € R2. Par linéarité de la
trace et de la transposition,

@ (MA7] +22A2,B) = Tr (* (A A1 +A2A2) B) = Tr (A1'A1B + A" A;B) = Ay Tr (*A1B) + A, Tr (*A2B)
:A](P (AlaB) +A2(p (AZ)B) .

De méme, pour tout (A, Bq,B2) € (#n(R))” et (M,A2) € R?, @ (A, A1B1 +A2B2) = A1 (A, B1) + A0 (A, By).

Ainsi, @ est une forme bilinéaire sur .#>(R).

2. On sait que pour tout (A,B) € (#n(R))%, @(A,B) = Tr(*AB) = Tr(* (*tAB)) = Tr (*BA) = ¢(B,A). Donc, @ est
symétrique.

Posons A = (ay,;) et B = (by;)

1<i,j<n 1<i,j<n

¢ (A,B)="Tr (tAB) = Z <Z ai,j X bi,j) = Z aijbij (%),

j=1 \i=1 1<i,j<n

et en particulier, @(A,A) = Z aiz‘j. On en déduit que pour tout A € .#,(R), (A,A) > 0 et de plus, @(A,A) =0
1<i,j<n
entraine V(i,j) € [1,n]?, ai]- =0 (réels positifs de somme nulle) puis A = 0.

Finalement, ¢ est une forme bilinéaire symétrique, définie positive sur .#, (R).

10 01 00 00 :
3.OnpOSGE1—<O 0>,E2—<O O),E3—<] O)etE4—(0 1 >pu1893—(E],E2,E3,E4).
Tsii=]j

Osiij

D’apreés la formule (x), pour tout (i,j)[1,4]%, @ (E,Ej) =81 = {

—

Par suite, Matg(¢ o) (Ei’Ej))1<i,)‘<4 = (6ivj)1<i,i<4 =14.

4. N = . N est symétrique réelle et donc N est diagonalisable dans .#4(R) d’aprés le théoréme spectral.

0| = 00| = K| =N =
0| = 0of = N = K| —
Al NI—= 00—l = = —

N| — | = 00| = 00| —

La somme des coefficients de chaque ligne est égale & 1. Done, 1 est valeur propre de N (et U = est un vecteur

_— o

propre associé).

1
La matrice N — -I4 =

) est de rang 2 car rg(N) =rg(Cy,Cz,C3,Csq) =1g(Cy,C3) =2 (en notant Cy,

ol = ool = A= N —
o — ool = A=A —

Al — A — 00| =00 —
A= A= 0o — 00| —

1
Cz, C3 et Cy4 les colonnes de la matrice N — 114).
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1 1
D’aprés le théoréme du rang, Ker (A — ZI3> est de dimension 4 — 2 = 2 puis 1 est valeur propre d’ordre de multiplicité
2 car A est diagonalisable.

Il manque une derniére valeur propre A qui est fournie par la trace de N :

1 1 1

1
is A= =.
puis 7

111
Finalement, la matrice N est semblable & la matrice D = diag (1, yRR §>

http ://www.maths-france.fr 7 © Jean-Louis Rouget, 2023. Tous droits réservés.



