SESSION 2024
CAPES EXTERNE

MATHEMATIQUES 1

Probléme n°1 : VRAI-FAUX

Proportionnalité

1. FAUX. Soit m un réel différent de —1. = 1—_&——3111 Sl-m2=-24m2=25m=>5o0um=—5. Il existe

donc deux valeurs distinctes de m telles que le tableau proposé soit un tableau de proportionnalité.

2. FAUX. Soit c le coiit initial et ¢’ le cotit final. ¢/ = (1 —0,28)(1 4+ 0,55)c = 0,72 x 1,55 = 1,116¢c. L’augmentation est
/

1—

3

¢’ —c =0,116c. Le pourcentage d’augmentation est < x 100 = 11,6. Au total, le colit subit une augmentation de 11, 6%.
c

/

3. FAUX. Notons t (resp. 1’) le rayon du disque avant (resp. aprés) augmentation. Donc T? =1,22. Notons A (resp. A')

Paire du disque avant (resp. aprés) augmentation.

A/ .r/Z

== (1,22)% =1,4884.

L’aire du disque augmente donc de 48, 84%.
Analyse

4. FAUX. Pour tout réel t de [0, 1], 2 <t puis —t2 >t puis et > et par croissance de la fonction exponentielle sur
R. Mais alors, par croissance de I'intégration,

1 1
= [ e as | etase oL
0 0 e

1
Plus précisément, F(1) — (1 — E) = J (e_tz — e_t) dt est l'intégrale d’une fonction continue, positive et non nulle.
0

1 1
Done, F(1)— (1 — E) > 0 puis F(1) > 1— s (des considérations graphiques montrent aussi que l'inégalité est une inégalité

stricte).
. 1 2 X\ 2 1] 2 \ R TUT
5. VRAL Soit t > 1. Pour tout x € [1, ], 2 = (¥) > 1 puis X In(x) > In(x) aprés multiplication des deux membres
At t
de 'inégalité par le réel positif In(x). Mais alors t(z) > J In(x) dx.
1
t t t
Une intégration par parties fournit : J In(x) dx = [x ln(x)]:—J X X " dx = tln(t)—J 1dt =tln(t)—t+1 =t(In(t)—1)+1.
1 1 1
Donc,
Alt
vt> 1, % >t(ln(t)—1) +1.
Puisque lim_t(In(t) —1)+1 =+ deduit que lim D ¢
uisque lim t(ln = +o0, on en déduit que lim —5= = +oo

6. FAUX. La bonne définition est : lim u, = 400 & VA € R, Ing € N/ Vn € N, (n>ng = u, > A). On note

n—-+oo
qu’aucune suite réelle ne vérifie 'assertion de I’énoncé car il n’est pas possible que pour n supérieur ou égal a un certain

TNy, Wy Soit supérieur ou égal & tous les réels A.

Arithmétique

7. FAUX. % =0,272727272727 ...

8. FAUX. v/2 est un nombre irrationnel mais v2 x v/2 = 2 est un nombre irrationnel.

9. FAUX. La contraposée de 'implication « n? pair = n pair » est « n impair = n? impair ».
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10. FAUX. La somme des chiffres en base 10 de I'entier naturel 3 est divisible par 3 mais l’entier naturel 3 n’est pas
divisible par 9.

11. FAUX. Soient n =4, a=2et b=0.2a =4 et 2b =0 puis 4 = 0 [4]. Mais 2 # 0 [4].

12. FAUX. Si n = 2, la somme des deux premiers entiers impairs est 4. Mais le carré de 2 x 2+ 1 est 25. (Pour n > 1, la
n
14+2n—1
somme des des N premiers entiers impairs est Z(Zk —-1)= (—f—nf)n =n?).
k=1
13. VRAI Soit n un entier naturel. Sim £ 0 [5], alorsn = 1[5l oun = —1 [5] ou n = 2 [5] ou n = —2 [5]. Mais alors,
nZ=1[5 oun?=-1[5].

Supposons que ni b, ni ¢, ne soient divisibles par 5, alors modulo 5, b +c? est congru a —2, 0 ou 2. Si b? + ¢? est congru

a —2 ou 2, alors a? # b? +c? car a? n’est pas congru & —2 ou a 2 modulo 5. Il ne reste que a? = 0 [5] ce qui n’est possible

que si a = 0 [5]. En résumé, si b et ¢ ne sont pas divisibles par 5, alors a est nécessairement divisible par 5. Et sinon, b
ou c est un entier divisible par 5.

Géométrie

14. VRAI Notons 0, 20 et 30 les mesures en degré des angles d’un certain triangle. Alors, 6 + 20+ 30 = 180 puis 66 = 180
puis 8 = 30. Mais alors, les angles de ce triangle ont des mesures de 30°, 60° et 90°. Ce triangle est donc un triangle
rectangle.

15. VRAL On oriente le plan de sorte que B = r(D) et E =1(C) ot T =T 7 est la rotation de centre A et d’angle g

Puisque 1 est une ismométrie,
BE =r(D)r(C) =DC.

16. VRAL Un vecteur directeur de D (resp. D’) est le vecteur U de coordonnées (1,—1,—2) (resp. (1,—1,-=5)). Ces vecteurs
ne sont pas colinéaires et donc D et D’ ne sont pas paralléles. Par suite, D et D’ sont sécantes ou non coplanaires.

Soient M(1+t,3—1t,5—2t) un point de D et M’ = (1 +u,2 —u,—5u— 1) un point de D’ ou t et u sont deux réels.

T+t=T+u Wt Lt
— / =3 _ - -
M=Mie o= (:){6—2‘(:—5’(—1 ‘:’{tz—z

Le point de coordonnées (—1,5,9), obtenu pour t = —2, est un point commun a D et D’. Donc, les droites D et D’ sont
sécantes et en particulier coplanaires.

17. VRAL Soit ax + by + cz+ d = 0 une équation du plan (ABG) ou a, b, ¢ et d sont quatre réels non tous nuls. Le
point A(1,0,0) est dans ce plan et donc a + d = 0 puis d = —a. Le point B(1,1,0) et dans ce plan et donc a+b+d =0
puis b = 0. Le point G(0,1,1) est dans ce plan et donc b+ ¢+ d =0 puis ¢c = —d = a. En prenant a = 1, on obtient une
équation du plan (ABG) : x +z—1=0.

Ensuite, xx +zx — 1 =9—8 — 1 =0 et donc le point K appartient au plan (ABG).
Dénombrement. Probabilités

18. VRAL Notons &, (resp. Z,) 'ensemble des parties de E qui contiennent a (resp. qui ne contiennent pas a).

Soient ® : £, — Pq et ¥V P, o P, . O etV sont deux applications vérifiant ® o @ = ld— et
A = A\{a} A — AU{a}

Yo® =1Idg,. On sait alors que @ est une bijection et en particulier, 2, et Z, ont le méme nombre d’éléments.

19. VRAI Un chemin du départ a 'arrivée s’identifie & un mot de 10 lettres constitués de 7 lettres D et 3 lettres H, D

signifiant déplacement d’une unité vers la droite et H signifiant déplacement d’une unité vers le haut. Il y a autant de tes
mots que de choix des emplacements des trois lettres H dans 10 positions & savoir

10 10x 9% 8
(3>_73><2 =5x3x8=120.

20. VRALI Notons X la variable égale au nombre d’appels téléphoniques regus par ’agence au cours d’une heure. X(Q) = N
k

A
puis, pour tout k € N, P(X = k) = Ue_)‘ ou A = E(X) = 8. La probabilité demandée est P(X > 3) si le mot « plus » signifie

supérieur ou égal.
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2
PX>3)=1-PX=0)—PX=1)—-P(X=2)=1— (1 +8+87> e 8=1-41e%=0,98...
83
Si le mot « plus » signifie strictement supérieur, la probabilité demandée est P(X > 3) =1 — (41 + z) e 8=0,957...

21. VRAI Supposons A et B indépendants.

P(ANB) =P(A)—P(ANB) =P(A) —P(A) x P(B) = P(A)(1 —P(B)) = P(A) x P (B).

Donc, A et B sont indépendants. En appliquant ce résultats aux événenlents_g et A, on obtient le fait que B et A sont
indépendants. Ainsi, si A et B sont deux événements indépendants, alors A et B sont aussi deux événements indépendants.

En appliquant ce résultat aux événements A et B, on obtient la réciproque de I'implication précédente et donc ’équivalence
des deux affirmations.

22. VRAL On note Q 'ensemble .7, des permutations de [1,n] de sorte que card(Q) = n!. Une coincidence d’une répar-
tition donnée des boules dans les urnes s’identifie & un point fixe de la permutation correspondante. On note X la variable
aléatoire égale aux nombres de points fixes d’une permutation donnée : Vo € %, X(0) = card{k € [0,n]/ o(k) = k}.

1sio(k) =

0 sinon

k n
. Alors, X = Z Xy puis,

Pour k € [[0,n], notons Xy la variable aléatoire définie par : Vo € ./, Xi(0) = {
k=0

par linéarité de ’espérance,

E(X) =) E(X¢)=nE(X),
k=0

les variables Xk, 0 < k < n, ayant bien siir méme loi. Ensuite, une permutation fixant 1 s’identifie & une permutation de

-1 1
[2,n]. lyena (n—1)! et donc P(X3 =1) = Sll) = Ainsi, Xy suit la loi de BERNOULLI de paramétre - et on

n!
1
sait que E (X7) = = Finalement,

E(X):nxl:L
n

Algorithmique

23. VRAI On suppose avoir établi ’existence et 'unicité d’une solution xo de I’équation dans [0, 2].

On entre a = 0 et b = 2. Tant que b — a > 0,001, on partage 'intervalle [a,b] en deux demi-intervalles et on garde
celui des deux intervalles qui contient la racine car, si f(a)f(m) < 0, xo € [a,m] et si f(a)f(m) > 0, xo € [m, b]. Dés que
b —a < 0,001, le programme s’arréte et renvoie a et b. a et b sont deux valeurs telles que a < xo < b et b—a < 0,001.

Probléme n° 2 : quelques modéles de dynamique d’une population

Le modeéle logistique discret

Lecas 0<a<.

1. fq est un trinéme du second degré s’annulant en 0 et 1 et de coeflicient dominant —a < 0. Son tableau de variation est

x |0 1

fl +

o [Ni=
|

a/4

fo 0/ \0
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2. Par suite, pour tout x € [0,1], 0 < fo(x) < -~ < - < 1.

IS
Iy

Montrons par récurrence que pour tout n € N, v, € [0, 1].

e [’affirmation est vraie quand n = 0.

e Soit n > 0. Supposons v, € [0,1]. Alors, v 1 = f(vn) € [0, 1].
On a montré par récurrence que pour tout n € N, v, € [0, 1].

3. Si la suite (v ), oy converge vers un certain réel ¢, alors, puisque pour tout n € N, 0 < v, <1, quand n tend vers +oo,
on obtient 0 <€ < 1.

Puisque f, est continue sur [0, 1] et en particulier en ¢,

n—-+oo n—-+4oo n—-+oo

{= lim vno1= lim fq(vn) —fa< lim vn) =Tfq(0).

4. Soit x € [0, 1].

1 1
fa(x):x(:)axﬂ—x):x(:)ax(]—x—a) :0(:)x:00ux:1—a.

1 1 1 1
Deplus,sia< 1, — > 1puis 1 — 1 > 1 et en particulier, 1 — — ¢ [0,1]. Sia=1,1— = 0. Dans tous les cas, I’équation

fa(x) = x admet une solution et une seule dans [0, 1] & savoir 0.
5. Pour x € [0,1], ga(x) = ax (1 — % —x). Pour x € [0,1], ax > 0 et 1 — ]E —x < 0. Dongc, gq(x) <0.

6. Pour tout n € N, vj; 11 — vy = gq (V). Puisque pour tout n € N, v,, € [0,1], la question précédente montre que pour
tout n € N, vy 1 — vy < 0. La suite (vn), ¢ est donc décroissante.

7. Lasuite (vn),y est décroissante et minorée par 0. Donc, la suite (vn), oy converge. De plus, d’aprés les questions 3.

et 4., lim vy =0.
n—-+oo

8. Ainsi, la taille de la population décroit et la population se dirige vers I’extinction.

5
L =2.
e cas a bl

9. Soit x € [0, 1].

5 5 2 3 3
f(x)_x<:>§x(1—x)_x<:>§x<1—x—5) —O<:>x<g—x) —O<:>x—00ux—g.

3
La fonction f admet exactement deux points fixes dans [0, 1], a savoir 0 et 5

10. Donnons les 5 premiéres valeurs de la suite (vy,) dans un tableau, en arrondissant & 1073 :

neN

n| o 1 2 3 4
va | 0,5 | 0,625 | 0,586 | 0,607 | 0,597

11. Algorithme.

V=0

Pour k allant de 1 4 10
V25V (1-V)

Afficher V

On obtient vip = a 1073 prés
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12. Graphique.

0,71

0, 6-

Vo 0,7

13. Pour tout réel x de [0, 1],

fof(x)= gf(x)ﬂ —f(x)) = 24—5x(1 —x) <1 — gxﬂ —x)) = %xﬂ —x) (5x2 —5x+2)

puis

h(x) = %xm —x) (5x2 —5x +2) —x = g (25(1 —x) (=5x* +5x +2) — 8) = —g (125x3 — 125x2 + 75x — 42)
x(5x — 3) (25x% — 35x + 14)

8

14. Les points fixes de f o f sont les solutions de 1’équation h(x) = 0. Le discriminant du trinéme 25X% — 35X + 14 est
A =352 —4x25x 14 =1225—1400 = —175 < 0. Ce trinéme n’a pas de racine réelle et donc les points fixes de f o f sont

3
0 et 5 D’aprés la question 9., f et f o f ont les mémes points fixes, a savoir 0 et 5

15. Le trinéme P : x — 25x? — 35x + 14 ne s’annule pas sur R et est donc du signe de P(0) = 14. Par suite, le trinéme
x = 25%% — 35% + 14 est strictement positif sur R. Le signe de la fonction h est donc le signe de —x(5x —3). On en déduit

. . . 37 . o 3 , 3
que la fonction h est strictement positive sur |0, 5| strictement négative sur 5 1| et s’annule en O et 5

16. Pour tout n € N, voy o =1 (vong1) =fof (van).

1 2 2 2
Vo =3 € [5’ %} et si pourn > 0, v, € {5’ %] ,alors voni2 = fof(van) € {5’ %] d’aprés le résultat admis par ’énoncé.

3
On a montré par récurrence que, pour tout n € N, vy, € [5’ 5] .

é] et d’aprés la

Pour tout n € N, vy(ni1) —Vvan = fof(van) —von = h(van) et donc vy(mi1) —Vvan = 0 car von € {5’ 5

question précédente. Ainsi, pour tout n € N, vy (1) = Von. La suite (van ), oy est croissante.

. : . 3 . . :
17. La suite (Vzn)neN est croissante et majorée par 5 Donc, la suite (Vzn)neN converge vers un certain réel { qui est un

quand n

[S21 S

3 2
point fixe de fo f. £ € {0, 5} d’aprés la question 14. De plus, pour tout n € N, vy, > 5 ce qui fournit £ >

tend vers +o0. Finalement, { = =
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3
18. Pour tout n € N, vo, 41 = f (von). Par continuité de f en £ = 5 la suite (Vany1), ¢y converge et de plus,

. . 3
JHm vonr = ngrilmf(VZn) =f(l) = 5

. - .3 .
Les deux suites (Van),ey €t (Vani1),cn convergent et ont méme limite, & savoir 5 Donc, la suite (vn), oy converge et

6
19. La taille de la population a long terme se stabilisera autour de 5 de la population initiale (c’est-a-dire une augmentation

de 20% de cette population initiale), en oscillant légérement autour de cette valeur limite.

Le modéle logistique continu
20. a) Pour tout réel z € R\ {0, M},

o1 Mezdz 111
zM—-2) M~ zM—-z) Mz M M-z
Puisque pour tout t € [0, 400, 0 < y(t) < M,
y'(t) T oy 1 y'(t)

Vt >0, y'(t) = ay(t)(M —y(t)) & Vt > 0, —a=0&8Vt>0,— x —a=0.

YOM—y(1)) My M M-y

b) Puisque les fonctions y et M —y sont strictement positives sur [0, 4+o00[, une primitive de la fonction 1 sur [0, +o00[ est

la fonction ¥ : t— ]ﬂ In(y(t)) — ]ﬂ In(M —y(t)) — at.

1 t
21. Par suite, il existe un réel C tel que, pour tout t > 0, M In <%\j(t)) — at = C. Ensuite,

Vvt > 0, l1n<&)—at_c;»\7t>o, h{ﬂ) — aMt + MC

M AM—y(t) M —y(t)
t
=>Vt>0, My_(ilj(t) = eMC x Mt 2 vt >0, y(t) = eMC x MM —y(t))
MeMC X eaMt
= Y20yl = e et
) MceaMt . MC
Donc, pour tout réel t > 0, y(t) = 17 ceaMt ouic=e >0
MceaMt MceaMt

22. Puisque M >0 et ¢ > 0, y(t) =M

T T+ cetMt th00  ceaMt
23. A l'aide, la taille de la population se stabilisera légérement en dessous de la valeur M.

Un modéle prédateurs-proies discret

24. a) Soit n € N. < et )=<X“_°‘y“ ) =< ! _“)=A< n )
Yn+1 Yn + XXn x 1 Yn

b) Montrons par récurrence que pour tout n € N, ( n ) =A" ( ;0 )
n 0

e Puisque A® = I, 'égalité est vraie quand n = 0.

e Soit 1 > 0. Supposons que ( Xn ) =A" ( ;(O > Alors,
0

n

<Xn+1 )_A<X“>_A><A“<XO>_A“+1<Xo).
Yn+1 Yn Yo Yo

On a montré par récurrence que pour tout n € N, ( ;n ) =A" ( :0 ) .
n 0
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25. a) Le polynome caractéristique de A est

XA = X2 — (Tr(A)X +det(A) = X2 —2X+1a? = (X —1)? — (ix)?> = (X =T —ia)(X — 1 + ix).

La matrice A admet donc deux valeurs propres simples, non réelles et conjuguées : A =1+1ix et p=1—1ix.

b) A =1+ &? ( % +1 x ) Puisque « > 0, A admet un argument dans }O, E[ : le réel 6 = Arctan(x) (ou
ViHo?2  V1+a2 2
aussi Arcsin | —— ). On peut alors écrire

V1+ a2
A=re® our=+v1+0a2et 8 =Arctan(x) et u=re 0.

26. Le polynéme caractéristique de la matrice A est a racines simples dans C et donc A est diagonalisable dans M (C).
Par suite, il existe P € GL,(C) telle que A = P diag(A, u) P~'.

-1 1

AC1—<OC 1 )(—i>_< a—i >_<—i(1+ioc))_(]+1“)C1—7\C1

puis, en conjuguant, AC, = ACy; = uC,. La matrice P proposée par ’énoncé convient.

1 /1 —1 1/1 i
Y . —1 _ _ !
det(P) = 2i et on sait alors que P! = 7 ( i ) =3 ( 1 i )

27. Notons C; et C, les deux colonnes de la matrice ( ]. ] )

28. Montrons par récurrence que pour tout n € N, A™ = P diag (A", u™) P,
e P diag (7\0, uo) P~ =PI,P~ ! =1, = A°. L’égalité est vraie quand n = 0.
e Soit n > 0. Supposons que A™ = P diag (A", u™) P~'. Alors,

AMT = A™ x A = P diag (A", u™) P! x P diag (A, n) P~" =P diag (A™, u™) diag (A, ) P!
=P diag (A", u™t") P
On a montré par récurrence que pour tout n € N, A™ = P diag (A™, u™) P!,

29. Soit n € N.

B 1 1 1 reind 0 1 1
n_ . n . n 1T _ i
A™ = P diag (A", u") P —2<_i 1>< 0 Tneme)<] _i)
in@ —in® in® _i,—inod
T T e e
7 —irnein® {ypne—ind 1 —i o ein® _ o—ind - ein® 4 o—inb
) 2

" sin(n@®) ™ cos(nB)

wis (X Yo an( X0 ) ™ (cos(nB)xp — sin(nO)yo)
p Yyn / Yo / \ Tt (sin(nB)xo + cos(nb)yo) /°
30. Le tracé en spirale traduit le fait que quand la population de proies décroit (on va de droite a gauche sur le graphique),
la population de prédateurs finit par décroitre (par absence de nourriture). Mais alors, la population de proies finit par

recroitre (en raison du petit nombre de prédateurs) puis la population de prédateurs finit par recroitre (par abondance de
nourriture).

31. Pour n € N,

B ( 1™ cos(nO) —r"sin(nd) )
o 0

X2 4y =n ((cos(nG)xo — sin(n0)yo)? + (sin(n0)xo + cos(nG)yo)z) = (G +v3).

Puisque r = V1 + a2 > 0 et que x% + y% > 0, on en déduit que liIJIrl (X,z1 +yi) = 400. Si les suites (uy) et (vy) sont
n—-+0oo
toutes deux bornées, il en est de méme des suites (xn) et (yn), ce qui contredit hIJIrl (xfL —|—yi) = +4o00. Donc, une au
n—-+oo

moins des deux suites (U ) ou (v ) est non bornée.
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Il est peu crédible que 'une des deux populations puisse étre aussi grande que l'on veut, ne serait-ce que parce que le
territoire n’est pas infini. Donc, le modéle proposé ne semble pas pertinent pour des prévisions & long terme.
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