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FILIERE M

DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES.

Premiére partie

1)) Soit ¢ : An(R) — #n(R) . @ est un endomorphisme de .#y (R) dont le sous-espace des invariants est .7, (R).
A — tA
nn+1)

Donc %, (R) est un sous-espace vectoriel de ., (R). 1 (R) est de dimension 5

(Eii)1i<isn U (B + By i)1<icign.
2) e Reéflexivité. YM € 7, (R), VX € 44 1(R), *XMX < 'XMX et donc YM € 7, (R), M < M. Ceci montre que < est

reflexive.

e Transitivité. Soit (M, N,P) € (#(R))3. Si M < N et N < P alors VX € . 1(R), IXMX < 'XNX et IXNX < 'XPX.
Mais alors VX € 4 1(R), *XMX < *XPX et donc M < P.
Ainsi, V(M,N,P) € (Za(R))?, (M < Net N<P= M <P). Ceci montre que < est transitive.

e Antisymétrie. Soit (M,N) € .%,(R)%. Si M < N et N < M alors VX € .#, 1(R), 'XXMX < 'XNX et *XNX < 'XMX
ce qui fournit VX € 4 1(R), 'XAX =000 A=M—N.

La forme quadratique Qa est nulle. Donc sa partie polaire B est nulle puis sa matrice dans la base canonique A est nulle.
On en déduit que M = N.

Ainsi, V(M,N) € (Za(R))?, (M < Net N <M = M =N). Ceci montre que < est antisymétrique.

car une base de /1 (R) est

< est une relation d’ordre sur ., (R).

3)Soit A € S (R). Donc, d’aprés le théoréme spectral, les valeurs propres de A sont réelles et A est orthogonalement
semblable & une matrice diagonale.

Soit # = (ei)1<ign une base orthonormée de .#y 1(R) (pour le produit scalaire usuel de .#y 1(R)) contituée de vecteurs
propres de A puis (Ai)1<ign la famille des valeurs propres associées, la numérotation ayant été faite de telle sorte que
AM <A << A

n
Soit X € .4 ,1(R). Posons X = inei.
i=1

EXAX = (X, AX) <Z xlel,ZxJ?\ e1>
n
Z x? (car la base % est orthonormée).

Mais alors

XAX = ZAX an = An X2

i=1
n n
et de méme 'XAX =3 Aix{ =M1 ) xf =Ai[[X|%. En résumé
i=1 i=1
VX € M1 (R), A]IX]|2 < EXAX < An|IX]2.

Ainsi, pour tout vecteur colonne X tel que ||X|| =1, on a A7 £ *XAX < A, ce qui montre déja que 1?ensemble considéré
est borné et que A1 et A, sont respectivement un minorant et un majorant de cet ensemble.

De plus, si X = ey, alors | X|| =1 et 'XAX =2y et si X = ey, alors ||X]] =1 et *XAX = A,,. Ceci montre que A7 et Ay, sont
respectivement le minimum et le maximum de ’ensemble considéré.
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Min{*XAX, X € #n 1(R) et | X|| =1} = A1 et Max{*XAX, X € #n 1(R) et ||X]| = 1} = An,

ou A1 et A, sont respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre de A.

4) i) D’apres la question 3), [tXAX]; X ?Mn,1(R) et ||X]|| = 1 admet un maximum & savoir
Max {|'XAX|, X € #n 1(R) et ||X|| =1} = Max{|\ 1], An|} = Max{|A|, A € Sp(A)} = p(A).

Donc

VA € Zn(R), N(A) = p(A).

ii) @ N est une application de ., (R) dans R*.

e Soit A € 1 (R). Si N(A) =0 alors Sp(A) = {0} et donc A = 0 puisque A est diagonalisable.

e Soient A € ./, (R) et k € R. On sait que Sp(kA) = kSp(A). Par suite N(kA) = p(kA) = [k|p(A) = [KIN(A).
e Soit (A, B) € (% (R))%. Pour tout vecteur colonne X tel que ||[X|| =1, on a

[EX(A + B)X| = [FXAX + tXBX| < [tXAX| + [EXBX| < N(A) + N(B).

Le nombre N(A) + N(B) est donc un majorant de {|'X(A + B)X|/ X € R™, ||X]| = 1}. Puisque la borne supérieure est le
plus petit des majorants, on en déduit que N(A + B) < N(A) + N(B).

Finalement,

N est une norme sur %, (R).

iii) Soit (X,Y) € R™. Avec les notations de la question 3)

Ba(X,Y) = tXAY = (X, AY) <leel,Zy))\ eJ> —Z?\ XiVi.

Par suite,

n

BA(X,Y)] Z\A Ixilhyil < Zmuyl <

n
ZU% (d’aprés I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ)
i1

et donc [Ba (X, Y)[ < N(A)||X||]|Y].

VA € Zu(R), Y(X,Y) € (R™)?, [BA(X,Y)I < N(A)[X[[[Y]]

iv) D ?aprés iii), si ||X|| = ||[Y|| =1, [Ba (X, Y)|?N(A) avec égalité effectivement obtenue en prenant X et Y tous deux égaux
& un vecteur propre unitaire associé a la valeur propre A telle que |A| = p(A). Donc

N(A) = Max{[BA(X,Y)I/ (X,Y) € (R™)?, [[X] = [[Y]| =1}.
v) Soient k € N et A € .7, (R). On sait que si Sp(A) = (A1,...,An) alors Sp(A¥) = (Ak,... AK). Par suite,

N(A*) = Max{|A1]¥, ..., Anl¥) = (Max{|A{], ..., \)\nl})k par croissance de x — x* sur R™
= (N(A)~.

Vk € N, VA € 71 (R), N(AK) = (N(A))k.

vi) Soient r € Rt et A € ., (R).

N(A) KT &YX ER™, X =1=['XAX| <11 & VX eR™, [|X]| =1= —r < 'XAX < 1]
t t

X X
SVYXeR™\ {0}, —r < WAW T &YX eRY, —1|X]|? < 'XAX < 1||X|)?

S VX eRY, X(—1[)X < XAX < X(r[)X & —7l, < A <1l

vre R, VA € % (R), N(A) < 1& —1l,, <A <7l
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5) i) @ Soit M € M,,. Vérifions l'existence de Sup{||MX]|/ X € R™, || X]| = 1}.
lére solution. Soit X = (xi)1<ixn € R™ tel que ||X|| = 1. D’apreés l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ

n n

2
n n
IMX|[2=2 1D mapxs | < ((mis | (6] )= 2 miy
. g

i=1 j=1 i=1 j=1 1<i,jgn

Ainsi, {||MX]||/ X € R™, ||X]|| = 1} est une partie non vide et majorée de R et donc {|MX||/ X € R™, [|X|| = 1} admet une
borne supérieure dans R.

2éme solution. L’application R™ — R est continue sur R™ car composée de l'application X — MX qui est
X o [IMX|

continue sur R™ & valeurs dans R™ en tant qu’endomorphisme d’un espace de dimension finie et de 'application Y + ||Y||

qui est connue pour étre continue sur R™.

Cette application est donc bornée sur le compact K ={X € R™"/ ||X]|| = 1}. Ceci redémontre l’existence de Sup{||MX]|/ X €

R™, IX]} =1}

e N’ est donc une application de R™ dans R™.

e Si N’(A) = 0, pour tout vecteur unitaire X, on a AX = 0. En particulier, A s’annule sur une base orthonormée de R™
et on en déduit que A est nulle.

e VA € R, VA € M,,, N/(AA) = AIN’(A).

e Soit (A,B) € My. Pour tout X € R™ tel que || X]| =1,

(A +B)X]|| = [IAX + BX]|| < [IAX]| + [[BX]| < N"(A) + N'(B)

et donc N’(A +B) < N’(A) + N’(B).

N? est une norme sur M. I

Montrons enfin que pour toutes matrices M et N on a N/(MN) < N/(M)N’(N). Pour cela, on constate que VX € R™,
[IAX]| < N’(A)|IX]|. En effet, c’est clair pour X =0 et pour X # 0, par définition de N’,

X
JAX]| = HAWH IXI < NYAYIX.

Soit alors (M, N) € (M. Pour tout vecteur colonne X tel que ||X|| =1,
IABX| < N’(A)[|BX|| < N’(A)N'(B)[|X| = N’(A)N’(B),

et puisque N’(AB) est le plus petit des majorants de {||ABX||/ X € R™, ||X|| = 1}, on a montré que N’(AB) < N’'(A)N’(B).

V(M,N) € (M), N/(MN) < N/(M)N’(N).

ii) Soient M € M,, puis A = 'TMM.
o A =tM!*M)=*MM = A. Donc A est dans .7 (R).
e Soit X un élément de R™. *XAX = *XtMMX = {(MX)MX = ||[MX||? = 0. Donc A > 0.

YM € My, 'MM € % (R) et 'MM > 0.

Montrons que KerA = KerM. Soit X € R™.

X € KerM = MX =0 = *M(MX) =0 = AX = 0 = X € KerA,
X € KerA = tMMX = 0 = *X'MMX =0 = |[MX|2 =0 = MX =0 = X € KerM.

Donc KerA = KerM. D’aprés le théoréme du rang, on en déduit que rg(A) = rg(M).

VM € My, rg(*MM) = rg(M).

Soit X € R™ tel que ||X|| = 1.
[EXAX| = [P XtMMX| = |[MX]|?,

et par croissance et continuité de la fonction x — x? sur R*, on en déduit que N(A) = (N’(M))?2.

YM € M, N(*tMM) = (N/(M))2.
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6) Supposons que la suite (Ay) d’éléments de S, (R) converge vers une matrice A. Puisque %, (R) est un sous-espace
vectoriel de I’espace vectoriel de dimension finie My, %, (R) est un fermé de M,, (muni d’une norme quelconque). A est
donc un élément de %, (R).

Pour ceux qui n’ont pas encore les résultats de topologie, si on pose Ay = (aikj))]gi,jgn et A = (ai;j)i<i,jgn, alors pour
(i,3) € [1,n]?

R T | B (N
aij = lim a;3' = lim a;;7 =qj;.
’ k— +o0 ) k—+oo ) ’

Ceci redémontre que la matrice A est symétrique.

Supposons que la suite (Ay) d’éléments de S;, (R) soit croissante et converge vers A € % (R). Montrons que A majore la
suite (Ak)keN-
Puisque la suite (Ay)rxen est croissante, pour k fixé on a

Vvl e N, VX € R™, tXAkX < tXAk+1X

et quand 1 tend vers 400, on obtient VX € R™, *XA; X < *XAX (le passage & la limite quand 1 tend vers oo peut se
justifier, pour ceux qui ont déja les résultats de topologie, en constatant que I’application X — *XMX est continue sur R™
en tant que forme quadratique et pour ceux qui n’ont pas encore les résultats de topologie en explicitant *XAy 1X).

Réciproquement, supposons que la suite de matrices symétriques (Ay)ren Soit croissante et majorée par une matrice
M e . (R).

Pour X vecteur colonne fixé, la suite réelle (*XAxX)ken = (Qa, (X))ken est croissante et majorée. On en déduit que cette
suite converge dans R.

1 1
Mais alors pour X et Y vecteurs colonnes fixés, la suite réelle (Ba, (X,Y))xen = Z(QAk (X+Y))ken — Z(QAk (X—=Y))ken

converge. Si maintenant on note e; le i-éme vecteur de la base canonique de R™, pour tout couple (1,j) d’indices, la suite
Kk . . ) . .
(ag j) Jken = (YeiAxej)ken converge et finalement la suite (A )xen converge vers une matrice A, nécessairement symétrique

d’aprés la remarque initiale.

7) i) o Soit x un réel tel que |xr| < 1.

Pour tout entier naturel k, d’aprés la question 4)a), N(x*A¥) = [x|*N(A¥) = (|x|N(A))* = [xr|* qui est le terme général
d’une série géométrique convergente.

La série de terme général x*A¥ converge absolument et donc converge puisque M,, est complet en tant que R-espace
vectoriel de dimension finie.

e Réciproquement , si la série de terme général x*A¥, k € N, converge alors, pour tout vecteur colonne X, la série de terme
général x*A*X converge. En prenant en particulier pour X est un vecteur propre de A associé a une certaine valeur propre
(réelle) A, on obtient la convergence de la série géoémétrique de terme général x*A*, k € N. Donc VA € Sp(A), [Ax| < 1 et
en particulier [xr| < 1.

Vx € R, la série de terme général x*A¥, k € N, converge si et seulement si [xr| < 1.

ii) Sir =0, alors A =0 puis, pour tout réel x, SA(x) = L.

. . ) 1
Supposons dorénavant r > 0. La série de terme général x*A¥ converge si et seulement si x € } —, =
T'T

Pour un tel réel x, Sp(Sa(x)) = (1 —AiXx)1<ign (en posant SpA = (Ai)1<ign. Maintenant, pour tout A élément du spectre
de A, T—Ax>1—[Ax| > 1 —[rx| > 0. Donc Sp(Sa(x)) CJO,+ool et en particulier Sa (x) € ¥.Z(R).

L’application M — M(I,, — xA) est un endomorphisme de ’espace de dimension finie M, et est donc continu sur cet

11
espace (pour n’importe quelle norme). Par continuité de cette application, pour x € }—, - {,
r’r

P P
SA(x)(In —xA) = (PETOO Z XkAk> (In —xA) = DEI—POO ((Z XkAk> (In — xA))
k=0 k=0

= lim (I, —xPTTAPH) =1,
P +oo

X ]A ! tend vers la matrice nulle quand P tend vers +00 car x 1A L est le terme général d’une série convergente).
g g
Ainsi la matrice In — XA est inversible & gauche et donc inversible et de plus
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—1,1[\{0}
T

Par continuité et linéarité de la trace, on a pour x € }

+
8

“+00 n
Tr(Sa(x)) = Y xFTr(AK) = Z xk <Z A{‘)
i=1

k=0 k=0

|
.M;

+o0
< E xk?\}f) (somme de n séries convergentes)
k=0

i=1

I
M-

1

/ p—

T 1 1 PA(X)
X T

1 1 — Aix X i AL xPa (l)
X X

o
Il

n

Pi = 1
(puisque Pa = (—1)™ H(X — i), il est connu que =2 = Z
i=1

Pa X

i=1

1

P’ <_>

VXE]_lvl[\{O}aTT(SA(X)): " Ax
T

w()

D’autre part, Tr(Sa (0)) = Tr(In) =n.

iii) Soit Jn = (1)1<ij<n. Alors J2 =nJy, et comme A = (a —b)I,, + bJ,, on a
(A —(a—1b)I,))? =b?J2 =nbbJ, =nb(A — (a —b)I,),
et donc
A? —(2a+ (M —2)b)A+ (a—Db)(a+ (n—1)b)I,, =0.

ou encore en posant x =a—bet f =a+ (n—1)b,

A2 — (ot + B)A + apl, = 0.

Le polynéme P = X2 — (x + B)X + ap = (X — «)(X — B) est annulateur de A et on en déduit que Sp(A) C {«, B}. On note
alors que rg(A — ol ) = rg(bJ,,). Maintenant, la matrice A est symétrique réelle et donc est diagonalisable. On en déduit
que

ler cas. Si b = 0, alors A = al, puis Sp(A) = (a,...,a) et N(A) = |a| puis pour |x| <
1

:1—xa

1
— (ou +o0 si a = 0),
al ( )
Sa(x)

n-

2éme cas. Si b # 0, « est valeur propre d’ordre n — 1 et donc B est valeur propre d’ordre 1. N(A) = Max{|«, |B]} =
Max{|a — b|,]a+ (n — 1)b|}.

11
Soit x € ];, - [ sit>0et]—o00,400[sit=0.Pour calculer Sa(x), il faut déterminer (I, —xA)~'.

Soient y et z deux réels.

(In —xA)(yln +zA) =yl + (z — xy)A — xzA? =yl + (z — xy)A — xz((a + B)A — afly)
= (y— apxz)In + (—xy + z(1 —x(ec + B))A.

Par suite,

‘ 1 —aPx ’ ’ 1 1
y—apxz=1 |0 T—x(ec+B) B —x 0
(In*XA)(yIn‘FZA) = { —xy +Z(] —X((X+ ﬁ)) -0 <:>y = 1 —(XBX et z= ] _(XBX
—x 1 —x(ax+B) —x 1 —=x(a+B)
1T—x(x+B) X

SaY

T T =x(0+ B) + apxZ tET —x(a+ B) + xfx?
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Deuxiéme partie

8) i) et (ii) e Si A est symétrique positive (resp. définie positive), d’aprés le théoréme spectral, ses valeurs propres sont
réelles. Soit A une valeur propre de A et X # 0 un vecteur propre associé. Alors

EX(AX) = AtXX = A|[X] 12,

et donc A||X||? = 0 (resp. > 0). Puisque ||X||? > 0, on en déduit que A > 0 (resp. > 0). Donc si A est symétrique positive
(resp. définie positive), Sp(A) C [0, +ool (resp. |0, +o0).

e Réciproquement, si Sp(A) = (Ai)1<ign C [0, 4+00[™ (resp. 10, +00[™). On sait que A est orthogonalement semblable & une
matrice diagonale réelle & valeurs propres positives (resp. strictement positives). Soient P € Oy (R) et D = diag(Ai)1<ign €
D (R) (resp. D (R)) telles que A = PD'P. Pour Y vecteur colonne donné non nul,

n
YYDY = 3 Ay? >0 (resp. > 0)
i=1
et donc pour X vecteur colonne non nul donné
XAX = *XPD'PX = Y(*PX)D(*PX) > 0 (resp. > 0)

car 'P est inversible et donc X # 0 = 'PX # 0.
Donc si Sp(A) C [0, +ool (resp. 10, +00[), A est positive (resp. définie positive)

VA € 1 (R), (A e 7 (R) & Sp(A) C [0,+00[ et (A € L FT(R) & Sp(A) Cl0, 400l

9) (i) et (ii). D’apres 1.5) (ii), pour M élément de M, donné, la matrice A = *MM est dans .7, (R). De plus si M
est inversible, la matrice A 1’est aussi et donc ses valeurs propres sont positives et non nulles ou encore Sp(A) CJO, +ool .
Dans ce cas, A € T (R).

Réciproquement , soit A une matrice symétrique positive. D’apres 8), il existe P € O, (R) et D = diag(Ai)1<i<n € D (R)
telles que A = PD'P. Soit D’ = diag(v/Ai)1<i<n. Alors
A =PD'P =PD'?'P = {(D'*P)D'*P.

La matrice M = D’'P est une matrice carrée telle que A = *MM. Si de plus A est définie positive, 0 n’est pas valeur
propre de et donc A puis M sont inversibles.
En résumé

VA €My, (A€ ZFHR) & IME Mn/A=MMet (A€ .ZF(R) & IM € GL,(R)/ A = tMM.

10) i) Avec les notations des questions 8) et 9),
Tr(AA’) = Tr(MMM/M’) = Tr(MtM/M/tM)

La matrice MtM/M'*M est symétrique car {(MtM/M/tM) = {(*M)*TM/t (PM/)*M = MEM/M/TM.

De plus, d’aprés la question 9), la matrice M!M/M*M = *(M'*M)(M'*M) est positive. Ses valeurs propres sont des
réels positifs d’aprés la question 8). Sa trace étant la somme de ses valeurs propres, on a montré que Tr(AA’) est un réel
positif.

Si de plus A et A’ sont dans .+ (R), les matrices M et M’ sont inversibles et il en est de méme de la matrice M'*M.
D’aprés la question 9), les valeurs propres de de la matrice M'M/M/tM sont des réels strictement positifs et donc
Tr(AA’) > 0.

ii) Si det(A) = 0, puisque la matrice A’ est a valeurs propres réelles positives et que det(A’) est le produit de ces valeurs
propres, on a bien det(A) < det(A’).

Sinon det(A) > 0 et il existe M élément de GL,,(R) tel que A = tMM.

det(A) < det(A’) & det(A’A"T) > 1 & det(A'MTTM 1) > 1 & det(*MTA'M 1) > 1.
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Maintenant

A <A’ &YX eRY, {MXIMX = 'XPMMX < 'XA'X = Y MX)'MTTA'M T (MX)
SYY e RY, YYY <UYYPMTTA'MTTY (car M€ GL, (R) et done X — MX est une permutation de R™)
SYYeR"Y, YY(PMTTA/'MT —1,)Y >0
SMITAM T 1,205 Sp(*MTA'M™! —1,) C RT (car *MTA’'M ™! — I, est symétrique)
& Sp(*MTTA'MT) c [T, +o0l.
Le déterminant de la matrice ‘M ~TA’M~ est donc le produit de réels tous supérieurs & 1 et on en déduit que
det(*M~TA’M~T) > 1 puis que det(A) < det(A’).

iii) Si det(A) = 0, puisque A + A’ > A’ (car ¥X € R™, 'X(A + A )X = XAX + *XA'X > 'XA’X), alors d’aprés ii)
det(A + A’) > det(A’) = det(A) + det(A’).

Si det(A) > 0, on pose de nouveau A = *MM oit M est une matrice inversible.

det(A +A") = det(!MM + A’) = det(*M(I, + T MTTA'M~T)M)
= det(*M)det(M)det(In + *MTA'M ") = det(A)det (I, + ' MTTA'M ™).
En notant Ap,..., A, les valeurs propres de la matrice symétrique positive 'tM~TA’M ™! (car VX € R™, *X(*tMTA'M~ )X =
YMTTX)A'(M™X) > 0), on a

det(*"MTTA'M™ ) = (14 A1) ... (1 4+An)
>14+A . A =1+det(*MTTA'M ) =1 +det(M "M TA’) =1+ det(ATAY)

et donc, puisque det(A) > 0, det(A 4+ A’) = det(A)det(I, + M TA'M 1) > det(A)(1 +det(ATA")) = det(A) +det(A’).

Y(A,A') € (ZF(R))?, det(A + A’) > det(A) + det(A”).

n n
Cas d’égalité. Si det(A) > 0 (ou si det(A’) > 0), on a 'égalité si et seulement si HU +A) =1+ H?\i ou encore
i=1 i=1
si et seulement si tous les A; sont nuls (puisque les A; sont positifs). Les A; sont tous nuls si et seulement si la matrice
tM~TA’M ™! est nulle (car la matrice *M~'A’M ™ est symétrique réelle et donc diagonalisable) ou encore si et seulement
si A’ est nulle.
Si det(A) =0 et det(A’) =0, on a I’égalité si et seulement si det(A + A’) =0.

En résumé on a ’égalité si et seulement si I'une des deux matrices A ou A’ est nulle ou aucune des trois matrices A, A’
et A+ A’ n’est inversible.

11) La matrice C est symétrique car les matrices A et U le sont. On écrit alors A sous la forme A = PD'P ou P € Oy, (R)
et D = diag(}\ihgign (S DH(R) Pour X = (Xihgign S Rn,

n n
IXCX'= ) wigxixag = ) Uik <Z Pi,kMPk,j) =3 M| D uipoed) (pya)
k=1

1<ijsn 1<ijsn k=1 1<ijsn

mn
- Z AN
k=1

ot Yk = (pi,kXi)1<ign-

Maintenant, puisque les matrices A et U sont positives, tous les Ay et les 'Y UYy, k € [1,n], sont positifs et donc *XCX.
En résumé, pour tout vecteur colonne X, on a *XCX > 0 et donc la matrice C est symétrique positive.

Si de plus les matrices A et U sont définies positives, alors Vk € [1,1], Ax > 0 et, dans un premier temps, Vk € [1,n],
YUYy > 0. Donc

n
XCX=0& Z MUY, =0 & Yk € [1,n], 'YilUYx =0 & Vk € [1,1n], Y =0 (car la matrice U est définie)
k=1
<:>Vk€[[]vn]]’ V1€[[]vn]]a pi,kxizo (*)
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Mais la matrice P est inversible et donc pour chaque i € [[1,n], on peut choisir k € [1,n] tel que pi x # 0. Les conditions
(%) sont donc équivalentes a Vi € [1,n], x; = 0 ou encore & X = 0. On a montré que la matrice C est définie positive.

12) Existence. Soit k € N*. A est dans . (R). On écrit encore une fois A sous la forme A = PD'P o P € O, (R) et

D = diag(A;) € D; (R).

Soit A = diag (?\1/k)1<_< et B = PA'P. Alors A*¥ = D et donc BX = A. D’autre part, B est orthogonalement semblable
<ign

a une matrice diagonale & coefficients positifs et donc B € . (R).

Unicité. Soit M une matrice symétrique positive telle que M* = A.

Soit A une valeur propre (nécessairement réelle positive) de M. On sait que Ker(M — Al,) C Ker(A — A¥L,,). De plus,

I'application x — x* est une bijection de R* sur lui-méme et donc A # A’ = AKX £ A7k,

Mais M est diagonalisable et donc R™ = @ Ker(M — Al). On en déduit que VA € Sp(M), Ex(M) = E,x(A). Par
A€Sp(M)

suite, une base de vecteurs propres de A est encore une base de vecteurs propres de M ou encore la matrice *PMP est une

matrice diagonale positive. Puisque *PMP est de puissance k-éme égale a D, on en déduit que 'PMP = A et finalement
que M = B.

VA € ZF(R), Yk € N*, 1B € ./,F (R)/ A = B-.

13) Par récurrence, toutes les matrices My sont symétriques.

Montrons par récurrence que Vk € N, 0,, < My < I,

e Puisque My = 0n, 01, < My < [;.

e (Rappel : V(A,B) € (#n(R))?>, A< B & B—A > 0,.) Soit k € N. Supposons que 0, < My < I,. La matrice M% est
positive (par exemple MZ = *MMy) et donc

—_
u—

Mk+1:§(1 n—A+ME) > E(I n—A)=0n.

—_

Ensuite, I, — M1 = = (I + A — M2). Mais

2
Oh <M< => -1 My < I, = N(My) < 1 (d’apres la question 1.4)vi))
= N(Mi) < 1 (d’apres la question 1.4)v))

= -1 M < In.

_n<

—In <

1
z(InJrA—Mﬁ) > (In+A—-14) > 0n.

On a montré par récurrence que

Donc I,;, — Mg41 =

vk €N, On < My < I

Montrons par récurrence que Vk € N, My < My,1.
1
oMy = E(In_A) 2> 0 = Mo.

1
e Soit ke N. Mgy — My = z(MkH Mz)

Maintenant il est clair par récurrence que si *PAP = D ou D est diagonale et P est orthogonale, *PM;P est une matrice
diagonale Dy (positive). Donc

My < Myi1 = tPMkP tPMk+1P (car tXtPMkPX = t(PX)Mk(PX) 0)
= Dk < Dx41 = Dk Dk 41 (en analysant les valeurs propres par exemple)
= Mi < Mi g = Myt < Mysa.
On a montré par récurrence que Yk € N, My < My41.

Alnsi, la suite (My)xen est une suite croissante de matrices positives et majorée par I,,. D’aprés la question 1.6), la suite
(Mg )ken converge vers une matrice L symétrique positive et majorée par I,.

1
Par passage a la limite quand n tend vers +o00, on obtient L = Z(In —A+L%) etdonc (In—L)2 =AouenfinL =1, —VvVA

d’aprés la question 12) et puisque la matrice I, — L est positive.
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14) i) Soit M € M, telle que A = *MM. La matrice AB = "M(MB) a méme polyndéme caractéristique que la matrice
symétrique MB*M et a donc toutes ses valeurs propres dans R (et méme dans R™).

ii) Si A € .77 (R) alors VA € ZF*(R) et on peut écrire

M = VAVAB = VA(VABVAIVA .

La matrice M est donc semblable a la matrice vVABVA qui est symétrique réelle et donc diagonalisable. On en déduit que
la matrice M est diagonalisable.

http ://www.maths-france.fr 9 © Jean-Louis Rouget, 2010. Tous droits réservés.



