CONCOURS COMMUN 2009
DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve de Mathématiques
(spécifique MPSI)

Probléme 1.

I Etude d’une fonction
1. e f est dérivable sur R en vertu de théorémes généraux et pour tout réel x,
f/(x) = 3(1 — 2x2)e "

Pour tout réel x, f/(x) est du signe de 1—2x? et donc la fonction ' est strictement négative sur } {U] [

1 1 1
et strictement positive sur }——, — [ Par suite, f est strictement décroissante sur }—oo, ——} et sur [— [ et
V2 1\/Z V2 V2

strictement croissante sur [——

]|
- N

e lim xe * = lim — = 0 d’aprés un théoréme de croissances comparées et donc lim f(x) = —1. De méme
X— 400 x—+oo eX X— +00
lim f(x) = —1. La droite d’équation y = —1 est donc asymptote a C¢ en +00 et —

X— —00

e Tableau de variations de f.

T T
X —00 7—2 —2 +oo
f/(x) — 0 + 0 —
3
V2ye
\ 5

2. f est deux fois dérivable sur R et pour x € R
£7(x) = 3(—dx + (1 — 2x2)(—=2x))e™" = 3(4x3 — 6x)e " = 6x(2x* —3)e % .

f” s’annule en changeant de signe en 0 et donc le point de C¢ d’abscisse 0 est un point d’inflexion.
3. Une équation de la tangente a C¢ au point d’abscisse 0 est y = f’(0)x + f(0) ou encore y = 3x — 1. Puis, pour x € R,

2

f(x)— (3x—1) =3x(e ™ —1).

Pour x # 0, on a 3(6_X2 —1) < 0 et donc f(x) — (3x — 1) est du signe de x. On en déduit que Cy est strictement au-dessus
de sa tangente en 0 sur |0, +oo[ et strictement au-dessous sur ] — oo, 0[. On retrouve ainsi le fait que

le point (0, —1) est un point d’inflexion de Cs.

4. Graphe de f.




5. a) f est indéfiniment dérivable en 0 et en particulier, f admet un développement limité a tout ordre en 0, son dévelop-
pement de TAYLOR-YOUNG.

b) Quand x tend vers 0,

(7X2)2
2

f(x) =—1+43x <1 + (—x2) + >

4 3 3x° 5
+o(x*) ) =—=1T43x—3x>+ — 4+ 0o(x’).

5
fx) = ~143x =3+ o).

x— 2

IT Etude d’une équation différentielle
6. et 7. Soit I I'un des deux intervalles | — 0o, 0[ ou 0, +oo[. Sur I, ’équation (E,) s’écrit y’ + (—% + Zx) y = % — 2x.

n n
Comme les deux fonctions x — —— + 2x et x — — — 2x sont continues sur I, les solutions de (E,,) sur I constituent un

X X
R-espace affine de dimension 1 et de direction l’ensemble des solutions de I’équation homogéne associée notée (En n).

n
Soit f une fonction dérivable sur I. Pour x € I, posons a(x) = —— + 2x. Une primitive sur I de la fonction a, continue sur
X

I, est la fonction A : x — —nln x| + x2.

f solution de (En ) sur I & f' +af =0 & e/ +aef=0& (e?f) =0
SICeR/Wxel r¥f(x)=CeICeR/Vxel, f(x) = Ce A
SICER/ Ve f(x) =Ce"mX" & 3C e R/ Wx €1, f(x) = Clx|"e
& ICeR/Vx el f(x) = Cx"e * .

En notant .%» 11 'ensemble des solutions sur I de 'équation (En n), on a

S lh = {x — Cx“e_"z, Ce R}.

Comme la fonction x — —1 est solution de (E;,) sur I, on en déduit encore que

Fng = {x ——1+Cx"e X’ Ce R}.

8. Soit f une éventuelle solution de (E,,) sur R. Nécessairement, les restrictions de f & ] — 0o, 0[ et ]0, +ool[, sont solutions
de (E,) sur ces intervalles et f vérifie encore ’égalité (E,,) quand x = 0.

o n,—x? o
1+ Cix"e six <0 _{1+C1xnexzsix<0

Donc 3(Cy, C R2/V¥x €R, f(x) = —1six=0
onc 3(Cy,Cy) € R%/ Vx € R, f(x) six 14 Coxe* six >0

-1+ szne*"2 six >0
Réciproquement, une telle fonction est solution de (E,, ) sur ] — oo, 0[, sur ]0, 400l et, si elle est dérivable en 0, vérifie encore
Iégalité (E,,) pour x = 0. En résumé, une telle fonction est solution de (E;,) sur R si et seulement si elle est dérivable en 0.

ler cas. Supposons n > 2. Pour tout choix de C; et Cz, f(x) =, —1 + o(x). Dans ce cas, f admet un développement
X—

limité d’ordre 1 en 0 et est donc dérivable en 0. On en déduit que toute fonction du type () est solution de (E,,) sur R.
Il reste a étudier si les solutions obtenues sont de classe C! sur R.
f est de classe C' sur ] — oo, 0[ et sur [0, +ool. De plus, f/(0) = 0 (d’aprés le développement limité ci-dessus) et pour x < 0,
f/(x) = Cy(nx™ 1 — 2xn T )e*"z. Puisquen—12>1, lin}) f'(x) =0 = f(0) ce qui montre que f’ est continue & gauche en
X—
x<0
0 et donc que f est de classe C! sur R.

2éme cas. Supposons n = 1. On a f(x) = —1+ Cyx + o(x) et f(x) = oo —1+ Cax + o(x). Dong, f admet un

x— 0, x<0 x—0, x>
développement limité d’ordre 1 en O si et seulement si C; = C,. Dans ce cas, les solutions sur R, sont les fonctions de la

forme x — —1 + Cxe"‘z7 C € R. Toutes ces fonctions sont de classe C' sur R.

-1+ Cpc“e*"2 six <0
T4+ CoxMe ™ six =0

r={x——1 +CX€7XZ, CeRletVn>=2, Srr= {x»—> {
Dans les deux cas, les solutions obtenues sont de classe C' sur R.

, (C1,C2) € Rz}-




IIT Etude de deux suites

9.fn(0):f1<0etfn(1):zf1>O.

10. f,, est dérivable sur [0, +oo[ et pour x > 0, f/ (x) = 3(nx™~ 1 — 2x" ! )e’XZ =3x" T (n— sz)e”‘z. La fonction f]

m m
est, strictement positive sur ]O, 3 [ et strictement négative sur } 7 +oo[ et par suite, la fonction f,, est strictement

. n . . n
crolssante sur [O, 1/ 7 et strictement décroissante sur [1 / 7 +00 [

Ensuite, d’aprés un théoréme de croissances comparées, lim fq(x) = —1.
X— +00

. . . . /m . . /n .
Puisque la fonction f,, est strictement croissante sur [O, z} et strictement décroissante sur [ 7 +00 [, la fonction

s’annule au plus une fois dans chacun de ces deux intervalles.

Puisque f(0) x f,,(1) < 0 et que f,, est continue sur [0, 1], le théoréme des valeurs intermédiaires permet d’affirmer que
n n

la fonction f,, s’annule au moins une fois sur [0,1] C [O, —} (car n > 2) et donc exactement une fois sur [O, —| en

2 2
un certain réel u, vérifiant 0 < u, < 1.

De plus, f étant strictement croissante sur {O, 1/ %] ,ona fy ( E) > (1) > 0. Mais alors, fy, (1 / %) x lim fn(x) <0

2 xX— +o00

et f, s’annule aussi au moins une fois et donc exactement une fois sur z,—l—oo en un certain réel v, vérifiant

/mn
]< §<Vn.

En résumé, la fonction f,, s’annule exactement deux fois sur [0, +oo[ en deux réels u, et v, vérifiant u, <1 < vy,.

lim v, = +oo0.
n— +oo

1
12. a) Soit n > 2. fr(un) =0= 3u§e‘“121 —1=0=e " = S

11. Puisque Yn > 2, v, >

)

N

3 n+1
b) Soit 1= 2. fraq(Un) = 3ulle v — 1 = ;Jn 1 =un—1<0. Done Vn =2, frs1(un) < 0.
mn

¢) Ainsi, Vn > 2, friq(un) < fri1(uns1). Comme la fonction fr 47 est strictement croissante sur [0, 1], on en déduit que
Yn>2, un < Upii.

La suite (un)n>2 est strictement croissante.

d) Puisque la suite (un)n>2 est croissante et majorée par 1, la suite (Un)n>2 converge vers un certain réel {. Puisque de
plus Yn > 2, 0 < u,, < 1, par passage a la limite on obtient 0 < ¢ < 1.

13. a) Soit t > 0.
fat) =08 3the Y =1 Bt e ) =Inl &3 +nlnt—1t> =0 gn(t) =0.
b) Puisque ¥n > 2, u,, > 0, d’aprés a) on a ¥n > 2, In3 +nln(u,) —uZ = 0. Dans tous les cas, le membre de droite de

cette égalité tend vers 0 quand n tend vers +oo. Maintenant, si £ € [0, 1[, le membre de gauche de ’égalité tend vers —oo
que £ =0 ou ¢ €]0, 1[. Ceci est une contradiction et donc £ = 1.

Iim u, =1. I
n— +oo

¢) Puisque u, tend vers 1, wy, =u, — 1 tend vers 0. Mais alors

0=gn(un) =m3+nln(l+wy) —w2 = In3+nln(1+wy)+o(1)
mn— +00
In3 1 In3 1 In3
et donc In(1 +w,) = e + o0 (—) Comme In(1+wy) ~  wy et que e + 0 (—) ~ —n—, on en
n— +oo n n n— +oo n n n— +oo n
déduit que w,, ~ 7_1n3'
n— +o00 n



In3 In3 1
Wn ~ ——— Ouencoreu, = 1774—0 — .

n— +00 n n— +00

IV. Etude d’une courbe paramétrée.

14. a) e Variations conjointes de x et y.

201+ t)(1—1)
t

dérivable sur ]0, +oo[ et pour t > 0, y’(t) =1 —1t% = (1 —t)(1 +1t). Pour t > 0, x’(t) et y’(t) sont du signe de 1 —t et

donc les fonctions x’ et y’sont strictement positives sur ]0, 1[ et strictement négatives sur |1, +oo[. On en déduit que les

fonctions x et y sont strictement croissantes sur ]0, 1] et strictement décroissantes sur [1, +ool.

2
La fonction x est dérivable sur ]0,+oo[ et pour t > 0, x/(t) = T 2t = . De méme, la fonction y est

° %Er(l) x(t) = —o0, tlg%y(t) =0, tBTm x(t) = +oo et tllg})o y(t) = —oo.

b) Etude quand t tend vers 0. liII(l) x(t) = —o0 et liII(l)y(t) = 0. Donc la droite d’équation y = 0 est asymptote au
t— t—

t(vV3+t
support de la courbe M quand t tend vers 0. De plus, y(t) — 0 = y(t) = @(\/5 — t). Par suite, y(t) est du signe

de v/3 —t sur ]0, 400[. On en déduit que M(t) est strictement au-dessus de (Ox) quand t décrit ] — co, v/3[ et strictement
au-dessous quand t décrit ]v/3, +oo[. Enfin, M(t) appartient & (Ox) pour t = v/3 et de plus M(v/3) a pour coordonnées
(2In3 —3,0).

c) x'(1) =y’(1) =0 et donc le point M(1) est un point singulier. Effectuons un développement limité simultané des deux
fonctions x et y en 1. Pour cela, posons h =t — 1 ou encore t = 1 4 h de sorte que t tend vers 1 si et seulement si h tend
vers 0.

In3+2In(1+h)—(1+h)? ) ( —1+41n3 —2h? + o(h?) )

M(1+h)—< (]—}—h)f%U-l—h)s §7h2+o(h2)

—1+1n3 —~2+4o0(1) —2+o0(1)
h:o< 2 )*hz(—uom)—M“”hz(—wom)'

h-o0

3

] ——————
Pour h # 0 suffisamment petit, le vecteur _WM“ JM(1 + h) dirige la droite (M(1)M(1 + h)) et tend vers le vecteur de

coordonnées (2,1) quand h tend vers 0. On en déduit que la courbe M admet une tangente (T) au point M(1) dirigée
par le vecteur de coordonnées (2,1). Puisque x change de sens de variation en t = 1, le point M(1) est un point de
rebroussement. Il reste a étudier localement la position relative de la courbe M par rapport a sa tangente (T).

1

1 2 1 7
ne équation de esty==(x+1—In3)+ s ouencorey = =x+ = — = In3. Puis
U ion de (T) 2( 1—1n3) 3 2 3 21 3. Pui

1 7 1 B 1 3 1 1 5 7 1
y(1+h)—(§x(1+h)+g—§1n3>—(1+h) 3(1+h) (21n3+1n(1+h) 2(1+h) +6 21n3>
2n3 ;
h—0 _T+O(h )

7 1
EX(] +h)+ c 2 In3 | est du signe de h3 et donc change de signe en 0. On en déduit
que le support de la courbe M est de part et d’autre de sa tangente et donc que

Ainsi, pour h petit, y(T +h) —

le point M(1) est un point de rebroussement de premicre espéce.

15. Construction du support de la courbe M. Voir page suivante.






Probléme 2.

I. Etude d’un polynéme
16. a) Soit (x,y) € R?. On sait que

x2—y?=-3 x?—y?=-3 x? =1
(x+iy)?=-3+4{ x24+y2=/(-372+4 & ¥?*+y’=5 & y*=4
sgn(xy) = sgn(4) xy >0 xy >0

= (va) = (],2) ou (Xay) = (—],—2)

Les racines carrées de —3 + 41 dans C sont 1+ 2i et —1 — 2i.

b) Le discriminant du trinéme U est A = (1 —2i)? —4(—2i) = —3 +4i = (1 +2i)?. U admet donc deux racines distinctes
—(1T=21) + (1 + 21) —(1—=21)— (14 21)

dans C a savoir z;1 = 5 =2iet z; = 5 =—1.

Les racines de U dans C sont 21 et —1. .

17. a) Soit (x,y) € R?.

Ux +iy) = (x +iy)? + (1 = 2i)(x +iy) — 21 = (x2 —y? + x + 2y) +i(2xy — 2x +y — 2).

V(x,y) € RZ, Re(U(x +1iy)) =x%? —y2 + x4+ 2y et Im (U(x +1iy)) = 2xy — 2x +y — 2.

b) i)

2
Mix,y) € Ty & Re(Ulx +iy)) = 0 & x2 —y? +x + 2y = 0 & (x+%) =2
1 2
(’”E) L1
2 2
V3 V3
5 5

1
7 est une hyperbole de centre Q <§' 1>. De plus, avec les notations usuelles, a =b = ? puis ¢ = Va? +bZ = \/g et

enfin e = % (car I'axe focal est (Qy) ou encore e = /2.

1
1 est une hyperbole de centre Q (z, 1) et d’excentricité e = v/2.
Tracé de I'. (Voir page suivante).

ii)

2x 42 1
X sSy=1+-—-7.

M(x,y)el"z(:)Im(U(eriy)):0®ny—2x+y—2:O(:)y:2X+1 P

I, est le graphe de la fonction homographique x +— . T2 est donc une hyperbole. Son centre est le point d’intersection

X +
2x +1
des deux asymptotes c’est-a-dire le point Q.

1
I, est une hyperbole de centre Q <_§’ 1).

Remarque. M e M N & U(x+1iy) =0 & x+ 1y € {—1, 21}



I1. Définition d’une application

18. Soient (Pq1,P2) € (C[X])? et (A1,Az2) € C?. Notons Q; et Ry (resp. Q2 et Ry) le quotient et le reste de la division
euclidienne de Pq(X?) (resp. P2(X?)) par T. Par définition

(AP +A2P2)(X3) = A1 (Q1T 4+ Ry) + A2(Q2T 4+ R2) = (A1 Q1 +22Q2)T + (MR1 + A2R2),
et puisque deg(A1R; + A2R2) < Max(deg(Ry),deg(R2)) < deg(T), les polynomes A1Qq1 + A2Q2 et ARy + A2R, sont
respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne du polynome (A;Py 4+ A2P2)(X?) par le polynéme T. Mais
alors

f(AMP1 4+ 2A2P2) = (M Q1 +22Q2) + X(A1R1 +2A2R2) = A1 (Qq + XRq) +A2(Q2 + XR2) = A1 f(P1) + A2 f(P2).

f e Z(C[X]).

19. Soit P € C,[X]. Posons P(X?) = QT + R avec deg(R) < deg(T) = n. Alors
deg(QT) = deg(P(X?) — R) < Max(deg(P(X?)), deg(R)) < 2n
et donc deg(Q) = deg(QT) —n < 2n—n = n. Par suite, Q € C[X]. Mais on a aussi deg(XR) =1+4+deg(R) < 1+4n—1=n

et donc XR € C,,[X]. Finalement, f(P) = Q + XR est dans C,,[X]. f;; est donc bien une application de C,, [X] dans lui-méme
et puisque f, est linéaire, on a montré que

fn € Z(ChIX]).

20. a) Pour k € {0,1,2}, posons Py, = X¥ puis notons Qy et Ry le quotient et le reste de la division euclidienne de Py (X?)
par T = X2,
7



e Po(X?)=1=0xX?+1et donc Qo =0et Rg =1 puis f2(Py) =0+ X x1=X=P;.
ePi(X3)=X?=1xX240et donc Q1 =1 et Ry =0 puis f2(P1) =1+Xx0=1=P,.
e Pr(X2) =X =X2 x X2+ 0et donc Qr = X% et R, =0 puis f2(P2) = X2 + X x 0= X2 =P,.

On en déduit que

010 010 10 0

b) Al = 1 0 0 1 0 0 | = 1 1 0 | =13 ou encore f% = Idg. Ainsi, f; est une involution de C,[X] et
0 0 1 0 0 1 0 0 1

en particulier un automorphisme de C;[X] de réciproque f? = f,. On sait alors que f, est une symétrie vectorielle.

f, est une symétrie vectorielle. I

21. Puisque (1 +1)? = 2i et i*> = —1, les racines du polynéome U(X?) sont 1 +1, —1 —1i, i et —i. Par suite, U(X?) =
X+T1T+)X=1)(X=1=1)(X+1) =T(=X)T(X) 4+ 0. On en déduit que f(P) =T(—X) + X x 0 = T(—=X).

f(U) =T(—X) = (X+T1T+1)(X—1).

IIT Etude d’un cas particulier

22. Pour k € [0, 3], posons Py = X¥ puis notons Qy et Ry le quotient et le reste de la division euclidienne de Py (X?) par
T=X>+X*+a.
e Py(X?)=1=0x(X3+X?>+a)+1etdonc Qo =0et Ry =1 puis f3(Po) =0+ X x1=X=Py.
e P (X2)=X?=0x (X3 +X2+a)+X? et donc Q7 =0 et Ry = X? puis f3(P7) =0+ X x X? = X3 =Ps.
e Py X)) =X =(X-1)(X3+X>+a)+X> —aX+aet donc Qy =X —1et Ry =X?> — aX + a puis

f3(P2) =X—-1+X(X2—aX+a)=X>—aX?+(a+1)X—1=—Py + (a+1)P; —aP2 + Ps.
eP3(XH)=X=(X3=X2+X—a—-1D)X3+X2+0X+a)+(2a+1)X2—aX+a’+aet donc Q3 =X> X2+ X—a—1
et Rz = (2a + 1)X? — aX + a? + a puis

f3(P3) =X> = X2+ X—a—T14+X(Qa+1)X?—aX+a’4+a)=Q2a+2)X3—(a+1)X*+ (a?’+a+1)X—a—1
=—(a+ 1P+ (T+a+a*)P; —(a+1)P2+ (2a+2)Ps.

On en déduit que

—1 —a—1
a+1 1+a+a?

—a —a—1
1 2a+2

23. En développant successivement deux fois suivant la premiére colonne, on obtient

det(f3) =det(B) = (—1) x 1 x

‘:—(a+1—a2—a):a2—1.

Va € C, det(f3) = a? — 1.

24. Immeédiatement

f3 ¢ 92(C3IX]) & ae{-1,1%



25. a) Soit (x,y,z,t) € C*.

X 0 0 -1 0 X 0 —z 0
y | 10 0 1 y| |0 x+t 0
Bl 2 =% 100 1 o 2| Tlo T 2 [T]o
t 01 1 0 t 0 ytz 0

Sy=z=0ett=—x.

Donc Ker(f3) = {xPo —xP3, x € C} = {A(X3 —1), A € C} = Vect (X3 —1).

Ker(f3) ={A(X3 =1), A € C} = Vect(X3 —1).

b) D’apreés le théoréme du rang, dim(Im(f3)) = dim(C3[X]) — dim(Ker(f3)) =4 — 1 = 3. De plus, la matrice B fournit
Im(f3) = Vect(Pq, P3,—Po + P2 + P3,Py) = Vect(Py, P3, —Po + P2 + P3). Puisque la famille (Py, P3, —Po + P2 + P3) est une
famille génératrice de Im(f3) de cardinal 3, c¢’est une base de Im(f3).

Une base de Im(f3) est (X, X3, X3 + X% —1).

c) Dans Ker(f3) + Im(f3), on trouve X, X3, (X3 + X2 —1) — (X3 —1) = X? et X3 — (X3 — 1) = 1. Donc le sous-espace
Ker(f3) + Im(f3) contient la base canonique de C3[X]. On en déduit que Ker(f3) 4+ Im(f3) = C3[X]. D’autre part, d’apreés
le théoréme du rang, dim(Ker(f3)) + dim(Im(f3)) = dim(C3[X]).

En résumé, on a Ker(f3) 4+ Im(f3) = C3[X] et dim(Ker(f3)) + dim(Im(f3)) = dim(C3[X]) < +o0o et on sait que

Cs3[X] = Ker(f3) @ Im(f3).

IV Etude du noyau

26. Soit P un polynéme non nul de degré p < % Alors le polynome P(X?) est de degré 2p < n et donc le quotient

et le reste de la division euclidienne de P(X?) par T sont respectivement Q = 0 et R = P(X?). On en déduit que
f(P) = Q + XR = XP(X?) # 0.

Si P #£0 et 2deg(P) < n, f(P) #0.

27. Soit P € C[X]. La division euclidienne de P(X?) par T s’écrit P(X?) = QT + R avec deg(R) < n. Dans ce cas,
f(P) =Q+ XR

e Si f(P) =0, alors Q = —XR et donc P(X?) = —XR(X)T(X) 4+ R(X) = R(X)(1 — XT(X)). Par suite, il existe un polynome
R € Cn_1[X] tel que P(X?) = R(X)(1 — XT(X)).

e Réciproquement, supposons qu'il existe un polynome R € C,_1[X] tel que P(X?) = R(X)(1 — XT(X)) et calculons f(P).
On a P(X?) = —XRT(X) + R(X) avec deg(R) < deg(T). Par suite, —XR et R sont respectivement le quotient et le reste de
la division euclidienne de P(X?) par T et on en déduit que f(P) = —XR + XR = 0.

VP € C([X]), f(P) =0 & 3R € C,,_1[X]/ P(X?) = R(X)(1 — XT(X)).

28. Soit P € C[X]. Si P € Ker(f), alors il existe R € C,,_1[X] tel que P(X?) = R(1 — XT). Mais alors
2deg(P) = deg(R) + deg(1 — XT) =deg(R)+n+1<n—T+n+1=2n,

et donc deg(P) < n.

Ker(f) c C,[X].

29. Si P =0, le résultat est immédiat.

Soit P un élément non nul du noyau de f. Alors d’aprés la question précédente deg(P) < n de plus, d’aprés la question 27, il
existe R € Cr_1[X] tel que P(X?) = R(1—XT). Plus précisément, 2deg(P) = deg(R)+n+1 et donc deg(R) = 2deg(P)—(n+1).
Soit k € [0,n — deg(P)] alors X*P € C,,[X]. Soit pi = X*P et R, = X?¥R. D’aprés ce qui précéde,

Pr(X?) = XZKP(X2) = X?*R(1 — XT) = Ry (1 — XT).



De plus, deg(Ry) = 2k +deg(R) = 2(k+deg(P)) — (n+1) < 2n— (n+1) = n— 1. Par suite, Ry est un élément de C,,_1[X]
tel que Px = Ry (1 — XT) et d’aprés la question 27, le polynome Py est dans le noyau de f.

30. a) Par hypotheése le noyau de f n’est pas réduit au polynéme nul et donc I est une partie non vide de N et admet donc
un plus petit élément que ’on note d.

dom(P
b) Le polynome Py — dzmigp]ipo est encore un élément de Ker(f) car Ker(f) est un espace vectoriel, de degré inférieur ou
m(Po
dom(P d P dom(P
égal a d. De plus le coefficient de X4 dans Py —MPO vaut dom(Pq )—Mdom(Po) = 0. Par suite, Pq —M 0
dOm(Po) dOm(Po) dOm(Po)
est un élément de Ker(f) de degré au plus d — 1. Ce polyndéme est donc le polynéme nul par définition de d.
dOm(P1 )
Pi = —Po.
dom(Py)

c) e Puisque Py € Ker(f), d’aprés la question 29, pour tout k € [0,n — d], X*Py € Ker(f). Puisque Ker(f) est un espace
vectoriel, Ker(f) contient encore les combinaisons linéaires des X¥Py, 0 < k < n — d, c’est-a-dire les SPy, S € C,,_4[X].

e Réciproquement, soit P € Ker(f). La division euclidienne de P par le polynéme non nul Py s’écrit P = SPy + R avec
deg(R) < d. Mais alors, P — SPy = R € Ker(f) et puisque deg(R) < d, P— SPy = 0 ou encore P = SPy.

Finalement

Ker(f) ={SPy, S € C_alX]}.

31. D’aprés les questions 28 et 25.b), Ker(f) = Ker(f3) = Vect(X> —1).
V Etude d’un produit scalaire

32. On sait déja que g est linéaire et que g(Cz[X]) € C,[X] d’aprés la question 19. De plus, I'image par g d’un polynéme
a coeffcients réels est un polyndme a coefficients réels et donc g(R,[X]) C R, [X]

g € Z(R2[X]).

— O O

0 1
D’aprés les calculs de la question 20, A= 1 0
0 0

33. < .,. > est une application de (R»[X])? dans R, bilinéaire par bilinéarité de la multiplication et linéarité de la dérivation,
symétrique.

Soit P € Ry[X]. < P,P >= (P(1))? + (P’(1))? + (P”(1))? > 0 et donc < .,. > est positive. Enfin, si < P,P >= 0, alors
P(1) =P/(1) =P”(1) = 0. La formule de TAYLOR permet alors d’écrire

P=P1)+P/(1)X-1)+

et donc P = 0. Ainsi, < .,. > est définie positive.

En résumé, < .,. > est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive sur R;[X] et donc

< .,.> est un produit scalaire sur R;[X].
34. On a vu que A2 = I3 et puisque A = A, A x A = A? =I3. Donc A € O3(R).

35. < 1,1 >= 1 puis g(1) = X et donc < ¢g(1),g(1) >=1x1+4+1x1=2#< 1,1 >. Donc g n’est pas une isométrie
vectorielle pour le produit scalaire < .,. >.

10



