CONCOURS COMMUN 2008

DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve Spécifique de Mathématiques
(filiere MPSI)

Premier probléme

Etude d’une inégalité

1. Soit a € C. Posons a = x + iy avec (x,y) € R?.

laj=Re(a) & Vx2+y2=xex>0etx* +y?=x* ©x>0ety=0& a € R+,

Va e C, |a|=Re(a) & a e R".

2. Soit (z,w) € C2.
lZ+ W2 = (z+W)(Z+W) =2Z+ 2w+ z2w + W = 2] + [W|? + (zW + zw) = [2]* + W|? + 2Re(zW),
et donc

(12l + W2 — Iz +wl* = (121> + [WI* + 2Jzllw]) — (|21 + [w[* + 2Re(2W)) = 2/2I[W| — 2Re(zW) = 2(|z[W| — Re(zW)).

V(z,w) € C?, (|z| + W|)? — |z + wW|? = 2(z|W| — Re(zw)).

3. Soit (z,w) € C2. On sait que pour tout complexe Z, on a |Z| > ReZ et donc
(Il + W) — |z + wi? = 2(|zIW| — Re(zw)) > 0.
On en déduit (|z| + [w])? > |z 4+ w|? puis que |z +w| < |z| + [w|. De plus,
lz+w =zl + W & (lzI + W[)? — [z + W|]? =0 & |z|[W] = Re(zw) & zw € RT.
Siw =0, on a I'égalité et si w # 0, alors [w|? € R% et donc

2
|z+w|:\zl+\w|(:)zW€R+(:)z%GRJ“(:)V—?;ER“L(:)EAGRJ“/z:?\w.

En résumé, on a 1’égalité si et seulement si w =0 ou w # 0 et I\ € Rt/ z = Aw ou encore si et seulement si z et w sont
les affixes de deux points situés sur une méme droite issue de l'origine.

La notion de (p : q) point

4. Soit z € C.
17;:2 = % Sq(z—a)=pb—z)etz—b #0
& q(z— a) =p(b —2z) (car b n’est pas solution de I’équation q(z — a) = p(z — b) puisque a # b)
o, 49t pb
pP+d

Ceci montre 'existence et I'unicité de z. De plus, z est Paffixe du barycentre du systéme (A(q), B(p)).

Le (p : ) point de A a B est bar(A(q),B(p)).
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5. Soit o €]0, +00l. Le barycentre du systéme bar(A(aq), B(ap)) est le barycentre du systéme bar(A(q), B(p)) ou encore

le (ap : /alphaq) point de A a B est le (p : q) point de A a B.

6. Le (1 : 1) point de A a B est I'isobarycentre des points A et B ou encore le milieu du segment [AB].

7. On a X = bar(A(q),B(p)) et Y = bar(A(q),C(p)). Déja, X €]AB[ et Y €]AC] et en particulier X # Y. Puis /W( =

LA—B) etA—\}:LA? et donc
P+d p+dq
XY= P _BC
P+dq

Ceci montre que

la droite (XY) est paralléle a la droite (BC).

La notion de (p : q) sous-triangle

a+b+c

8. Soit G l'isobarycentre du triangle A(ABC). On sait que zg = 3

9. Notons G’ I'isobarycentre du triangle (A’B’C’).

e a’+b'+c’ 1 (qa+pb gb + pc N qc+pa) _1Tp+gla+tp+agb+(p+aglc a+b+c _,
¢ 3 3Up+tqd  ptqd  ptg 3 p+dq 3 ¢
Par suite,
le (p : q) sous-triangle du triangle A(ABC) a le méme isobarycentre que A(ABC).
Etude de suites
1 1 1
10. Soit k € N. On a ax. 1 = ——(qax + pbk), bxe1 = ——(gbx + pck) et cxr1 = ——(qcx + pax) ce qui s’écrit
P+d P+dq P+q
encore
Qi1 1 qa p 0 ak
b1 = e 0 qp by
Ck+1 P4 p 0 ¢ Cx
b b
11. La question 9. montre déja que pour k € N, o1 = 3(1k+1 + ];L] Tl _ 3ak i ; ek _ . Ainsi, la suite

(ax)ken est constante.

Soit k € N.

) ) 1 . .
Brs1 = Qs +ibrs1 +ick = m((qak +pby) +ij(gbk + pex) +i%(qek + pax))

2

. ) L q+ip . > q+i’p
= ——((q+j*p)ax + (ig +p)bx + (jg +i*p)ex) = (ax +jbx +i%ck) = ———
p+q p+d p+d

B,

et

. . 1 . ,
Y1 = Gkt +3%big1 +jcker = ——((qax +pbi) +3%(gbk + pex) +ijldek + pax))

P+q
: . o q+jp 2 : q+jp
= ——((a+jp)ax + (°g +p)bx + (ja +j*p)ex) = (@ +5%br +jcx) = Y-
P+ p+4q p+d
.2 .
Les suites (ot )rken, (Br)ren et (Yi)ken sont géométriques de raison 1, a+)p et atip respectivement.

pP+dq P+dq
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:2 :2 :2
Maintenant, qa+)7p = 9+l < q+i7la _ g tp =1 et de plus, comme les points d’affixe q et j2p ne sont pas sur
P+d P+dq P+q P+dq
une méme demi-droite d’origine O (puisque %p n’est pas un réel positif), 'inégalité précédente est une inégalité stricte.
De méme, qa+)p <1
+4
On en déduit que lim o =axp =ao+bo+co et que lim Py = lim vy =0.
k— 400 k— 400 k— +o0

lim ox =ap+bo+coet lim Br= lim yx=0.
k— 400 k— +oo k— 400
12. Si on pose B = (bij)i<i,j<3, on a

bi1 b1z bi3 1.0 0 bi1 b1z by
C=1] by1 bro b33 00 1 = b1 bz b2z |,
b3 1 b3z b33 01 0 bs1 b33z bz

ou encore la matrice C est la matrice obtenue & partir de la matrice B en échangeant ses deuxiéme et troisiéme colonnes.

13.
1T 1 1 1 1 1
det(V)=|1 j 2 |=]0 j—1 j2—-1|(L—Ly—Lietls«L3—1;)
7] 0 j2—1 j—1
i—1 32— . . s
=l 52-1 51 ‘ (en développant suivant la premiére colonne)

= (=12 = (2= 12 =32 =2+ 15" + 252 =1 = 3j> = 3j (carj* =)
= 3j(5 — 1.

det(V) =3j(j —1).

En particulier, det(V) # 0 et donc V est inversible. Ensuite, puisque 143 +3j2 =0,

1T 1 1 1 1 300
Vi=| 1 j j? 1T 5 32 |=(0 0 3 |=30Q
2 2 030
Maintenant, la question 12. ou un calcul par bloc montre que Q% = I3 ou encore Q~' = Q. De V? = 3Q, on tire
1 1 1
vVolvl =v—2 = gQ*‘ = gQ puis V7! = gVQ.
K Ay
14. Soit k € N. On a Pr =V| by et donc
Yk Cx
ay Kk 1 1T 1 1 Kk 1 ok + Br + Yk
b | =V Bk | = 3 1§ Pr | = 3| +i%Br+ive |,
Ck Y 1 42 Yk i + Bk + %Yk
et la question 11. montre que
b
lim ar= lim b= lim ¢ = RT20FC
k— +o0 k— +00 k— 400 3
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Etude d’une application linéaire
15. Soient (M, N) € (M3(C))? et (A, n) € C2.
@AM + uN) = V- (AM 4 uN)V = AV IMV + pV-INV = Ap(M) + po(N).

Donc

¢ € L(M3(C)).

Soit (M, N) € (9m3(C))2.

©(M)@(N) = V- TMW-TNV = V- TMNV = ¢(MN).

V(M,N) € (3(C))?, (MN) = o(M)p(N).

16. Soit M € M5 (C).
VoeM)=VIVIMVIVT! = (W- I IM(W-1) = M.

Par suite, \ o @ = Idgy, (¢). Ainsi, 'endomorphisme @ est inversible & gauche d’inverse a gauche 1.
Puisque dim(913(C)) < +o0, on sait que @ est un automorphisme de 9M3(C) et que @' = 1.

@ € GL(OM3(C)) et ' =1p.

17.
1 a p O 1 p+d 1
Al =—— [0 av =—— | pta|=[1]
p+d p 0 q 1 P+dq P+q 1
1 g p O 1 qa-+ip 1
X 1 1 . X q+jp
Apay| 3 === 0 a » () =—— | ja+i*p | = il
2 P+q p 0 q 2 P+q i2q 4 p P+q 2
1 i 1
puis en conjuguant A, q) i | = g ++] L j?
j Pra

18. Soit f 'endomorphisme de €3 dont la matrice dans la base canonique de C3 est Ap.q) et soit (e1,ez,e3) la famille
de trois vecteurs de matrice V dans la base canonique de C3.
Puisque V est inversible, la famille (e, ez, e3) est une base de C3.

. -2
q+J§€2 et f(e3) = at)yp

e3. La matrice de f dans la base (e1, ez, e3)
P+d

La question précédente fournit f(e;) = eq, f(e2) =
+i%p
Ptq

q+ijp d

)

est donc la matrice D = diag (1, > La formule de changement de bases fournit alors V! Ap.)V=Dou

encore

P+q

q+ip q+ij*

)
"p+q’ ptq

@(A(p,q)) =D o D = diag (1

19. Soient (p,q,p’,q’) € (10,40co[)* puis D et D’ les matrices diagonales telles que @(A(, q) = D et @(A(,.q) = D'
D’aprés la question 15.,

O(Ap.Apa)) = @A q))e(ARp q)) =DD'=D'D =@(A qn)e(Ap q) = @(Apr q)Ap.q)-

Maintenant, @ est bijective d’aprés la question 16. et on en déduit que A, q)Ap/,q/) = Ap/,a)1A(p.q)-

Deux matrices quelconques de I'ensemble {A(,, 4)/ (p, q) €]0, +00[%} commutent.
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20. Soit n € N*. Pour k € N*, posons @ (A7 1)) = D1 k).

O(Amn---An A1) =eAan) .. e(An2))e(An1) =Damy--.Da Do
ﬁd'ag<1 k) k+j2> d'cxg<1 TR T k+j2>
= 1 YY1 T 1 1. 1 = dle ) ) )

bl k+1 k+1 k:]k+1 bl k+1

et donc

=~

n . on . n . n .
: 11 +j Hk+)2 : Hk+1 k4%
A(]‘n)...A(]‘z)A(]‘])Zﬂ)<dlag<], m, k+1>> :leag<1, k-f—]’ K+ 1 \% 1.
k=

k=1 k=1

n
% RN . k+)
vn € N*¥, A(Ln) ...A(]‘Z)A“‘]) =VD,V T ou Dn :dlag <1,k|_|] m,

Soit n € N*. D’aprés le résultat admis par ’énoncé

Hk—ﬂ(”i)‘—nk—ﬂn

k=1 k=1 k=1

k+3j j R
Ili- ”E’:n—HH

k=1

‘ n

1 k) k+j?
et puisque — tend vers 0 quand n tend vers +oco0, on a donc lim ]H % = 0. De méme, HEIEOO H +) =0.

n— +o0

mn . mn .
k+j . k +j?
!}1 K+1 nobs kI:I] K+ 1
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Deuxiéme probléme

Etude d’une fonction

Inx
21. f est bien définie sur ]0, +oo[ et pour x > 0, f(x) = e™*/*. Quand x tend vers 0 par valeurs supérieures, — tend vers
X

Inx
—oo et donc f(x) tend vers 0 et quand x tend vers +00, — tend vers 0 et donc f(x) tend vers 1. La courbe représentative

de f admet ainsi les droites d’équation x = 0 et y = 1 pour droites asymptotes.

f est dérivable sur ]0, +oo[ et pour x > 0,

1
—xx—Inx

f/(X) _ X elnx/x —

1—Inx 1/x
5 ——x /"
X X

Sur ]0, +ool, f/(x) est du signe de 1—In x et donc f’ est strictement positive sur ]0, e[ et strictement négative sur ]e, +ool. Par
suite, T est strictement croissante sur ]0, e] et strictement décroissante sur [e, +oo[. En particulier, f admet un maximum
en e et ce maximum vaut f(e) = e'/€.

22. Puisque xllrga f(x) = 0, on peut prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = 0.

23. Soit x > 0.

1
f(x) —f(0) e/ ST
x—0 x '
f(x) —1(0)

1
Or lim (=14 —)Inx = —o0 et donc lim = 0. On en déduit que
x— 0T X

x— 07+ x—0

f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.

24. f est continue et strictement croissante sur ]0, e]. f réalise donc une bijection de ]0, e] sur ]f(07), f(e)] =]0,e'/¢]. On
note f~! la réciproque de cette bijection.

25. f est continue sur ]0, e] et donc f~! est continue sur ]0,e'/€]. f est dérivable sur ]0, e[ et f’ ne s’annule pas sur ]0, e[.
Par suite, ! est dérivable sur ]0,e'/¢[. Mais f’(e) = 0 et donc f~! n’est pas dérivable en f(e) = e'/€.

=1 est continue sur ]0, e'/€], dérivable sur ]0, e'/¢[ mais non dérivable en e'/.

Etude d’une suite

26. Pour tout réel t, ®(t) =1t =1 et donc Vn € N, t,, = 1. Dans ce cas, lim t, =1.

n—+oo

27. Soit x € R. La fonction @ est continue sur R et en particulier en le réel h(x). Par passage & la limite quand n tend
vers +oo dans I'égalité t11 = @y (tn), on obtient h(x) = @ (h(x)).

Vx € R, h(x) = ®(h(x)).

En particulier, pour tout réel x, on a h(x) > 0 et h(x) = x™*). Mais alors f(h(x)) = h(x)!/Mx) = (xRN 1I/RO) —

vx € R, f(h(x)) = x.

28. Soit x > 1. Oy est la fonction exponentielle de base x et puisque x > 1, on sait que @ est strictement croissante sur
R.

29. Soit x > 1. Montrons par récurrence que Yn € N, t,, < tny1.
ot; =D, (to) =x' =x > 1=to et I'inégalité est donc vraie quand n = 0.
e Soit n € N. Supposons que t, < tn11. Puisque la fonction @y est strictement croissante sur R, on en déduit que

thir = (Dx(tn) < (Dx(tn+1) =tn42.
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On a montré par récurrence que Vn € N, t, < tny1.

si x > 1, la suite (t, )nen est strictement croissante.

30. Soit x €]1,e'/¢]. Montrons par récurrence que ¥Vn € N, t, < e.

e to =1 < e et I'inégalité est donc vraie quand n = 0.
e Soit n € N. Supposons que t, < e. Puisque la fonction @y est strictement croissante sur R, on en déduit que

thir = q)x(tn) < (Dx(e) =x¢< (61/6)6 =e€.

On a montré par récurrence que Vn € N, t, < e. Mais alors, la suite (t,)nen est croissante et majorée par e. La suite
(tn)nen est donc convergente.

si x €]1,e/¢], la suite (tn)nen est convergente.

31. Soit x €]e'/¢, 4-o00[. Supposons par absurde que la suite (tn)nen converge. D’aprés la question 27., le réel h(x) vérifie
f(h(x)) = x. Mais alors x € (]0, +oo[) et d’aprés la question 21., x < e'/¢. Ceci est une contradiction et donc la suite
(tn)nen diverge. Plus précisément, puisque la suite (tn)nen est croissante, HIE tn = +o0.

n— -+oo

six €le!/¢ +oo[, lim tn = +oo.
n— +oo

32. Soit x €]0,1[. @ est la fonction exponentielle de base x avec x < 1 et dans ce cas, la fonction @y est strictement
décroissante sur R. Mais alors, la fonction @, o @ est strictement croissante sur R.

33. Soit x €]0, 1[. Montrons par récurrence que Vn € N, to,41 < ton.
o t; =x < 1=ty et 'inégalité est donc vraie quand n = 0.
e Soit n € N. Supposons que trn 11 < tzn. Puisque la fonction @, o @y est strictement croissante sur R, on en
déduit que

tang3 = Ox 0 Oy (tons1) < Oy 0 Oy (ton) = tang2.

On a montré par récurrence que Vn € N, ton1 < ton.

vneN, tint < ton. I

34. Soit n € N. Puisque la fonction @, o @, est croissante sur R, on a

Sgn(t2n+4 - J[271-5-2) = Sgn(q)x o ®X(t2ﬂ+2 — Dy 0 Dy (t2n)) = Sgn(t2n+2 —tan).
Ceci montre que la suite (t2n)nen est monotone. De plus,
t) = Dy 0 Dy (to) = x*') = eX0X < 1 =t car x €]0, 1],

et la suite (tzn)nen est croissante.

Soit n € N. On a ton > tong2. Puisque la fonction @, est décroissante sur R, on en déduite que tani1 = Ox(ton) <
Dy (t2ns+2) = tonss et donc la suite (tzni1)nen est croissante.

La suite (t2n)nen est décroissante et la suite (tany1)nen est croissante.

35. Ainsi, pour tout n € N, on a t1 < tony1 < ton < to. Mais alors, la suite (ton )nen est décroissante et minorée par t;
et de méme, la suite (tzn41)nen est croissante et majorée par to. On en déduit que les deux suites (ton )nen €t (tant1)nen
sont convergentes.

Les deux suites (t2n )nen €t (tan+1)nen sont deux suites convergentes vérifiant la relation de récurrence : Yn € N, u, 1 =
Dy 0 Dy (un) (%). Soit £ la limite d’une telle suite. Par continuité de la fonction @, o @y sur R et donc en £, quand n
tend vers +oo dans I’égalité (), on obtient £ = @y o @ ({) et donc £ est un point fixe de Oy o D.

Enfin, pour n € N* on a t,, = Oy (t,_1) € [0,1] et donc les limites des suites (ton)nen €t (t2n41)nen sont dans [0, 1].

Détermination 7des points fixes
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1
36. Soit x € [E,l [ Alors, —1 <Inx < 0 puis 0 < (Inx)? < 1 et donc

g’'(0) = (Inx)>x —1<x—1<0.

Mais alors, puisque la fonction g’ est décroissante sur [0, 1] et que g’(0) < 0, la fonction g’ est strictement négative sur
[0, 1] et donc la fonction g est strictement décroissante sur [0, 1]. En particulier, ’équation g(t) = 0 a au plus une solution
dans [0, 1] ou encore la fonction @y o @y a au plus un point fixe et donc exactement un point fixe dans [0, 1] (O o Oy a
au moins un point fixe dans [0, 1] puisque la suite (tzn)nen converge vers un tel point).

On en déduit que les suites (tan)nen €t (tan+1)nen convergent et ont méme limite. On sait alors que la suite (tn)nen
converge.

1
Sixe [—,1 [, la suite (ty)nen converge.
e

1 1 1 1
37. Soit x € |e ¢, —|. Alors, —e < Inx < —1 puis 1 > ——Inx > — et finalement 3 = ——Inx — 1 < 0. La fonction g’ est
e e e e

donc négative sur [0, 1] et méme strictement négative sur [0, 1]\ {«}. La fonction g est de nouveau strictement décroissante
sur [0, 1] et comme & la question précédente

1
Sixe [e‘e, s [, la suite (tn)nen converge.

38. D’aprés le résultat admis au début de la page 4, g’ (p) = (Inx)? D (p) (Do D) (p)—1 = (Inx)2xpxp—1 = (plnx)?—1.
Mais I’égalité @ (p) = p fournit xP =p et donc plnx = Inp. Finalement, g’(p) = (Inp)? — 1.
1
Puisque p < —, on a Inp < —1 puis (Inp)? > 1 et finalement g’(p) > 0. Le tableau de variations de g montre alors que
e
vY<p<bo.
Puisque g est strictement croissante sur [y, 8], ’équation g(t) = 0 admet exactement une solution dans [y, 8] & savoir p.
D’autre part, g(0) x g(y) = x x g(y) < 0 et puisque g est continue et strictement croissante sur [0,y]. L’équation g(t) =0
admet une et une seule solution py dans [0,y] telle que 0 < p; <.
Enfin, g(1) = x*—1 < 0 car x < 1 et g(6) > 0. Puisque de plus g est continue et strictement décroissante sur [d, 1],
I’équation g(t) = 0 admet une et une seule solution p, dans [, 1] telle que 6 < p2 < 1.

En résumé, 1’équation g(t) = 0 admet trois solutions py, p et p vérifiant 0 < p; <y <p < d < p2 < 1 ou encore

@, o @ posséde trois points fixes p1, p et p2 vérifiant 0 < p1 <y <p<d<p2< 1. I

39. Montrons par récurrence que Vn € N, py < toq,.

e ty =1 > py et 'inégalité est vraie quand n = 0.
e Soit n € N. Supposons que p2 < tzn. Alors puisque la fonction @, o @ est croissante sur R, on en déduit
que p2 = O, o q)x(pZ) <Oyo0 (Dx(th) =ton+2-

On a montré par récurrence que Vn € N, py < ton.

Mais alors, la suite (tan)nen converge vers un point fixe de @ o @y (d’aprés la question 35.) qui est élément de [py, 1].
Cette limite ne peut étre que p; et donc

Si x €]0, e €[, la suite (tan)nen converge vers p;.

40. Supposons par 'absurde qu’il existe un rang ng tel que ton,+1 > p. Puisque la fonction ¢, est décroissante sur
R, on en déduit que trn,+2 = Px(tony,+1) < Ox(p) = p. Ceci contredit le résultat de la question précédente et donc
meN, tonyr <p.

La suite (t2n41)nen converge donc vers p1 ou p. Mais alors les suites extraites (ton)nen €t (t2n41)nen convergent vers
des limites distinctes. On en déduit que la suite (tn )nen diverge.

Si x €]0,e €[, la suite (tn)ney diverge.
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