CONCOURS COMMUN 2008
DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve de Mathématiques
(toutes filiéres)

| PREMIER PROBLEME]

‘Partie A - Etude de ¢; ‘

1. Soit P € R [X]. Posons P = aX + B, («, B) € R2.

a+b a+b a+b

e1(P)=a(X—a)(X—Db)— (X— J(aX+B)=—(x > + B)X+ xab + BT.

Ceci montre que @1(P) € Rq[X]. Par suite, @ est une application de R;[X] dans lui-méme.
Soient alors (P, Q) € (R1[X])? et (A, u) € R2.

@1(AP+pQ) = (X—a)(X—=b)(AP' + uQ’) — (X

- a;b)(APJruQ)

a+b atb

A <(><—a)(><—b)P’— (X — )P) +u<(X— QX —b)Q’ — (X - )Q> — @1 (P) + 11 (Q),

et on a montré que

@1 est un endomorphisme de Ry [X].

a+b a+b
2. ¢1(1) = > —Xet @1(X) =ab— >

X. Par suite,

b)? 2 4+ 2ab +b% —4ab —b)?
3.det(M1)=—¥+ab:—a +oa 2: a :_(a 7 ) . Par suite,

@1 bijective & detM1 #0 & a #b.

@1 est bijective si et seulement si a # b. I

4. (a) B est une famille de deux éléments de Rq[X] qui est de dimension 2. Pour vérifier que B est une base de R;[X], il
suffit de vérifier que la famille B est libre.

Soit (A, u) € R2.

AX—a)+uX=b)=0=A+uwX—(aA+bu)=0

>\+u:O < < ; . .
= { aA + by = 0 (car la famille (1,X) est libre

;»{ Fa:_;?)\xzo “A=0=plarasb)

Ainsi, la famille B est libre et finalement

B est une base de R [X].
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b b —-b
at J=(-b+ a—;— J(X—a)= a (X — a) et en échangeant les roles

(b) ¢1(X—a) = (X—a)(X=b) = (X—a)(X—

2

b—a

deaetb, 1 (X—Db) = 3

(X —b). Par suite,

(c) Immeédiatement

1 _
Ensuite, on sait que Pg g, est I'inverse de Py, 5. Or l'inverse de ( $ E ) est m ( fy ocB ) et donc
1 1 b
P35, I ( 1 —a >

(d) Les formules de changement de bases fournissent

M] = PB1 ,BMPB,B1- I

— _ P _p)P —_ aq)\P
(e) Soit p € N. On a MP = (diag(a 5 b, b > a)) = diag((a Zpb) , (® zpa) ) puis
M? = Py, sBMPP3 5,
(a—b)P
1 ([ -a -b > 0 1 b
T b—al\ 1 1 (b—a)P 1 —a
0 Y8
pad

(a—b)P (b—a)?
R - 1 b
" b—a (a—b)P (b—a)? -1 —a

2v 2p

(a—b)P (b—a)? (a—b)P  (b—a)?
_ ] BT tb 2p ab(— v 2 )
" b—a (a—b)P (b—a)? pla—b)’ (b—a)?

2» v > Yo

_b—a)P " (b (~1)Pa ab(1—(-1)P)

—T<1+(1)v —a+ (1) )

vp eN, M} =

(b—a)p! b—(=1)?a ab(l1—(-1)P)
x4 (=1 —a+ (=1)Pb /-

5. (a) T = Vect(I, M1, M3, M3) et donc

" est un sous-espace vectoriel de M (R).

(b) D’aprés la question 4.(e), M3 = i 0 b—a )= ———— 1, puis M3 = MZM; = ———— M.

b—a<b—a 0 ) (b—a)? (b—a)?
4

b— 2
M%:%Izet M3 =

(b—a)?
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a+b

ab

(c) On en déduit que I' = Vect(I;,M7,M3,M3) = Vect(I,M). D’autre part, M; = 2 a+b et en
- _
2
particulier, M n’est pas une matrice scalaire (mz 1 = —1 # 0). On en déduit que la famille (I, M) est libre et donc est

une base de T.

La famille (I, M) est une base de T.

3 8
-1 -3
alors que @1 est la symétrie par rapport a Ker(¢@; — Idg,[x]) parallelement & Ker(@; + Idg, x])-

6.Sia=4etb=2 0onaM;= ( puis d’aprés la question 5.(b), M% = I, ou encore (p% = Idg,[x]- On sait

La question 4.(b) montre que @1(X —4) =X —4 et @1(X —2) = —(X —2). Le polynéme X — 4 est donc un élément non
nul de Ker(¢@q — Idg,[x7) et le polynome X —4 est un élément non nul de Ker(@ + Idg, [x;). Ces deux sous-espaces sont
ainsi de dimension au moins 1. Mais ces deux sous-espaces sont supplémentaires dans un espace de dimension 2. On en
déduit que dim(Ker(¢@q —Idg, [x;)) = dim(Ker(@1 + Idg,x;)) = 1 puis que (X —4) (resp. (X—2)) est une base de la droite
vectorielle Ker(@1 — Idg, x]) (resp. Ker(¢@1 — Idg, x7))-

@1 est la symétrie par rapport a la droite Vect(X —4) parallélement a la droite Vect(X — 2).

‘Partie B - Quelques généralités sur ¢, ‘

2
On en déduit que @ (P) est un polyndéme de degré inférieur ou égal & n + 1. De plus, si on note a,, le coefficient de X™
dans P, le coefficient de X™*! dans ¢ (P) vaut a,(n —n) =0. On en déduit que @ (P) est un élément de R, [X] et donc
que @, est une application de R, [X] dans R, [X].
La linéarité de ¢, s’établit alors comme a la question 1. et donc

b
7. Soit P in R, [X]. Alors le polynome (X—a)(X—b)P’ est de degré au plus n+1 de méme que le polynéme (X _at > P.

@n est un endomorphisme de R, [X].

8. (a) Pour tout réel x, x>—(a+b)x+ab = (x—a)(x—b). Comme « = max(a, b), la fonction polynéme x — x*—(a+b)x+ab
ne s’annule pas sur ], +ool. T est donc continue sur ]o, +oo[ en tant que fraction rationnelle dont le dénominateur ne
s’annule pas sur ]&, +ool.

f est continue sur ], +ool.

(b) Une primitive de f sur T est F : x +— In(x?> — (a + b)x + ab).

(c) Soit y une fonction dérivable sur 1.

~n 2x—(a+b)
2x2—(a+b)x+ab

y solution de (E) sur I & Vx € 1, y’(x) y(x)=0

E1‘()()6‘““")/21_4(x) =0

&xel, y'(x) - %f(x)y(x) =0&Vxel, e M/ 2y (x) — 3

svyxel, (e ™2y)(x) =0
S3ICeR/Vxel e ™M/ 2y(x) =Ce3ICeR/Vxel, y(x) = CenF¥)/2
&S 3ICeR/Vxel, yx) = C(x? — (a+b)x + ab)™?.

Les solutions de (E) sur I sont les fonctions de la forme x — C(x? — (a + b)x + ab)™/?, C € R.
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(d) Soit P € Ry, [X].

PGKGY((Pzp)(E)(X—a)(X—b)P’—n<X— a;b)P:o

svxecl (x—a)(x—b)P/(x) —n (x— a;b) P(x) =0 (car I est infini)
a+b
nx —n——
avxel, Pl(x)— —— 2 P(x)=0

(x —a)(x —b)
&3ICeR/Vxel, P(x) = C(x? — (a+b)x+ ab)? (dapres (c))
&3ICeR/P=CX?—(a+b)X+ ab)P (car I est infini).

Comme (X? — (a +b)X + ab)P est un polynome de degré 2p =n et donc un élément de R, [X], on a montré que

Vp € N*, Ker(gap) = Vect((X2 — (a +b)X + ab)P).

(e) Comme a la question precedente P est dans Ker(@2p+1) si et seulement si il existe C € R tel que Vx € 1,

P(x) = C(x* — (a + b)x + ab)ZP*T1/2,
e Sia=D, cecis’écrit ¥x € I, P(x) = C(x — a)?*! ou encore P = C(X — a)??*'. Dans ce cas, puisque (X — a)?P+!
est bien un élément de R, [X], Ker((p2p+1) = Vect((X — a)2P*1).

+1 2p+1
e Sia#b, cecis’écrit Vx € I, P(x) = Cy/(x — a)(x — 2P . Maintenant, la fonction x — /(x — a)(x — b) P nest
2p+1
pas la restriction & I d’une fonctlon polynome (car par exemple (x —a)(x —Db) P Ib al(2P+1)/2(x oc)p““%
ce qui n’est vérifié par aucun polyndme). Dans ce cas, seul le polynoéme nul est solutlon ou encore Ker(@ap11) =1{0}.

{O}sia#b
¥p €N, Ker(@api1) = { Vect((X — a)*1) sia =b

|Partie C - Intersections de courbes dans le cas ot n = 2|

9. VP € Ry[X], @2(1) = (X —a)?P’ —2(X — a)P. Par suite, @2(1) = —2X+2a, @2(X) = (X—a)? —2X(X —a) = —X? + a?
et @2(X?) = 2X(X — a)? — 2X*(X — a) = —2aX? + 2a*X.

—X? +a? et @2(X?) = —2aX? + 2a%X.

@2(1) = =2X 4+ 2a, ¢2(X) =

10. (a) Soit x € R.

f(x) =g(x) & —2x+2a=—-2ax? +2a’x & ax? — (a? + 1)x+a=0& (x —a)(ax —1) :O(:)x:aoux::—l.

1
Maintenant, puisque a > 1, les réels a et — sont distincts. Ainsi, Cs et Cq admettent exactement deux points d’intersection,
a

1 1
le point A, de coordonnées (a,f(a)) ou encore (a,0) et le point B, de coordonnées (a,f(a)) ou encore (a —— + 2a).

1 2
Cr et Cg admettent deux points d’intersection, les point Aq(a,0) et Bg <—,— + Za).
a’ a

(b) Soit M(x,y) un point du plan.

1
- 2
MeE&sS Ja>1/ a, Sda>1/ a P <:>x€]01[ety_—2x+—
y=—<+2a y=-2c+

2 I
Les points B, appartiennent a ’ensemble E d’équation y = —2x + —.
X
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1\ 1
(c) E est la courbe d’équation 2x?+xy = 2. C’est une courbe du second degré. Son discriminant est A = 1x0— E) =7

Le discriminant est strictement négatif de sorte que E est une conique du genre hyperbole c’est-dire soit une hyperbole
de centre O (puisque 1’équation ne contient pas de terme de degré 1), soit une réunion de deux droites sécantes en O ce
deuxiéme cas n’étant clairement pas le bon.

E est une hyperbole de centre O. I

2
(d) Notons h la fonction x — —2x + —. h est définie sur R*, impaire, strictement décroissante sur ]0, +oo[ en tant que

X
somme de deux fonctions strictement décroissantes sur ]0,4+ool. De plus, lirél+ h(x) = +o0 et hI_P h(x) 4+ 2x = 0 ce qui
X— X— +00

montre que Cp, admet la droite d’équation y = —2x pour asymptote en +oo.

Construction de E.
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| SECOND PROBLEME |

‘Partie A - Etudes de deux fonctions‘

1. (a) F et G sont continues sur R* en tant que quotient de fonctions continues sur R* dont le dénominateur ne s’annule
pas sur R*.
(b) liI(r)l+ F(x) =1 et donc F est prolongeable par continuité en 0 en posant F(0) = 1.
X—
1 —cosx x2/2

X
~ = —. Par suite, lim G(x) =0 et G est prolongeable par continuité en 0 en posant G(0) = 0.
X 0+ X 2 x—0+

2. (a) F et G sont dérivables sur R* en tant que quotient de fonctions dérivables sur R* dont le dénominateur ne s’annule

X COSX — sin'x xsinx — (1 — cosx)

pas sur R*. De plus, pour x > 0, F/(x) = — 2 et G'(x)

x2

vx >0, F/(x) = w et G'(x) = xsinx —1+cosx
x

x2

(b) Quand x tend vers 0,

F(x) = ”%(XZ) — 1+ 0(x) = F(0) + o(x).

F admet en 0 & droite un développement limité d’ordre 1. F est donc dérivable en 0 et de plus F/(0) = 0.

De méme, quand x tend vers 0,

1
G est donc dérivable en 0 avec G'(0) = 7

1
F et G sont dérivables en 0 avec F/(0) =0 et G’(0) = 7

3. (a) Soit x > 0. F(x) =0 & sinx =0 & Jk € N*/ x = k7.

vk € N*, ay = k. I

(b) Soit x > 0. G(x) =0 & cosx =1 & Tk € N*/ x = 2k

Vk € N*, by = 2k I

Pour tout entier naturel non nul, by = ark et la suite (by) est extraite de la suite (ay).
4. (a) Soit k € N*.

e F est continue sur [ay, axi1],

e F est dérivable sur Jay, axi1l,

e Flax) = Flax+1)(=0).
D’aprés le théoréme de ROLLE, il existe xx €]ay, axy1l tel que F/(xy) = 0.

Vk € N*, Ixx €lak, ax1l/ F(xk) =0.

h(x)
2

(b) Pour tout réel x >0, F/(x) = et donc pour tout réel x > 0, F/(x) est du signe de h(x).

(c) Soit k € N*. h est dérivable sur [ak, ax+1] et pour x € [ax, ax+1], h'(x) = cosx — xsinx — cosx = x sinx. Maintenant,
pour x €lay, ay1[=lkm, (k+ 1)7f, on a —x < 0 et (—1)*sinx > 0. On en déduit que la fonction (—1)*h’ est strictement
négative sur Jay, axy1[ et donc que h est strictement monotone sur [ay, Qy41].

Yk € N*, la fonction h est strictement monotone sur [ay, ax41].
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(d) La fonction h est ainsi injective sur [ax, ax+1] et en particulier s’annule au plus une fois sur [ay, ax11]. D’aprés la
question (b), il en est de méme de la fonction F’ ce qui montre 1'unicité du réel xy.

(e) Soit k € N*. h(ay) = kmcoskm — sinkm = (—1)%krt et h(ax + g) — (K + g) cos(kr + g) — sin(km + g) — _(=1)~.

Par suite, h(ayx)h(ax + g) = —k7t < 0. Ainsi, la fonction h est continue sur [ay, ax,1] et vérifie h(ay)h(ay + g) < 0. Le

théoréme des valeurs intermédiaires montre que la fonction h s’annule au moins une fois dans l'intervalle Jay, ay + 3 [. Par

. Tt
unicité de xy, on a donc xi €lay, ax + z[.

VkEN*,xke}ak,ak-i-g{.

(f) Pour tout k € N*, on a x > k. Comme lim k7 = +o00, on a lim xix = +oo. Plus précisément, pour tout entier
k— 400 k— 400

kEN*,onakn<xk<k7T+§etdonc

Xk 1

1 X
Comme lim — =1, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que lim “K =1 et donc que
k— oo 2 k— 400 K7T

Xk ~ k7.
k— 400

5. Courbe représentative de F.

39

T X1 27 | 3, X3 A
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‘Partie B - Deux fonctions définies par des intégrales

6. Soit x € R. Les deux fonctions t — f(t) cos(xt) et t — f(t)sin(xt) sont continues sur le segment [0, 1]. On en déduit
I'existence des deux réels I¢(x) et J¢(x).

Les deux fonctions Is et J¢ sont définies sur R. I

7. Soit x € R.

1 1

f(t) sin(—xt) dt = —J f(t) sin(xt) dt = —J¢(x).

1
I¢(—x) =J f(t) cos(—xt) dt =J f(t) cos(xt) dt = I¢(x) et J¢(—x) =J ,

0

I+ est paire et J¢ est impaire. I

8. (a) Soit x > 0.

1 1 1 1

f(t)(cos(xt) +isin(xt)) dt = J f(t)et*t dt.
0

Le(x) +1J¢(x) = J

f(t) cos(xt) dt + iJ'
0

f(t) sin(xt) dt = J'
0

0
ixt

Maintenant, les deux fonctions t — f(t) et t — sont de classe C! sur le segment [0,1]. On peut donc effectuer une

intégration par parties qui fournit

X

ixtqt=1 1 ixt ix 1
R e I AU e o) 1

I
o

Vx > 0, If(X) -‘rl]f( ) =

(b) Les fonctions f et f’ sont continues sur le segment [0, 1] et donc bornées sur ce segment.
(c) Soit x > 0.

ix 1
f(])e 7f(0) 1 J f/(t)eixt dt

ILe(x) +1iJ¢(x)] = |7_

X X Jo
f()le™| +[f(0)] 1 (" : f(D+ ) 1!
X X Jo X x Jo
1 /
2
MM g
X X Jo
. 2M + M/
Vx >0, [I¢(x) + iJ¢(x])] < —
2M + M/
(d) Comme lim MM 0, on en déduit que lim I¢(x)+1iJ¢(x) =0 puis que lim I¢(x) = lim J¢(x) =0.
X— 400 X X— +00 X— +00 X— +00
lim If(X) = lim ]f(X) =0.
X— +00 xX— +00
(e) Puisque la fonction I est paire, on a aussi lim I¢(x) = lim If(—X)= lim I¢(X) =0et de méme lim J¢(x)=0.
X— —00 X— +o00 X— +o00 X— —00

lim If(X): lim ]f(X):O
X— —00 X— —00

9. (a) Soient p et g deux réels. cosp —cosq = —2sin (#) sin <¥)

http ://www.maths-france.fr 8 © Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés.



(b) Soit u € R. La fonction t + sint est dérivable sur R et Vt € R, sin’(t)| = |cost| < 1. L’inégalité des accroissements
finis fournit alors

[sinu] = |sinu—sin0] < 1 x [u—0] = [ul.

Vu e R, |sinu| < |ul. I

(c) Soient x et y deux réels.

1 1
J f(t) cos(xt) dt—J f(t) cos(yt) dt
0 0

! _((x—yt) . [(x+y)t
—2 L f(t) sin ( 5 ) sin ( 5 ) dt
sin <(X —zy)t)‘ ’sin ((X Jrzy)t)’ dt

Te(x) = Ie(y)l =

1
J f(t)(cos(xt) — cos(yt)) dt
0

1
< ZL (1)

o 1
x zy)t « 1 dt:\x—y\J LI (4] dt.
0

1
< ZL (1)

1

Vi, y) € R, [Ii(x) — L(y)| < \x—y\L {f(b)] dt.

(d) Ainsi, la fonction If est lipschitzienne sur R et en particulier continue sur R.

I+ est continue sur R. I

10. Soit x > 0. Pour t € R, posons f(t) = 1. On a alors

1 . t=1 .
Te(x) = JO cos(xt) dt = [Smi"t)} L. )
t=0

et

! X t=1 o
J¢(x) :J sin(xt) dt = [M} _ 1 —cosx

0 X

t=0

SiVteR, f(t) =1, alors Vx > 0, I¢(x) = F(x) et J¢(x) = G(x).
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