CONCOURS COMMUN 2007

DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve Spécifique de Mathématiques
(filiere MPSI)

Premier probléme
I. Etude d’une fonction

1. ¢ Etude en 0 a droite. D’aprés les théorémes de croissance comparées

1
lim f(x) = lim —e = = _lim X?¢ X =0=1(0)
x—0 x—0 X X— 400
x>0 x>0

f f

i =0 i et o m xeX =0
x—0 x—0 x—0 X3 X— 400

x>0 x>0

Donc f est dérivable a droite en 0 et f}(0) = 0.

f est continue et dérivable & droite en 0 et f;(0) = 0.

1
e Etude en 0 a gauche. lim e * = +oo et lim — +00. Donc lim f(x) = +oc0.
x—0 x—0 X x—0
x<0 x<0 x<0

HH%) f(x) = 400 et f n’est pas continue & gauche en 0.
X—
x<0

Donc f est continue a droite en 0. :
2. e Limites de f en +o0o et —oo. Quand x tend vers 400 ou vers —oo, — tend O et e~ x tend vers 1. Donc
X

lim f(x)= lim f(x)=0.

X— —00 X— +00

On en déduit que la droite (Ox) est asymptote & (4) en +oo et en —oo.

e Dérivée et variations de f. f est dérivable sur R* en tant que produit de fonctions dérivables et pour x # 0,

2 . 1 1T s —2x+1 1
f/(X) :7)(—36 ’l‘ +X_2 X (ﬁe l> = Te ’IC
Le signe de f’ est clair et on peut dresser le tableau de variations de f :
X —00 0 1/2 +o00

+ 0 + 0 —
+00 4e=?
0 0 0
3. f est deux fois dérivable sur R* et pour x # 0

2 ' 2 2
0= (54 get) = (G- B et 2l S b,

x|=
®]=

x4 x4 x5 x6 x6
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3—V3

Sur R*, f” est du signe de 6x*> — 6x + 1. Ce trinome admet deux racines distinctes a savoir les réels x; = Z et
3+43 o . : oA

= . Par suite f” s’annule en changeant de signe en x; et x2 et la courbe (%) admet deux points d’inflexion,

les points d’abscisses x7 et x,. De plus f” est strictement positive sur ] — oo, 0[, sur ]0,x1[ et sur ]x,, +oo[ et strictement

négative sur xq,x2[. Donc

X2

3443
6

3—V3 343
6 ' 6

, +00

et concave sur l

4. Graphe de f. Voir page suivante.
II. Calcul d’aires

5. Soit h €]0, 1[. Puisque f est continue et positive sur [h, 1],

1 1
1 1
o (h) = J' f(x) dx = J X—ze_]/x dx = [6_1/X}h =e ' —e /M unités d’aires.
h

Vh €]0,1[, «/(h) = e ! —e~"/™ unités d’aires ou aussi &/ (h) =4(e”! — e~ /") cm?.

6. Quand h tend vers 0 par valeurs supérieures, on obtient

lim 7 (h) =e ! unités d’aires.
h—0+
III. Résolution d’une équation différentielle
2 1
7. Soit I I'un des deux intervalles | — co, 0[ ou ]0, +oo[. Sur I I’équation (E) s’écrit encore y’ + (; — x_z) y = 0. Comme

2 1
la fonction x — — — — est continue sur I, on sait que les solutions de (E) sur I constituent un R-espace vectoriel de

X
dimension 1. De plus, pour x € I,

x

x2 x?2

—2x+1 1 2x—1
= +

X2/ (x) + (2x — 1)f(x) e ¥ =0.

Ainsi, la fonction f est une solution non nulle de (E) sur I et donc

les solutions de (E) sur | — oo, 0[ ou sur 0, +oo[ sont les fonctions de la forme Cf ou C est un réel.

Si on n’a pas constaté que f est solution de (E) sur I, on doit résoudre directement :
Soit g une fonction dérivable sur I.

2 1
g solution de (E) sur I & vx € 1, g’(x) + (; — x_z) g(x) =

2
S Vx el exp (21n|x| + l) g’(x) + (—2 — 1) exp (21nx + l) g(x)=0
X x2 X X
1
&SVWxel, (exp (21n Ix| + ;) 9)/(x) =0 ¥xel, (x2exg)(x) =0

1
& dC e R/, vx €1, xze%g(x) =C&3dCeR/;vx el gx) = C—ze_%
X
8. On note que la fonction nulle est solution de (E) sur R. Soit g une solution quelconque de (E) sur R. Nécessairement
les restrictions de g & ] — 0o, 0[ ou ]0, +00[ sont solutions de (E) sur ces intervalles et d’autre part nécessairement g(0) = 0.
Ainsi, si g est solution de (E) sur R, il existe nécessairement (Cq, C2) € R? tel que

Cqif(x)six>0

Vx €R, gx) =< 0six=0 =3 0six—0

Cif(x) six <0

Cif(x)six >0
{ (aller a la page 4).
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Réciproquement une telle fonction est solution de (E) sur R si et seulement si elle est dérivable en 0. D’aprés la question
1., g est dérivable en 0 a gauche si et seulement si C, =0 et dans ce cas, gé (0) = 0. D’autre part g est dérivable & droite
en 0 pour tout choix de Cy et de plus g}(0) = 0. Enfin pour C; =0 et C; quelconque, g est dérivable & gauche et & droite
en 0 avec g, (0) = g4(0) = 0 ce qui montre que g est dérivable en 0 et donc solution sur R.

Cf(x)six >0
0six <0
de la forme CfX[0,+00[ OU X[0,+00[ €St la fonction caractéristique de [0, +ool.

Les solutions de (E) sur R sont les fonctions de la forme x — { , C € R ou encore les fonctions

IV. Dérivées successives et polynémes associés

1
9. La fonction x — —— est de classe C* sur ]0, +oo[ & valeurs dans R en tant que fraction rationnelle définie sur ]0, 4+oo[
X

et la fonction y — eY est de classe C* sur R. Donc la fonction x — e~ est de classe C® sur 10, +oo[. Mais alors la
fonction f est de classe C*® sur ]0, +oo[ en tant que produit de fonctions de classe C* sur ]0, +ool.

f est de classe C* sur ]0, +oo[.

10. Montrons le résultat par récurrence.

1 P
e Sin=0,onapour x>0 fO(x)="f(x)= —26_% = %o)i)ze_% ol Vx > 0, Po(x) =1 et le résultat est vrai
X e
sin=0. P
e Soit n > 0. Supposons qu'il existe un polynome Py, tel que ¥x > 0, (™ (x) = #@67%- Alors
1 . (2n+2) o Pa(x) 1 xXFPL(x)4+ (1 =2(m+1)x)Pu(x)
1 o 1 1 n 1 n _1
FD () = PL(X) X gz e > = — g Palx)e > + Fge = —= nia e .

Pour x > 0, posons Py 1(x) = x?P/(x) + (1 —2(n + 1)x)Px(x) (1). Alors P, est un polynéme tel que pour
1

P (x)
; (41 (y) = 1 1
tout réel x > 0, "1 (x) 2m+1)+2 e x.

Le résultat est démontré par récurrence.

On note que la suite des polyndmes P, est uniquement définie par récurrence car ]0, +oo[ est un ensemble infini.

11. Py = 1. D’aprés les résultats des questions 2. et 3., Py = —2X + 1 et P, = 6X? — 6X + 1. Ensuite
P3 = X2P) + (1 —6X)P2 = X?(12X — 6) + (1 — 6X)(6X? —6X + 1) = —24X3 + 36X% — 12X + 1,
et enfin

Py = X?P4 4 (1 — 8X)P3 = X?(—72X? 4+ 72X — 12) + (1 — 8X)(—24X3 4+ 36X> — 12X + 1)
= 120X* — 240X3 + 120X% — 20X + 1,

Po=1,P; =1—-2X, P, =6X?> —6X+1P3 =—-24X3 +36X2 — 12X + 1 et P4 = 120X* — 240X3 + 120X? — 20X + 1.

12. Soit n € N. En évaluant en 0 les deux membres de 1’égalité (1), on obtient P,41(0) = Pn(0). Par suite, la suite
(P1.(0))nen est constante et donc Yn € N, P, (0) = Py(0) = 1.

Montrons par récurrence que Vn € N*,  deg(P,,) =n et dom(P,) = (—1)"(n+ 1)L
e Puisque Py = —2X + 1, le résultat est vrai quand n = 1.
e Soit n > 1. Supposons que deg(P,) =n et dom(Py,) = (—1)™(n + 1)!. Alors deg(P}) =n—1 (car n > 1) et donc
deg(X?P/) =n+ 1. D’autre part, deg((1—2(n+1)X)Py,) = degXP,, = n+ 1. Ceci montre déja que deg(Pni1) <n+1.
De plus le coefficient de X™*! dans Pny1 vaut :

ndom(Py,) — 2(n + 1)dom(Py) = —(n + 2)dom(Py) = —(m +2) x (=) (n+1)! = (=) (m +2)!,

ce qui démontre le résultat par récurrence

Le résultat restant valable pour n = 0, on a montré que

vn €N, ,deg(Pn) =n, dom(Pn) = (—1)"(n+ 1)l et P (0) = 1.
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13. Soit n € N. Pour x > 0,

01 (x) = (exp(—1/x)) ™1 () = ((exp(~1/x))") ™) () = (Lgexpl—1/2))(™ () = 17 [x).

On a montré que

vn e N, gnt! = fn),

14. Formule de LEIBNIZ. Soient n un entier naturel non nul puis f et g deux fonctions n fois dérivables sur un intervalle
I de R a valeurs dans R ou C. Alors f x g est n fois dérivable sur I et

15. Soit n un entier naturel non nul. Alors n+ 1 > 2 et pour x > 0, on a d’aprés la formule de LEIBN1Z

(m+1n
2
=x2 M (x) + 2(n + Dxf™ (x) + n(n+ 1DF D ().

g™ () = x2 D () + (n+ 1) x 2xf(™ (x) + x 21 (x)

Mais alors

oMt =M = x>0, x? P;‘;jfjf) e  +2(n+ UX:;n(_):g e +n(n+ 1)P"X’2‘n(") e v = l’;n(ﬂ e ¥
= Vx>0, Pyt (x) 4+ 2(n+ 1)xPa(x) + n(n + 1)x?Pp_1(x) = Pr(x)
= Vx>0, Prg1(x) = (1 =2(n+ 1)x)Pa(x) —n(n + 1)x*Pn_1 (x).
vn e N* Vx>0, Pruai(x) = (1 =2(n+ 1)x)Pu(x) —n(n+ 1)x?Pn_1(x) (2).
16. Soient n € N* et x > 0. Les égalités (1) et (2) fournissent
X2PL(x) + (1 =2m+1)x)Pr(x) = (1 = 2(n + 1)x)Pn(x) —n(n + 1)x*Pr_1(x),
et donc
¥n e N* vx >0, P/ (x) = —mn(n+ 1)Ph_1(x).
17. Soit n € N. En dérivant I'égalité (1) et en tenant compte de I'égalité P, ; = —(n+2)(n+1)Py, on obtient pour x > 0
—(M+2)(n+ 1)Pr(x) = 2xPL (x) + x?PZ(x) — 2(n 4+ 1)Pr(x) + (1 = 2(n + 1)x)PL (x),
et donc

vn e N, Vx >0, x2P/(x) + (1 — 2nx)P/ (x) + n(N + 1)P,(x) = 0.
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Deuxiéme probléme
I. Changement de bases et division euclidienne

18. Soit (A1,A2,A3) € R3.

AMQ1+A2Q2+A3Q3 =0=Vj €{1,2,3}, AQ1(a;) +A2Q2(aj) +A3Q3(aj) =0

A1Qi(a1) =0

= ¢ A2Q2(a2) =0 (car Vi #j, Qi(a;) =0)
A3Qz(az) =0
A =0

=< A2=0 (carVi, Qi(ai) #0).

A3 =0

On a montré que

la famille (Q7, Q2, Q3) est libre.

1sii=]j

Osii#j

20. Les trois polynomes Py, P2 et P3 sont bien éléments de R, [X]. Puisque aj, az et az sont trois réels deux a deux
distincts, la question 18. montre que la famille (Py,P2,P3) est une famille libre de R, [X]. Enfin, card(P1,P2,P3) =3 =
dim(R[X]) < +00. On en déduit que

19. En posant a3 =1, a; =3 et a3 =5, on a ¥(i,j) € {1,2,3}%, Pi(a;) = 8i; = {

la famille & = (Pq, P2, P3) est une base du R-espace vectoriel R;[X].

15 1
D XX, Py = —
8 +8 y P2

5

4

30 1., .. 3

1
X4 -
*3

21. Py
Z est

X2. Donc la matrice de passage de la base Z a la base

2

22. La matrice A est la matrice d’une base dans une autre (ou encore A est une matrice de passage) et donc la matrice
A est inversible. A~ est la matrice de passage de la base £ a la base %. Or

p1:§fx+%xz X2 = —3+4X + 8P; X2 = —3+4X + 8P;
15 1 3 1
5 3 1 = _ _(— - __
PZZ_Z+§X_ZXZ & Py = 85 >;+8(13+4X+8P3) VEY P1—21 2)](+P3
3 1,1 Py=—S4+IX——(—3+4X+8P Py=—-4=-X—-2P
P3:§7EX+§X2 2 4+2 4( 3+ + 3) 2 2+2 3
2 __
Xs=—-34+4X+8P3 X2=—3+4X+8P3
g X =1 2R 4P & { X=1+2P, +4p;
P]Zz—z(1+2pz+4p3)+P3 Pi=1-P2—P3
1=P1+P2+P;3 1=P1+P2+P;3
= X=(P1 +P2+P3)+2P, +4P3 & X =Py +3P,+5P3
X2 = —3+4X + 8P3 X2 = —3(Py + P, + P3) +4(P; + 3P, +5P3) + 8P3
1=P1+P2+P;3
= X =P; + 3P, +5P;3
X? =Py + 5P, + 25P;
Mais alors
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23. Soient (P1,P2) € R[X]? et (A1,A2) € R2. La division euclidienne de Py par Py s'écrit Py = Q1Po + P7 ot Q7 € R[X]
et deg(P1) < deg(Po) = 3 et la division euclidienne de P, par Py s’écrit P, = Q2Po + P2 ot Q2 € RIX] et deg(P2) <
deg(Po) = 3. Mais alors

APy 4+ A2P2 = A1 (Q1Po + Py) +A2(Q2Po + P2) = (A1 Q1 +A2Q2)Po + (A1 Py + A2P2).

Comme deg(?\lﬁ + 7\2]3;) < Max{deg(ﬁ), deg(l/’;)} < 3 = deg(Py), le reste de la division euclidienne de A;Py + AP, par
Po est A1P7 4+ A2P> ou encore

F(A1P1 + A2P2) = M Py + AaP2 = APy + APs = Af(Pq) + A2 f(P,).

On a montré que

f est linéaire.

24. VP € R[X], P € R2[X] et donc Im(f) C R,[X]. Réciproquement, soit Q € R;[X]. Puisque deg(Q) < 3 = deg(Py), la
division euclidienne de Q par Py s’écrit

Q=0xPo+Q,

et en particulier Q = (AQ € Im(f). Ceci montre que R;[X] C Im(f) et finalement que

Im(f) =Ry [X].

25. Soit P € RIX]. f(P) =0 & P =0 & P est divisible par Po.

Ker(f) = {multiples de Py} = {QPy, Q € R[X]} = PoR[X].

26. On a vu 4 la question 24 que si Q € R,[X] = Im(f) alors f(Q) = Q. Par suite, pour tout polynéme P, f>(P) = f(f(P)) =
f(P) (le polynéme Q = f(P) étant dans Im(f)). Donc

f2 =1

On sait alors que f est la projection sur son image parallélement & son noyau (qui sont supplémentaires dans ce cas) ou
encore

f est la projection sur R;[X] parallélement & PoR[X].

27. Soit P € R[X]. P est un élément de R, [X] et puisque & est une base de R;[X] il existe trois réels A1, Az et A3 tels que
P= AP1 + APy + A3Ps.

En évaluant en 1, on obtient A = 5(1) d’aprés la question 19. De méme en évaluant en 3 et 5, on obtient Ay = §(3) et
A3 = P(5). Maintenant la division euclidienne de P par Py = (X — 1)(X — 3)(X — 5) s’écrit

P=Q(X—1)(X—3)(X—5)+P,

~

ol Q est un certain polynome. En évaluant de nouveau en 1, on obtient P(1) = P(1) et de méme P(3) = P(3) et P(5) = P(5).
Finalement

VP € R[X], P = P(1)P; + P(3)P2 + P(5)P;.

28. En particulier, 1 :/]\:] XP14+1XxP+1xP3=P1+P2+P3puisX=1%xP;+3xP2+5%xP;=P;+3P,+5P; et
X2 =12 x Py 4+ 32 x P2 + 52 x P3 = P; + 9P, + 25P3. On retrouve ainsi les résultats de la question 22.
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I1. Calcul matriciel

29.

2
M —-I)(M =30)(M —=5I) = ( 2
0

4
—| 4
0

D’autre part, il y a encore 5 produits autres que le produit (M — I)(M — 3I)(M — 5I) se déduisant de ce produit par
permutations des facteurs. Mais (aM 4 bI)(cM + dI) = acM? + (ad + bec)M + bdl = (cM + dI)(aM + bI). Par suite les
trois facteurs commutent deux & deux et donc

o R~ ONDN
o
\/
—
|
ONI\J
|
ONI\J
\
NOO
~
Il
—
o o o
o o o

(M—T)(M—30(M—5I) =(M—I)(M—50)(M—3I) = (M—3)(M—I)(M—5I) = (M—3I)(M—5[)(M—1)

0.

= (M —=50)(M—T)(M —3I) = (M —5I)(M — 3)(M — )

30. E = Vect(I, M, M?) et donc

E est un sous-espace vectoriel de .Z3(R).

31. La famille (I, M, M?) est une famille génératrice de E et donc dim(E) < 3. Montrons que cette famille est libre. Tout
d’abord

320 320 13 12 0
M2=1[ 2 3 0 230 =12 130
0 0 3 0 0 3 0 0 9
Soit alors (a,b,c) € R3.
100 320 13 12 0 0 0 0
al+bM+cM?=0=a| O 1T 0 |+b| 2 3 0 |+c| 12 13 0 |=|0 0 0
0 0 1 0 0 3 0 0 9 0 0 0

4c =0 (L3 — L) c=0

2b+12¢=0 > -
= a+3b+%=0 = ib++3z)2i;c0—0 = ib+_3>l())—0 Sa=b=c=0.
a+3b+13c=0 B -

a+3b+13c=0 a+3b=0

Ainsi, la famille (I, M, M?) est libre et donc est une base de E. En particulier

dim(E) = 3.

32. Montrons que @ est linéaire. Soient (aj, by, cy,az2,b2,¢c2) € R®, (A1,A2) € R? puis P; = aj + b1X + ¢1X? et
P, =a; +b,X+ CzXZ.

@ (A1P1 +A2P2) = (A1ar +A20a2)T+ (A1b7 +A2b2)M + (Arcr + Azca)M?
=A(a T+ biM+ 1 M?) + Az(azl + baM + c2M?) = M @ (Py) + A, @(P2).

Ainsi 'application @ est une application linéaire de R,[X] vers E. De plus, I'image par @ de la base (1,X,X?) de R,[X]
est la base (I, M, M?) de E et donc

@ est un isomorphisme de R, [X] sur E.
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33. On a vu a la question 28. que

1=Py+P,+P3
X =Py +3P,+5P3
X2 = P + 9P, + 25P;3

)

et le résultat de la question précédente permet alors d’écrire

[=®(1) = ®(Py + P2+ P3) = ®(Py) + ®(P2) + ®(P3) =By + B2 + B3
M = ®(X) = O(Py +3P2 +5P3) = O(Py) +3D(P,) + 5®(P3) =By + 3B, +5B3
M? = O(X2) = ®(P; + 9P, + 25P3) = ®(P;) + 9D(P;) + 25@(P3) = B + 9B, + 25B3

[=B1+B2+B;3
M =B; 4+ 3B, +5B3

M2 = B1 + 9By + 25B3

1
34.0On a By = g(M — 3I)(M — 5I). La premiére égalité de la question 29 fournit alors (M — I)B; = 0. En multipliant les

deux membres de cette égalité par M — 31 ou M — 51 et en tenant compte du fait que les différents facteurs commutent
deux & deux, on obtient BoB; = B3B; = 0. Ob obtient de méme B,B; = B,B3 = B3B; = B3B, =0.
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