CONCOURS COMMUN 2007
DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve de Mathématiques
(toutes filiéres)

| PREMIER PROBLEME]

|Partie A - Généralités|

1
1. o La fonction t — —— est de classe C* sur R’ a valeurs dans R et la fonction x — e* est de classe C* sur R. Donc la
fonction f : t— e 1/t est de classe C® sur R%.
e Mais alors la fonction g est de classe C*° sur R’ en tant que quotient de fonctions de classe C* sur R’ dont le

dénominateur ne s’annule pas sur R% .

Les fonctions f et g sont de classe C* sur R7. I

De plus pour tout réel t strictement positif,

! 1 1/t eil/t
(1) =tx e/t = —— =g(t)
2. D’aprés un théoréme de croissances comparées, on a
e—]/t e X
lim g(t) = lim = lim — = lim xe *=0.
t—0 t—0 t x—+400 1/x Xx— 400

t>0

Par suite la fonction g a une limite réelle en 0 et est donc prolongeable par continuité en 0 en posant g(0) = 0.

Montrons que le prolongement obtenu, encore noté g est dérivable en 0. D’aprés un théoréme de croissances comparées,
on a

t) — 0 -1/t

im IW =90 T x2e —o.
t—0 t—0 t=0 t2 X— 400

t>0 t>0

On en déduit que

g est dérivable en 0 et g’(0) = 0.

3. g est dérivable sur ]0, +oo[ et pour t > 0,

iy HO—F1) _ glt) —f(t) _ (1—t)f(t)
9'(t) = 12 - 12 - 13 )

Le signe de g’ est clair. On en déduit le tableau de variation de g :

puis le graphe de g :
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o=

—_ 1 — 4

1
4. 4.a. La fonction t — ¢ ( ) est continue sur ]0, +oo[ et on sait que H existe. Pour x > 0 donné,

t
H(x) = LX g G) dt = LX te t dt.

Maintenant, les deux fonctions t — t et t — —e~* sont de classe C! sur ]0,4+o0[. On peut donc effectuer une intégration
par parties qui fournit
X

H(x) = [~te ']} _J' —e tdt=-—xe *+e '~ [e*t]] =—xe “+e
1

2
T e 4e! :E—(er])e’X.

2
Vx >0, H(x) = o (x+ 1)e ™.
4.b. Posons h =x — 1 ou encore x = 1 4+ h de sorte que x tend vers 1 si et seulement h tend vers 0.

H(x) =2 '—(2+hle "™ =2¢"—e'"2+hle ™

2 6

6

h—0

hZ h3 71]13
= 2 '—e'2+N) <1 —h+—=——— +0(h3)) —eTh- ¢ + o(h3),

et donc

5. a. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.
t f(t) 1

Pour t >0, ft) = — & — = — & g(t) =
n t n

. Or la fonction g est continue et strictement croissante sur I'intervalle

21—

[—

10, 1[. Donc la fonction g réalise une bijection de

1 1 1
o €]0, E[' On en déduit que - admet un antécédent o, et un seul dans ]0, 1].

1 1 1
0,1 sur ]lim g, lim g[=]0, —[. Comme . > 3 > e, on 0 < — < — ou encore
0 1 e n e

Pour tout entier n > 3, I’équation (E,) admet une solution et une seule dans ]0, 1[.

1
> s g(an41). Puisque g est strictement croissante sur 10, 1[, on en déduit que
n
1
> o g(Bn+1). Puisque g est strictement décroissante sur ]1,+oo[, on en déduit

1
5.b. Soit n > 3. On a g(an) = o
1

Xn > Xne1. De méme ¢g(Bn) = -

que Bn < Pn+1.- On a montré que

la suite (&tn)n>3 est strictement décroissante et la suite (3n)n>3 est strictement croissante.

c. La suite (otn)n>3 est strictement décroissante et est minorée par 0. Par suite la suite (otn)n>3 converge vers un réel
1€ [0,1] (car Yn > 3, 0 < an < 1). De plus par continuité de g sur [0, 1] et donc en 1 on a

g)=g¢g( lim on)= lim ¢g(a,)= lim ]—:O.

n— -+oo n— -+o0 n—-+oo M
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Comme ¢ est strictement positive sur ]0, 1], on ne peut avoir 1 > 0 et donc 1 = 0.

De méme, la suite (fn)n>3 est strictement croissante et donc ou bien converge vers un réel 1 € [1,4o00[ ou bien tend vers
+00. Mais dans le premier cas, par continuité de g sur [1,+oco[ et donc en 1l on a

=0.

1
n——+oo n—+oo T

g(l) =g( lim Bn) :ngrfoog(ﬁn) = lim

Ceci est absurde car g est strictement positive sur [1,+oo[. Donc lirf Bn = +oo.
mn— +00

lim o, =0et lim P, =+c.
n—+oo n—+oo

‘Partie B - Etude d’une courbe paramétrée‘

6. Soit t €]0, +ool.

—t —t
X(t)zy(t)'{:)’t—zzT®t:].

t —t/t
7. Soit t > 0. Alors M(t) # O et la pente de la droite (OM(t)) est % = % =t. Quand t tend vers 0 par valeurs
supérieures, la pente de la droite (OM(t)) tend vers 0 et quand t tend vers +oo, la pente de la droite (OM(t)) tend vers

+o00.

1 1T _ 2 (1—2t)e” '/t (1—t)e 1/t )
8. Pour t > 0, x'(t) = L Vt_ &€ 1t = —a et y'(t) =g’(t) = — Les signes de x’ et y’
sont clairs. On en déduit le tableau des variations conjointes des fonctions x et y.
t 0 1/2 1 +o0

x'(t) + 0 -

4e—2
X / \
0 0
e—]
0 0
+ 0

y'(t)

9. e La question 7. montre que quand t tend vers O ’arc se prolonge par continuité en le point (0,0) et que la tangente
en ce point est paralléle & Paxe des abscisses. De méme quand t tend vers 400 I’arc se prolonge en le point (0,0) et que
la tangente en ce point est paralléle a ’axe des ordonnées.

e L’arc t — M(t) est régulier. Pour t > 0, y’(t) = 0 & t = 1. On a une tangente paralléle & (Ox) en le point M(1) =

1
(e 1,e1). De méme, Pourt >0, x'(t) =0 & t = 7 On a une tangente paralléle a (Ox) en le point M(1) = (4e2,2e2).
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‘Partie C - Fonctions définies par des intégrales‘

10. 111% f(t) = lir% e "/t = 0. Donc f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 0. Le prolongement obtenu, encore
t— t—
t>0 t>0

noté f, est continu sur [0, +oo[. Ensuite, pour t > 0
f(t) —f(0) _ f(t)
t—0 ot
f(0)

f(t) —
et donc par continuité de g en 0, le rapport (‘)[70 tend vers g(0) = 0 quand t tend vers 0 par valeurs supérieures.

=g(t),

On en déduit que

f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.

Enfin, pour t =0, 0 x f'(0) =0 = ¢(0) et I’égalité de la question 1. est encore valable pour t = 0.
11. 11.a. Soit x € R%.. Les fonctions f et g sont continues sur [0,x] et donc F(x) et G(x) existent. De plus

X X

(f(t) + g(t)) dt = L (f(t) + tf/(t)) dt = [tf(t)]y = xf(x) — 0 =xe /.

F(x) + G(x) = J

0

Vx >0, F(x) =xe "/* — G(x).

11.b. Soit x un réel supérieur ou égal & 1. Puisque x > 0 et que g est positive sur [0,x], on a déja G(x) > 0 par positivité
de 'intégrale. Ensuite

1! 1 1! 1
c. Mais alors, pour x > 1, 0 < Gx) < —| g(t) dt+ n(x). Comme lim —J g(t) dt + n(x) = 0, le théoréme des
X X 0 X— 400 X 0 X
, . G(x)
gendarmes permet d’affirmer que hrf = 0 ou encore que
X— 400
Gk =, =, o)

FO) _ pmx G
X

Ensuite, pour x > 1, — . Quand x tend vers +o00, cette derniére expression tend vers 1 — 0 = 1. Ceci
X

montre que

1 1
12. Sur ]0, +oo[, I’équation (E) s’écrit encore y’+ —VY = 1. Les deux fonctions x — — et x — 1 sont continues sur ]0, +oo[
x x

et on sait que les solution de (E) sur ]0,+oo[ constituent un R espace affine de dimension 1.
Soit y une fonction dérivable sur ]0, +ool.

1 1
y solution de (E) sur ]0, +oo[ & Vx > 0, y'(x) + (x)=1&Vx>0, e *y'(x)+ X—e_”"y(x) —=e /X

X—zy
& Vx>0, (fy)'(x) =f(x)
F
£3CER/ Vx>0, fy(x) = C+Flx) & 3C ER/ Vx>0, y(x) = —— +
flx)  f(x)
& 3CEeR/ Vx>0, y(x) = Ce ™ +e!/*F(x),
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Les solutions de (E) sur ]0, +oo[ sont les fonctions de la forme x — Ce'/* 4+ e!'/*F(x), C € R.

‘Partie D - Etude qualitative d’une équation différentielle‘

13. x = 0 fournit 0 +y(0) = 0 et donc

14. En dérivant on obtient pour x € [0, +o0o[
X2y (x) + 2xy’ (x) +y'(x) = 2x,
puis x = 0 fournit y'(0) = 0. En dérivant deux fois grace a la formule de LEIBNIZ, on obtient pour x € [0, +o0o[
X2y (x) +4xy” (x) + 2y’ (x) + y"(x) = 2,

puis x = 0 fournit 2y’(0) +y”(0) = 2 et donc y”(0) = 2.

u =0et u, =2. I

15. Si (E) admet une solution de la forme y : x — ax? + px +y alors nécessairement y = y(0) =0, p =y’(0) = 0 et
y”(0)
X =

de (E) sur ]0, +oof,

=1 de sorte que y est nécessairement la fonction x — x?. Comme cette fonction n’est clairement pas solution

I'équation (E) n’admet pas de solution de la forme x — ax? + px + 7y sur 10, +ool.
16. 16.a. Soit n un entier supérieur ou égal & 3. En dérivant n fois les deux membres de I’équation (E), on obtient

n
2

= x>0, 2y ™ (x) 4+ 2nxy™ (x) + nn — 1y (x) +y M (x) =0
=vx >0, 2y (x) + (1 4+ 2nx)y™ (x) + n(n = NHy™ 1 (x) = 0.

> 0,2 () ) =% = v 0, ) M () @)™ () @012 00+ 5 ) =0 fearn 2 3)

vn >3, ¥x >0, x2y™ 1 (x) + (14 2nx)y™ (x) + n(n — Ny (x) = 0.

Quand x = 0 on obtient u, + n(n—1)u,_; =0.

Yn>3 up=-—nn-—Tu,_1.

16.b. Soit n un entier supérieur ou égal a 3.
Un=—TM—T)x—Mm—=T)Nn—=2)x...x3x2xuw=(1"2nx((n—=1)x...x3x2)2=(=1)"2n((n—1)1)?3,

ce qui reste vrai pour n = 2.

UW=uw =0etm>2, un=(—1"2n((n—=11N2 =(-1)"n! x (n—1)..

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Puisque y est de classe C* sur [0, +ool, y admet en 0 (& droite) un développement
limité & l'ordre n, son développement de TAYLOR-Y OUNG :

n
ny _ 1)k ek n
xﬁo x>0 Z X +olx )_Z( (k= T1)Ix" +o(x").
k=0 k=2
A Tordre 0, on a y(x) = Oo(]) et a Pordre 1, on a y(x) = OO(X)_
x—0, x> X0, x>
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| DEUXIEME PROBLEME

‘Partie A - Etude d’un mouvement dans ’espace

cos(t) _ cos(t)

1. Soit t € R. a(t) +c(t) = =0 et donc N(t) € P.

V2 V2
2. Soit M = (x,y,z) un point de &.
x=A
x+z=0 z X B
M6P0Q<:>{X+y+z_3zo <:>{ 3 S IAeR/ 1;:_)\.

3. Soit t € R.

cos?(t)
2

a2(t) + b2(t) + c2(t) = cos’(t) sin2(t) +

=1

2

Donc

Vvt € R, N(t) appartient & la sphére S de centre (0,0,0) et de rayon 1.

Comme N(t) appartient également & P, N(t) appartient & P N S. Le plan P contient le centre O de la sphére S et donc
PN S est un cercle de centre O, le centre de S, et de rayon 1, le rayon de S.

4. Soit t € R. D’aprés la question 2., un repére de D est (A, E)) ou A =(0,3,0) et U= (1,0,—1). On sait alors que

% H
d(N(1),D) = THAN&? ull
cos(t)
V2 1 —sin(t) + 3
Ona ANWAT = | sin(t)—3 |A| 0 | = 0 et donc [[AN(H) A T|| = (3 — sin(t)VIZ 112 =
7cos(t) —1 —sin(t) + 3
V2
V2(3 —sin(t)) puis d = V23 ;zsm(t)) =3 —sin(t).
vt € R, d(N(t),D) = 3 — sin(t).
D’autre part,
_la(t) +b(t) +c(t) —3]  [sin(t) -3 L o
vt e R, d(N(t),Q) = \/Lg(.’) —sin(t) = \/Lgd(N(t),D).

5. Soit t € R. et + el(t+5) 4 tt=F) —¢lt(1 4 +§2) = 0.
6. En passant aux parties réelles et imaginaires on obtient encore

27 271 . ) 2n ) 2n
cos(t) + cos <t + ?> + cos (t - ?> = sin(t) + sin (t + ?) + sin (t - ?) =0,

et donc
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1 21 21
ﬁ(cos(t) + cos(t + ?) + cos(t — ?)
isobar(N(t),N(t+?),N(t—zg)) = sin(t)+sin(t+2§)+sin(t—2§) =(0,0,0).
1 27 27
—ﬁ(cos(t) + cos(t + ?) + cos(t — ?))
. 27 27
vVt € R, isobar(N(t), N(t + ?),N(tf ?)) =0.

‘Partie B - Construction d’un polyn()me‘

7. Pour tout réel t, s(t) = sin(t).

8. Soit t € R.
1 2 1 /et e 2 et —e [ —2ity( it —it
p(t)——zcos tsmt——z< 3 ) X 7 __1_61(6 +2+e Jett —e )
1 ) . . ; 1
=—— (3" el —e M _e3M) = __(sin(3t) + sin(t)).
161 8
1
Vi€ R, p(t) = —[sin(3t) +sin(t)).
9. Soit t € R.
_cos(t)sin(t) T cos(t)sin(t) 1
a(t) = — 5 cos (t) —a - 7 €08 (t),
Mais on a aussi d’aprés la question 3
a(t) = 3 ((a(t) +b{1) + ¢(1))2 — a2(t) — b2(1) (1)) = 2((sin(V))? — (1)2) =~ cos?(t)

Vte R, p(t) = —% cos?(t).

2(7[

1
) =—=cos z)zOet

10. 10.a. R’(0) est le coefficient de X dans I’expression développée de R c’est-a-dire d( >

donc R’(0) = 0.
10.b. Soit t € R.

). Or d(

S|
(YR

R=(X—a(t)(X=b(t))(X—c(t)) =X3 —s(t)X? + d(t)X —p(t) = X3 —sin(t)X? — % cos? ()X + %(sin(.’)t) +sin(t)).

VeR, R=X3—sin(t)X? — lcosz(t)X + 1(sin(3t) + sin(t)).

2 8

‘Partie C - Endomorphismes & noyau imposé‘

11. P est le noyau de la forme linéaire (x,y, z) — x + z, forme linéaire non nulle sur E = R3 et donc P est un plan vectoriel.

12. Le vecteur nul (0,0,0) n’appartient pas & Q et donc Q n’est pas un espace vectoriel. Q est un plan affine de direction
le plan vectoriel d’équation x +y +z = 0.

- - 1 1 - 1 - -
13. i’ et j'sontdans Pcar — — — =0et 0—0=0. ||i']| = —=vV124+12 =1et [|j']] = |j || = 1. Enfin
j 57 i 7 3 =17l
-, =, 1T 22 — -2
i/ =—(1i.j — ji)=0
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Comme P est de dimension 2,

la famille (—i>’ ?' ) est une base orthonormale de P.

)

X

= - -
k’ est orthogonal & i’ et & J " et donc est un vecteur normal a P. Comme de plus k' est unitaire,

/
)

=, =, =
la famille (1/, j /, k') est une base orthonormale de 1’espace.

= — — - = =
14. Posons € =x’1i’+vy’j ' +z'k’. Puisque la famille (i, j'/, k') est orthonormée,
— - = -, = -, =
oA =XV 4y A 2K A =X x T4y x 042 x0=x/,

et demémey’' =7¢.j etz =

15. 15.a. Soit € € E.

W(@) = (T + (@5 TN+ (@ KK = (€. K (k).
Ve e u(e) = (€. K u(k").
15.b. Soient Z € E puis u 'application qui & tout vecteur ¢ associe (? ?')7

e Soient (A1,A2) e RZ et (€1, 7¢2) € E2.

- - -,
WA A E2) = (M1 +A0272). KNZ =M (€1.KNZ + A2 kK/) =Mu(e1) +Au(e)).

L’application u est donc un endomorphisme de E.
- -, = - - - -,
eu(i’/)=(1"K")Z =0et deméme u(j ') =0.Donc i et j ' sont dans Ker(u) puis P = Vect( i’

u est donc un endomorphisme tel que P C Ker(u).

15.c. Soit € € E. u( )_}—O(:) k'—00u720(:)?epou?:6>.
e ler cas. Si Z = O::;lorbu 0 et donc Ker (u)_):E;é
e 2éme cas. Si z #+ 0,alorsVe €E, u(e€)= 0 & ¢ € P et donc Ker(u) = P.

Ker(w) =P & 7 £ 0.

Dans ce cas, le théoréme du rang permet d’affirmer que rg(u) = 3 —dim(Ker(u)) =3 —2 =1 et donc Im(u) est une droite
vectorielle contenant le vecteur non nul (7) On en déduit que Im(u) = Vect(?).

7 £ 0, Ker(u) = P, rg(w) = 1 et Tm(w) = Vect(Z).

‘Partie D - Matrices de projecteur‘

16. On sait que les vecteurb de P sont invariants par p et que k est dans le noyau de p et donc on a bien p( i
- -, -
p(i) =7 etp(k’)=

= O .
1o L
V2 V2
17.P = 0 1 0 . La matrice P est la matrice de passage d’une base orthonormée a une autre et est donc une
1 1
-0 —
V2

1

0 ——
V2
1 0
1

LG
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matrice orthogonale. Ainsi, P~! =P =

Sl =ol -



18. 18.a. On sait que p? = p et donc M? = M.

18.b. Mais alors, par récurrence immédiate, Yk € N*, Mk = M.
Les matrices M et I commutent. On peut donc appliquer la formule du binéme de NEWTON :

n

n_ = n o i n o n N n N n
(M +1) —I+;(k)M“—I+<Z(k)>M_I+(Z(k)—1>M_I+((1+U M =1+02"-1M.

k=1 k=0

ymneN, M+D)" =1+ (2" —-1)M.

18.c.
1o L 1, L
V2 V2 100 V2 V2
M=PM'P'=| 0 1 0 010 o 1 0
oy Lj\oooj L, L
V2 V2 V2 V2
1 1 1 1 1
—= 00 — 0 —— - -
V2 VARG 2 % 2
=] o 10 o1 0 =] 0 1 0
1 1 1 1 1
-——= 00 — 0 — -5 0 3
V2 V2 V2 2 2

19. 19.a. .# = Vect(I, M) et donc .# est un sous-espace vectoriel de M3(R) de dimension au plus 2. De plus, la matrice
M n’est pas une matrice scalaire. On en déduit que la famille (I, M) est libre et donc une base de ..

A est un espace vectoriel de dimension 2. Une base de .Z est (I, M).

19.b. Soit (a,b) € R2.
Mgap =aM + bl = aPM’P~! + bl = P(aM’ + bI)P~ .
La matrice Mg p est donc semblable & la matrice aM’ + bl. On en déduit que
det(Mqp) = det(aM’ + bl) = det(diag(a + b, a + b, b)) = b(a + b)?.

En particulier, det(M, ») € GL3(R) & b(a+b)? #0& b #0et b # —a.
19.c. Soit (a,b,c,d) € R%.

Mab X Mc g = (@M +bI)(cM + dI) = acM? + (ad + bc)M + bdl = (ad + bec + ac)M + bdl.

19.d. On suppose de plus b # 0 et b # —a de sorte que Mg p est inversible.

Mab X Mca=1& (ad+bc+ac)M +bdl =1
& (a+b)c+ad=0et bd =1 (car la famille (I, M) est libre)
a

1
= — et = ——
Sd=g = et

Sib#0etb#—a, (Maqp) ' = b(a;—l—b)(_aMJr (a+b)I).
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