CONCOURS COMMUN 2006

DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve Spécifique de Mathématiques
(filiere MPSI)

Probléme 1 : Analyse

Partie 1 : étude d’un arc paramétré

1) D’aprés les théorémes de croissances comparées, les fonctions x et y tendent vers 0 quand x tend vers 0 par valeurs
strictement supérieures. x et y sont donc continues en 0O si et seulement si A = 0.

2) x ety sont dérivables sur ]0, +oo[ et pour t €]0, 400,
x/(t) = In3(t) + t.3.% In?(t) = In?(t)(In(t) 4+ 3) et y’(t) = In?(t) + t.2.% In(t) = In(t)(In(t) + 2).

x/ est strictement négative sur ]0, e~3[, strictement positive sur Je=3, 1U]1, +oo[ et s’annule en e =3 et 1.
y’ est strictement positive sur ]0, e 2[U]1, +ool, strictement négative sur Je 2, 1[ et s’annule en e 2 et 1.

3) Tableau de variations conjointes de x et y.

t |0 1/e3 1/e? 1 +00
x'(t) - ) + +
0 400
X \ /
27
e3
;iz +00
y / \ /
e3
0 0
y'(t) + - +

4) Quand u tend vers 0,
x(T+u)=(1T+uw(ln(1+u))P~1Tud =u3

et

2

yl+uw=004+w(+uw)’=04+u+ou))(u— “7 +o(u?)) =(T+u+ou?))(u

2w+ o)

=u? +o(u?)

x’ et y’ ’annulent simultanément si et seulement si t = 1. L’arc paramétré f admet donc un et un seul point singulier,

le point M(1) = (0,0).

IR l—
D’aprés ce qui précéde, quand u = t—1 tend vers 0, M(1)M(1 +u) = (o(u?),u? +o(u?)) et donc, EMU)MU +u) =
(o(1),1+0(1)) — (0,1). Ainsi, quand t tend vers 1, la droite (M(1)M(t)) tend vers une position limite, & savoir I’axe des
ordonnées.

L’axe des ordonnées est tangente & I’arc au point M(1).
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De plus, quand u tend vers 0, x(1 +u) est du signe de u® et donc change de signe, tandis que y(1 +u) est du signe
de u? et reste positif quand u est au voisinage de 0. On en déduit que M(1) est un point de rebroussement de premiére
espéce (voir graphique en 6)b)).

5) Pour t €]0, T[U]T, 400,

y(t)  tln®(t) 1

x(t)  tlnd(t) In(t)’

t 1
Quand t tend vers +o00, x(t) et y(t) tendent vers +oo. De plus, M =
x(t) In(t)

tend vers o0, I'arc admet une branche parabolique de direction (Ox).

tend vers 0. On en déduit que, quand t

Quand t tend vers 0, x et y tendent vers 0. On peut donc prolonger I'arc par continuité en 0 en posant x(0) = 0 et

y(0) =0, ou encore M(0) = (0,0). Ensuite, quand t tend vers 0, M = w = L tend vers 0. On en déduit
x(t) —x(0)  x(t) In(t)

que l'arc admet 'axe des abscisses pour tangente en M(0).

6) a) M(0) =(0,0) est sur A. D’autre part, pour t €]0, +ool,

x(t) =y(t) & tln®(t) = tln?(t) © In?(t)(In(t) — 1) =0 t=Tout =e.
Les points d’intersection de C et A sont les points M(0) = (0,0) = M(1) et M(e) = (e, e).
b) Construction de C.
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Partie 2 : calcul de primitives

7) Soit x un réel strictement positif. Pour n entier naturel donné, la fonction t — t*In"™(t) est continue sur [1,x] si x > 1
ou [x,1] si x < 1, et on en déduit que Z,, (x) existe.
1 xotl 1
Zo(x) = — t*dt= ——.
o(x) ol L o

a+1
Ensuite, les fonctions t —
x+1

et t — In(t) sont de classe C! sur [1,x] si x > 1 ou [x,1] si 0 < x < 1. On peut donc

effectuer une intégration par parties qui fournit :

1 1 tzx+1 x X pot+1 g sz+1 1 x sz+1 sz+1 -1
Z =— | t¥In(t) dt= In(t — —dt=——1 —— | t¥dt=——1 -
1<) nL a(t) Lx—l—] 2 )L L a1t Rt L P R Ly P 3

x+1

= ——In(x)—
o+ 1

8) Soient n € N et x €]0, +oo[. Une intégration par parties, encore licite, fournit :

1 ot e X X ot N
Zn+1(x):(n+1)! {(x—l—]ln (t)]]—J'1 oH_](nJr])ln (t); dt

1 Xoc+] n+1 1 T (" x1,,M
= a0 |, s

1 X n+1 |
BCERICES () = S 2nlx)

| 1 X n+1
n € N, Vx 6]0, +OO[, Zn+] (X) = _oc——l—]zn(X) + m 1 (X)

9) Montrons le résultat par récurrence sur n.

Pour n =0, d’aprés 7),

N L S 9 ] T 1
— - — - ——x*T = Z4(x).
<m+1) [g;(a+1) k|t P I olx]

La formule de 1’énoncé est donc vraie pour n = 0.

1 n+1 n 1 n+1—-k lnk(x)
i > 0. = _ — _ o+1
Soit n > 0. Supposons que Z,, (x) (oc T ) L;) (oc T ) o ] . Alors, d’apres 8),

oc+1 lnn—H( ) 1

Z. - Zn(x
+1(x) a+1(n+1 T a1

_ XtX+1 lnn—H 1 Tl+1 i 1 n+1-k lnk(x) Xo¢+]
oc+1(n+1 oc+1 oc+1 = x+1 k!
n+1) 11 n
— < —1 >( i ( &1 ( —1 ) In +](X)sz+1
o+ 1 =

1 (n+1)+1-k lnk(x)
(m+T1)!
_ 1 (n+1)+ n+1 (n+1)+1— klnk(x) X“+]
o+ 1 oc+1 k! ’

o+ 1 o+ 1

M

k!

Le résultat est ainsi démontré par récurrence, et donc,
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vn e N, Vx €]0,+ool, Zn(x)

10) Ce qui précéde montre que les fonctions x — In*(x)x*, 0 < k < n, admettent une primitive dans N7, ; (la fonction
1—X In* e . . o

X — —n! [ZE:O (D:—J1)n+ lr‘k# x**1 est une primitive de la fonction x — In*(x)x* sur 10, +ool). Par linéarité, il en

est de méme de tout élément de N

Partie 3 : résolution d’équations différentielles

11) Soit f une fonction de classe C! sur 0, +ool.

f solution de (Eq) sur ]0, +oo[ & Vx > 0, xf/(x) — af(x) =0 & ¥x > 0, x *f/(x) — ax * 'f(x) =0
SVx >0, (x %) (x)=0
SIACeR/ Vx>0, x *f(x) =C& IC e R/ Vx >0, f(x) = Cx™.

12) a) La fonction exp : u ~— e% est de classe C? sur R & valeurs dans ]0,+oo[ et la fonction t +— h(t) est de
classe C? sur ]0, +oo[. Donc, la fonction k = h o exp est de classe C2 sur R. Pour u € R, on a k’(u) = e“h’(e") puis
k”(u) — euh/(eu) + (eu)zh//(eu)'

b) Pour u € R,

k" (w) = 20k’ (w) + o?k(u) = ((e*)?h”(e¥) + e“h'(e")) — 2ae“h'(e") + a’h(e")
= (e“)?h"(e") + (1 — 2a)e“h'(e") + a’h(e").

Par suite,

Vu e R, k”(u) — 2ok’ (u) + a?k(u) =0 & Vu € R, (e*)*h”(e%) + (1 — 2x)e*h/(e") + a’h(e*) =0
& vx >0, x2h"(x) + (1 — 20)xh/(x) + «*h(x) = 0.

c) L’équation différentielle précédente est linéaire, homogéne, du second ordre, & coefficients constants. Son équation
caractéristique est z2 —2az+ o2 = 0 ou encore (z— )? = 0. Cette équation admet la solution double zy = o. Les fonctions
k cherchées sont donc les fonctions de la forme 1 — (A + p)e*™, (A, n) € R2.

d) Mais alors, pour x > 0, h(x) = k(In(x)) = (Aln(x) + u)x* = (ao + a7 (Inx))x*, (ap,a;) € R?. L’ensemble des solutions
de (E2) est donc N].

13) a) P(P(y)) =x(xy’ —ay)’ —a(xy’ —ay) =x(xy” + v’ —ay’) — a(xy’ — ay) = x*y” + (1 = 2a)xy’ + o?y.
Par suite, P?(y) = 0 & y solution de (E2) &y € N (d’aprés 12)d)).

b) Pour n = 1, on a effectivement P! (y) = x'y") + apxy(©) avec ap = —«.

n—1
Soit n > 1. Supposons que P™ (y) = x™y™ + Z arx*y™. Alors,
k=0

n—1

n—1
P (y) = P(P™M(y) =x(x™y™ + ) ady™) —alx™y™ + Y axy™Y)
k=0

k=0
n—1 n—1 n—1
:X(Xny(n+1) + Z akxky(k+1) +nxn—1y(n) + Z akkxkfly(k)) o (x(xny(n) + Z akxky(k))
k=0 k=1 k=0
n—1 n—1 n—1
:Xn-Hy(n—H) + Z Clkxk+1y(k+1) +nx“y(“) + Z akkxky(k) 7“(Xny(n) + Z akxky(k))
k=0 k=1 k=0
n n—1 n—1
=x Ty £ 3 a My ety ™ 4 Y akadfy ™ = axMy ™ 4+ Y ey ™)
k=1 k=1 k=0
n
_ Xn+1y(n+1) + Z bkxky(k)
k=0
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ol les by sont des coefficents fonctions des a; et de o. Le résultat est démontré par récurrence.

c) D’aprés 11), le résultat est vrai pour n = 1 (et d’aprés 13)a), le résultat est vrai pour n = 2, mais il est inutile de le
constater).
Soit n > 1. Supposons que 1’ensemble des solutions de ’équation P™(y) soit N2, Alors,

P (y) =0 & PM(P(y)) =0
& P(y) € N1 (par hypothése de récurrence)
& Ipn1 €R X/ PY) =pn1(lnx)x™ & Tpn 1 € Ry 1[X]/ xy’ — oy = pn1(Inx)x™
1

€ Fpn1 € Ry 1 X/ %%y — o0y = —pra (Inx)
- 1
=4 3pn—] S Rn—] [X]/ (X “U)/ = ;pn—] (lnx) (*)

1
Les primitives de la fonction —p;—1(Inx) sont de la forme C + py,(Inx) ot C est une constante réelle arbitraire et py,

un certain polynéme de degré au plus n. Donc,
(¥) = x %y = C+pn(lnx) =y = (CH+pn(lnx))x* =y e N
Réciproquement, si y € NZ, il existe un certain polynome pr, de degré au plus n tel que y = pr (Inx)x*. Mais alors,
_ 1
(x"*y)" = (pn(lnx))' = ;DT’IUHX),

ot p/, est un polynoéme de degré au plus n — 1. Par suite, (x) est vérifiée. Finalement, P"*1(y) = 0 si et seulement si
yenN.

Le résultat est démontré par récurrence.
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Probléme 2 : Algébre

Partie 1 : un résultat d’arithmétique

1) Supposons a € Q. Il existe alors (a,b) € Z* x N* tel que o = %. Dans ce cas, p = b est dans A, 4 car p € N* et

eZinbmx — g2(nalin — 1 Done, si x € Q, Ap o # 2.
Réciproquement, si Ay,  # 9, il existe un entier naturel non nul p tel que e?'*™P* = 1. Mais alors, il existe (p,k) € N* x Z

k
tel que 2mmp o = 2k7 ou encore tel que o = ot Par suite, a € Q. Finalement,

An,a#Q@WGQ- I

2) Pourp € N*, e2i™P (=) — ] & 2P — 1 (par passage a I'inverse). Ceci montre que A, o = Ay «. En particulier,
p(—a) =pla).

3) D’aprés 2),

1S An,zx SRS An,\od
& 2l — 1 & 3t e N*/ 2nprix = 2t & 3t € N*/ npr = ts
& 3t € N*/ pn'r = s't (aprés simplification par d # 0)

S . S . . N S
4) - est Pentier naturel non nul s’ et En’r = (n'r)s’ = ts’ avec t entier naturel non nul. Par suite, d’aprés 3), 3 est

s
dans Ay « ce qui montre que p(o) < 1

Réciproquement, puisque p(«) est dans Ay, «, il existe un entier naturel non nul t tel que p(o)n’r = s’t. L’entier s’ divise
donc p(a)n’r. Mais I’entier s’ est premier avec les entiers n’ et r et donc avec I'entier n'r. D’aprés le théoréme de GAUSS,
s’ divise p(«) et en particulier, s” < p(«).

Finalement,

Partie 2 : un ensemble de matrices

5) J ne contient pas la matrice nulle et n’est donc pas un sous-espace vectoriel de M3(C).

0 0 1

6) N2 = (E]‘z + E2‘3)(E1,2 + E2,3) = E]‘3 = 0 0 0 |, puis N3 = N2N = (E1,2 + E2,3)E]‘3 = 0. Mais alors, pour
0 0 0

p >3, NP = NP3N3 = 0. Enfin, NO = I.

NO =13, N! =N, N2=E1,3 et Vp > 3, NP = 03.

Soient alors p > 2 et A € C*.
Puisque les matrices AlI3 et N commutent, la formule du bindme de NEWTON permet d’écrire

P
7 = s N = ) (E) (AL)P*N¥ = (AL} + <’j) (AL)'N + @ (AL)P—2N2
= A\PI3 +pAP TN + LPZ— D252,

Ainsi, pour p > 2, (JA)? =up.I3 +vp.N —i—wp.N2 avec Up = AP, v, = PAP~! et wp = whp_z.
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Pour p = 1, on a encore u;.I3+vi N4+w; N2 = Al3+N = Jx = (Ja)" et pour p =0, ug.I3+vo.N+wo.N2 =13 = (J»)°
et finalement,

Y(p,A) € N x C*, (Ja)P = up.I3 +vp.N +wp N2 oty = AP, v, = pAP~! et wy, = Z_Upp-2,

7) Soient p > 2 et A € C*.

P P P P P
1 1 1 1 1
Sp = Z _,U?\)k = ZO E(uk.13 +vi.N 4+ wi N?) = ( Euk> I3 + <Z —!vk> N + (Z _!Wk> N2,
k7

k=0 " = k=0 k=0 k=0
Pour p > 0, posons alors x, = Zi:o %uk = i:o }‘k—f Pour p > 2, on a alors
P P P k—1 P14k
T Tow1 A B AC
Zﬁ”k—Zﬁ”‘ _Z(k—l)!_ [
k=0 k=1 k=1 k=0
et aussi
P P P k—2 P—2 4k
1 1 1 2 |1 A 1 AC
2= gD Gy T a2 g T
k=0 k=2 k=2 k=0
Finalement,

1
Vp>2, S, =xp I3 +xp 1. N+ zxp,z.Nz ol xp =

k=0

Xp Xp-—1 %Xp_z P k

8) Dlaprés7), S, = 0 xp Xp—1 ol Xp = Z R D’aprés le résultat admis par I’énoncé, quand p tend vers
0 0 Xp k=0

+00, la matrice S, tend vers la matrice

Partie 3 : étude d’une application linéaire

9) Tout d’abord, si f est dans E, ¢@(f) est bien un élément de E ou encore, @ est bien une application de E dans E.
Soient alors (f1,f2) € EZ et (A,Az) € C2. Pour tout réel x, on a

@Ay +A2f2)(x) = (M f1 + A2f2)(x + 2m)
=Af1(x 4+ 2m) + A2f2(x + 27) (par définition des opérations de E)
=M o(f1)(x) +A20(f2)(x)
= (A o(f1) +A29(f2))(x) (par définition des opérations de E)
et donc, @(A1f1 +A2f2) = Aro(f1) + A20(f2).
Ainsi, ¢@ est un endomorphisme de E.
10) a) Chaque fy, k € [0,n], est bien dans E,.

Soit alors f un élément de E,,. Il existe un polyndéme P = anX™ + ... + ag tel que, pour tout réel x, f(x) = P(x)e**. Pour
tout réel x, on a alors

f(x) = (anx™ 4+ ...+ ap)e™ = anxe* + ...+ apel®™ = anfn(x) + ...+ apfo(x).
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Par suite, f = anfn + ...+ aofo € Vect(F). Réciproquement, toute combinaison linéaire des fy, k € [0,n], est bien
stir dans E,. Finalement E, = Vect(F).

Ainsi, la famille F est génératrice de E,,. Montrons que la famille F est libre.
Soit (ag,...,an) € C™1.

aofo+...+anfn =1[0] = Vx € R, aofo(x)+ ...+ anfr(x)=0
=VxeR, (ap+...+anx™)et* =0
=VYxER, ao+...4+anx™ =0 (car Vx € R, e'** £ 0)
Sa=...=a, =0
La famille F est une famille libre et génératrice de E,,, et donc une base de E,.

b) Posons D = {Af,,41,A € C} = Vect(fn41). f est un élément de E, 11 si et seulement si f est la somme d’un élément de
E, et d’un élément de D. Donc, E,,+1 = E, + D.

Maintenant, si f est dans E,, et dans D, il existe (Ag,An,Ans1) € C™2 tel que f = Aofo + ... + Anfrn = Ang1fnir. Mais
alors, Aofo+ ...+ Anfn —Anp1fnsr =0, puis Ao = ... = Ay = Ang1 = 0 (car la famille (fo, ..., fn, fni1) est libre, et enfin

f = 0. Ceci montre que E; N D ={0} et donc que
En+] = En @ D. I

11) a) Soit k € [0,n]. Pour tout réel x, d’apreés la formule du binéme de NEWTON, on a

k k
o (fr)(x) = fr(x +2m) = (X+27.[) ioc(x+42m) ZeZIO(T[( )X] (2m) k—jolox _ Zezuxn< > 27'[)k ]f (x).
j=0

j=0

Donc,

k
vk € [0,n], o(fi) = Zezmﬂ( ) (2m)% T f; = 2y + 2kme® T g 4.+ (2m) <N ().
j=0

b) Ainsi, pour chaque k € [0,n], @(fx) € Vect(F) = E,.
Mais alors, @(En) = @(Vect(fk)o<k<n) = Vect(@(fr))o<k<n C En. La restriction de ¢ a Ey est donc un endomorphisme
de E,.

12) D’aprés la formule () de la question 11)a), on a

1 1.2n X X

0 1 2.2m

13) Le déterminant de m est le déterminant de M. Puisque la matrice M est triangulaire supérieure, le déterminant de
M est le produit de ses coefficients diagonaux. Donc, det(m) = (e2t*T)n+1 = g2ix(n+1)m g

¥p € N, det(mP) = (det(m))P = eZix(nt1)pr,

14) DL’entier p cherché est entier p(a) = Min(An41,«) défini en 1). D’apreés 4), si on pose |«| = T avec (r,s) € (N*)?
s

r A's =1, le plus petit entier naturel non nul tel que det(mP) =1 est S
Mm+T1)As
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Partie 4 : changement de base

15) a) D’aprés 11)a), m(fo) = e, et donc, {(fo) = m(fo) — e?1**fy = [0].
b) Soit k € [0,n — 1]. Toujours d’aprés 11)a),

Ufr1) = (€2 Fipq + 2(k + e ™ + .. 4 (2T ey ) — 2107 fy
= 2(k + Nme? ™™y 4 .. 4 (2m)< T2 € Ey.

De plus, la composante de (1) sur fi est bien 2(k + 1)me?t*™,

c) D’apreés 15)a), fo est dans Ker({) et done, puisque Ker({) est un sous-espace vectoriel de E, Eg = Vect(fo) C Ker({), ce
qui établit le résultat pour k = 0.

Soit k € [0,n — 1]. Supposons que Ey C Ker(£k+1).

D’aprés 10)b), Ex 1 = Ey + Vect(fixy1). Montrons alors que Ey C Ker(€¢72) et Vect(fi, 1) C Ker(£<2).

Par hypothése de récurrence, By C Ker(€5*1) et d’aprés b), €(fx+1) € Ex. Donc, (¥*2(fiq) = 1 ((fxyq)) = 0. Par
suite, fr1 € Ker(£572) et donc, puisque Ker({**2) est un sous-espace vectoriel de E, Vect(fiy1) C Ker(£k2).

D’autre part, on a Ker(¢¢t") ¢ Ker(€<t2) (si pour un élément f de Ey, on a £5*1(f) = 0, alors €52 (f) = L({*+1(f)) =
£([0]) = [0], car { est un endomorphisme de E,,). Mais alors, Ey, C Ker(€¢t") c Ker(£k+2).

Finalement, on a By 1 = Ey+Vect(frr1) C Ker((¢F2)+Ker(£5+2) = Ker(£572) (car Ker(£5*2) est un sous-espace vectoriel
de E,).

Le résultat est ainsi démontré par récurrence.

vk € [0,n], Ex C Ker(£<+1).

d) Montrons le résultat par récurrence sur k.
Pour k =0, £°(fg) = fo = 0!(27)%e?1-0-7*fy. Le résultat est donc vrai pour k = 0.

Soit k € [0,n — 1]. Supposons que ¢*(fy) = (k!(Zﬂ)keZik”“) fo. Alors,

T (i) = E4(8(fiy)

K20k 4 Nme?t ™™ 4 .. 4 (2m) T e 7)) (d’apres 15)b))
K(2(k + 1)me?torfy) (pu1sque Er_1 C Ker(£¥))
2(k + 1) e ™ (fy)
2(k 4 1)me?tem (k'(Zﬂ)k 2”‘71“) fo (par hypothése de récurrence)
( (k+1)! Zﬂ)k+1 621(k+1)7wc) fo

{
{

Le résultat est ainsi démontré par récurrence.

vk € [0,n], (?,k(fk) = k!(ZT[)kezik(xT[]co.

e) En particulier, {™(f,) = (n!(Zﬂ)“eZi“”“) fo # 0] et L1 (f,) = (n!(ZT[)“eZi“”“) £(fo) = [0] (et donc pour k >n+1,
t*(fn) = 10]).

16) m est un endomorphisme de E,, et il en est de méme de £. La famille (¢™(f,,), ™ (f,),...,{(fn),fn) est donc
bien une famille d’éléments de E,,. De plus, card((£*(f,))o<k<n) =N+ 1 = dim(E) < +oc0. Pour vérifier que la famille
(L (F), € 1 (fn), ..., &(fn), fr) est une base de E,, il suffit de vérifier que cette famille est libre.

Soit (Ao, A1, ..., An—1,An) € C™*'. On suppose que Aofr, + ...+ And™(f) = [0]. On prend I'image des deux membres
de cette égalité par {™ et on obtient Ao¢™(fn) = [0] (puisque pour k > n + 1, {¥(f,) = [0]) et donc Ap = O (puisque
M (fy) # [0]).

Soit k € [1,n]. Supposons que pour 0 <j < k—1 on ait A; = 0. Alors, Al*(fn) + ... + Anl™(fn) = [0] puis, en prenant
I'image des deux membres par £* ¥, A ™ (f,) = [0] et donc A = 0.
On a montré par récurrence que : Vk € [0,n], Ay =0.

La famille (£™(fn), "' (fn),...,(fn), fn) est donc libre et finalement est une base de E,,.
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17) Pour 0 <k <mn—1, {({¥(fn)) = L1 (fn) et d’autre part, {({™(f,,)) = [0]. La matrice L de ¢ relativement & la base
B est donc

18) Par suite,

M/ =L+ (eZiocﬂ) Inyr = 0 — ]ezmn.

19) 1l s’agit bien d’une application, application que 1’on note . Soit alors A un élément de J, ;1. Par définition, le

coefficient ligne 1, colonne 1 de A est de module 1. Soit 6 un argument de ce coefficient, puis &« = 7 Il est clair que

V(o) = A.

Tout élément de J, 1 a donc un antécédent par 1 ce qui montre que P est surjective.
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