CONCOURS COMMUN 2004

DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve Spécifique de Mathématiques
(filiere MPSI)

Premier probléme

I. Résolution d’équations différentielles

1. Notons (Eo) I’équation proposée. La fonction t — tht est continue sur R. Dong, les solutions de (Eg) sur R sont de la
forme Afg, A € R, o fo est une solution non nulle de (Eg) sur R.

Soit z une fonction dérivable sur R.

z solution de (E) sur R & Vt € R, z/(t) + th(t)z(t) = 0
&Vt e R, ch(t)z/(t) +sh(t)z(t) =0 & Vt € R, (ch.z)'(t) =0

SIACeR/VEtER, ch(t)z(t) =C& ICeR/VEER, z(t) = %

C
Les solutions de (E) sur R sont les fonctions de la forme t — It CeR.
C

Maintenant, pour une telle fonction z, z(0) = 1 & 7= 1 & C = 1. Par suite, il existe une et une seule solution z de

(E) sur R vérifiant z(0) = 1, & savoir

1
VtER, Z](t) = m

2. Notons (E) I’équation proposée. Les fonctions t — tht et t — ttht sont continues sur R. Donc, les solutions de (E)
sur R sont de la forme Az; + f1, A € R, ot f; est une solution de (E) sur R.

Déterminons une solution particuliére de (E) par la méthode de variation de la constante. Il existe une solution
particuliére de (E) sur R de la forme C.zq ou C est est une fonction dérivable sur R. Puisque,
(Cz1)’ +th(t)(Cz1) = C’'z1 + C(z} + th(t)z1) = C'zy,

on a

Cz; solution de (E) sur R & vVt € R, C’(t)z1(t) =t.tht
&SVteR, C'(t) =t.tht.cht &Vt € R, C'(t) =t.sht

Une intégration par parties fournit alors

Jtsht dt:tcht—Jcht dt =tcht—sht+A.

tcht—sht
On peut prendre pour tout réel t, C(t) = tcht —sht et donc C(t)z;(t) = % = t — tht. Une solution

c
particuliére de (E) sur R est donc la fonction t — t — tht. Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme

C
t—t—tht+—, CeR.
cht

C

Maintenant, pour une telle fonction z, z(0) =0 & 0—0+ 7= 0 & C = 0. Par suite, il existe une et une seule solution

z de (E) sur R vérifiant z(0) = 0, & savoir

VtER, z(t) =t —tht.
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II. Etude d’un arc paramétré

3. Soit t € R. On sait que la fonction ch est paire et que la fonction th est impaire. Donc

TZ
e
I
—
x
N
e
<«
N
e
I

(=x(t),y(t)) = s(oy) (M(1)).

Donc

(Oy) est un axe de symétrie de (T').

4. Quand t tend vers +o0, x(t) tend vers +oo et y(t) tend vers 0. On en déduit que la droite (0x) est asymptote a (T')
quand t tend vers +oo. Par symétrie, 'axe (Ox) est également asymptote a (I') quand t tend vers —oo.

De plus, pour tout réel t, It > 0 ce qui montre que (I') est au-dessus de (Ox).
c

5. Les fonctions x et y sont dérivables sur R et pour t réel donné, on a
sht
ch?t’
La fonction x est dérivable sur R et la fonction x’ est strictement positive sur R*. Donc la fonction x est strictement

croissante sur R.
La fonction y’ est strictement positive sur ]—oo, 0[ et strictement négative sur ]0, +oo[. Donc y est strictement croissante

sur ] — 0o, 0] et strictement décroissante sur [0, +ool.

x'(1)=1—(1—th?t) =th*tety/(t) =

Tableau de variations conjointes des fonctions x et y

t —00 0 400
x’ + +
+00
X
—00
1
Yy
0 0
y’ + -

6. Le point A d’abscisse 0 est le point M(0) = (0, 1). Puisque x’(0) =y’(0) = 0 le point M(0) est un point singulier.

Pour t réel non nul donné. Le coefficient directeur de la droite (M(0)M(t))

1
y(t)—y(O) Gy ' 1—cht
—x(0) t—tht tcht—sht’

01
est

2
Quand t tend vers 0, 1 —cht ~ -5 D’autre part,

t? t3 t3
tcht—sht=t (1 +5 +0(t2)) — (t+ < +o(t3)> =3+ o(t?).

Donc

yt) -y —t?/2 3
x(0)  t3/3 2t
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Par suite,

_y(t) —y(0) oyt —y(0)
2 —x0) T B <0

On en déduit que la tangente a (I') en A est (Oy). De plus, pour des raisons de symétrie, le point A est un point de
rebroussement de premiére espéce.

7. a) Soit t le réel tel que sht = 1. Alors, (puisque la fonction ch est strictement positive sur R),

ht 1
cht=-+Vsh2t+1=vT+1=1+2 puis tht:sh—t =5
C

sisht=1, alors cht = v2 et tht =

1
7

Déterminons alors t. On sait que sht =1 & t = argsh 1. De plus,

et =cht+sht=v2+1,

et donc

t:ln(ﬁ+1).

dMm
b) Pour tout réel non nul t, la tangente en M(t) est dirigée par le vecteur E(t) = (x'(t),y’(t)). Le coefficient directeur

de la tangente en M(t) est
() ch¥t'th’t  sht’
Ce coefficient directeur vaut —1 si et seulement si sht vaut 1 ou encore, d’aprés a), t vaut In(v/2 + 1). Dans ce cas,

cht=+2et tht = % Le coefficient directeur de la tangente en M(In(v2 + 1)) = (In(v2 + 1) — %,1) étant —1, une

1
équation de cette tangente est y = — (x —(In(v2+1)— —)) + 1 ce qui s’écrit encore

V2
y=-—x+In(vV2+1)—

y'(t) sht 1 1
X

+ 1.

-

8. Allure de (')
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(—sht,1).

sht sht
9. a) Pour tout réel non nul t, la tangente au point M(t) est dirigée par le vecteur (th2 t,— 2 t) =— T,
c ¢

Un autre vecteur directeur est (—sht,1). Ce dernier résultat reste vrai quand t = 0 d’aprés 6. Donc

pour tout réel t, un vecteur directeur de la tangente en M(t) est (—sht,1).

1
Une équation de la tangente en M(t) est donc 1.(x — (t —tht)) +sht(y — a) = 0 ou encore

x+ (sht)y =t.

b) Cette tangente n’est jamais paralléle a (Ox). Elle coupe I’axe (0x) en le point N = (t,0). Par suite,

2
MN = ,/(tht)2 + ]2 =\/Sh 2“:1
ch“t ch“t

vt e R, M(t)N(t) = 1.

ITI. Etude d’intégrales et de suites

est continue sur [0,x] si x > 0 et sur [x, 0] si x < 0. Donc I} (x) existe.

1
Soient k € N* et x € R. La fonction t — nr
c

du
10. Soit x € R. En posant u = e et donc t = Inu puis dt = —, on obtient
u

X x 2 2 du S 7
I = —dt=| —— dt= —_— =2 —— du = 2(Arcte *)——=).
1(X) JO cht JO et +et J] T u J] 1+u? u ( re dn(e) 4)

Vx € R, I1(x) = 2 Arctan(e*) — ;

11. Soit x € R.

X
1
L(x) = dt = [tht]} = thx.
2(x) J'o ch’?t 0

Vx € R, I2(x) = thx.

1
12. a) Soient k € N* et x € R. Les fonctions t — sht et t — W sont de classe C! sur [0,%] si x > 0 et sur [x,0] si
c

x < 0. On peut donc effectuer une intégration par parties qui fournit :

1 x 1 1 o™ —(k+1)sht
Ix = dt=| cht.———— dt= [sht.————| — | sht————— dt
b Jo ch*t Jo ch**1¢ [ cthtL) J'o ch**2 ¢
shx * sh?t shx X ch?t—1
= — t k+1J' dt = +k+1J'7dt
Cthr]X ( ) o Chk+2t Cthr]X ( ) o Chk+2t
shx * * 1
=— 4+ (k+1 J—dt—Jidt>
ch* 1 x ( ) < o ch®t 0 ch**% ¢
shx
:m+(k+])(lk_lk+2)'
Par suite,
shx
(k+1)1k+2:m+klk.
On a montré que
k 1 shx
Yk € N*, ¥x € R, 1 = I .
€N e e = e T T e T
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b)

1 1 shx 1 T 1 shx shx 7T

I3 =<1 ——— = —(2Arct ) — = ——— = Arct x _— =
3=35 ]+zch2x 2( rctan(e®) 2)+Zch2x rctan(e )+Zch2x T
et
I *ZI—}—]ShX*ZthX—i—]ShX
4_32 3ch®x 3 3ch3x’
shx s 2 shx
Vx € R, I3(x) = Arctan(e*) + —— — — et I4(x) = = thx + ———.
y I3(x) (eX) St 4 4(x) 3 T

13. a) Soient k € N* et x € R. En posant u = —t, on obtient

—X ‘I X ‘I X ]
Ix(—x) = dt=| ——— (—du) =— du = —Ix(x).
(=) Jo ch*t Jo ch*(—u) ( ) Jo ch*u k(x)

vk € N*, Iy est impaire. I

b) Soit k € N*. Puisque la fonction ch est continue sur R et ne s’annule pas sur R, la fonction t —

Donc,

est définie et

k
ch™t
continue sur R. On en déduit que la fonction Iy est définie et dérivable sur R et en particulier est continue sur R.

1
c) Soit k € N*. La fonction t — —— est de classe C*° sur R en tant qu’inverse d’une fonction de classe C* et ne
c
s’annulant pas sur R. On en déduit que la fonction Iy est de classe C* sur R.
14. Soit k € N*. Pour tout réel x, on a

1 kshx
/ _ : " _
L(x) = E)Pms L (x) = —m)

et enfin

_ 2, 2
I(x) = —k (chx hk]” +shx (kH)ShX) Sl Lo L3
C X

Chk+2 x Chk+2 x

15. Soit k € N*. La fonction Iy est de classe C*° sur R et en particulier admet un développement limité d’ordre 3 en 0
fourni par la formule de TAYLOR-YOUNG.

/ I]Q/(O) 2
L (x) o L (0) + I (0)x + -5 X + c

"
—Ik (0)x3 +o0(x?)

—k k
= 0+ T.x+0x%+ ?x3 +0o(x3) = x—=x>+0(x3).

X— x—0 6

16. Soit k € N*. Pour tout réel x, I} (x) = Tx > 0. Donc la fonction Iy est strictement croissante sur R.
ch*x

17. a) Soit k € N*. La fonction I est strictement croissante sur R et en particulier, pour tout entier naturel n, on a

Unt1 = Ik(n+ ” > Ik(n) = Un.

La suite (u,) est strictement croissante.
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1 2 2
b) Soit t éel positif. Pui e t>0 —=—"—< =2t
) Soit t un réel positif. Puisque Bt e e
Soit alors k € N* et n € N. Par croissance de 'intégrale, on a

" 1 « " tk k " kt Zk k zk
I = — dt < e ) dt =2 At =—(1—e ™) < —.
k() Jo (Cht> _Jo( e Jo ¢ k( e s k

zk
vk e N vyn e N, Ix(n) < e

3
La suite (un) est ainsi croissante et majorée (par ?) On en déduit que la suite (u,) converge.

18. a) Soit k € N*. La fonction I est croissante sur R. Pour tout réel positif x on a alors

Le(x) < Lk(E(x) +1) < —.
2k
Ainsi, la fonction Iy est croissante sur R" et majorée (par ?) La fonction Iy a donc une limite réelle en +o00 ou
encore Ji existe dans R.

b) J1 = lim Ii(x) = lim (zArctan(eX)—”)zget Jo= lim Ly(x)= lim (thx)=1.

2 X—+00 X—+00

c) Soit k € N*.

. . k 1 shx k
Jivz = lim Liia(x) = Jm <k—+11k(x) T RN x'> =X T
shx ex/2 L
(car T (ex/2)kHT T ¥ —0).
Vk € N*, Jxq2 = mlk-
Détaillons davantage cette récurrence. Pour les entiers impairs, elle s’écrit
y 2p —1
Vp EN ) IZP+1 = TIZ}J—]-
Donc pour tout entier naturel non nul p, on a
] _2p—12p—-32p-5 1] ~ (2p)2p—1)(2p—2)(2p —3)...2.1 T (2p)! m
T Ty 2p—22p—47" 2" T T (2p)2p—2)....22.21))2 2 (2vp)22
ce qui reste vrai quand p = 0.
o (2p)
PN Tz = 7
De méme, pour les entiers pairs, la récurrence s’écrit
2p—2
Vp > 2, Jop = zp—_]]Zp—Z-
Donc pour tout entier naturel p supérieur ou égal & 2, on a
] _2p—22p—4 %I B (2p—2)(2p —4)...4.2)? _(21’_](]:)—1)!)2
T p—12p—3"737% 2p-M2p—-2)(2p—-3)...32° (@2p—-11 °

ce qui reste vrai quand p = 1.

22-2((p— D12

P EN Jap =
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Deuxiéme probléme

I. Etude de structures

1. a) E={aky1+bEs2+cEy 2, (a,b,c) € R3} = Vect(Eq,1,E1,2,E2,2). Donc, E est un sous-espace vectoriel de .25 (R).

b) D’aprés a), la famille (Eq 1, E1,2,E2,2) est une famille génératrice de E. D’autre part, la famille (Eq 1,E7,2,E2,2) est
libre en tant que sous-famille de la famille libre (Eq 1, E1,2,E2,1,E2,2) (qui est la base canonique de .#>(R). Ainsi

une base de E est (Eq.1,E1,2,E2,2) et dim(E) = 3.

2. a) Soient (a,b,c,a’,b’,c’) € RE.

a ¢ a’ ¢\ _ ([ aa’ ac’+cb’ cE
0 b 0o v ) 0 bb’ )

Ainsi, le produit de deux éléments de E est encore un élément de E et

E est stable pour la multiplication des matrices. I

e E.

1 0
0 1
Puisque (E,+,.) est un sous-espace vectoriel de (.#>(R),+,.), (E,+) est en particulier un sous-groupe de (.#>(R),+)
etona:V(M,N)eE2 M—N €E.
Puisque E est stable pour le produit matriciel, on a V(M,N) € E2, M x N € E.
En résumé,
e, €,
e V(M,N) e E2, M—N € E;
e V(M,N) € E2, M x N €E.
On en déduit que

b)E#@carIz—(

E est un sous-anneau de 'anneau (%> (R), +, x).

c) Ei,1 et Ey 2 sont dans E. Eq 2E1 7 =0et By 1E1 2 =E1 2 #0. Donc By 1E1 2 # E12E1,1 et E nest pas commutatif.

3. Vérifions que G est un sous-groupe de (4.Z>(R), x).
012—((]) (]) € G et donc G # @.
e Soit (a,b,c) €]0,+00[x]0, +oo[xR. Alors

det(o b>—ab>0,

8 ; ) 7é 0. Donc tout élément de G est dans 4.%Z>(R) ou encore G C 4.Z>(R).
e Soit (a,b,c,a’,b’,c’) €]0,+00[x]0, +0o[xRx]0, +00[x]0, +00[xR. Alors

i i !
( )( ):(aa ac’ +cb )charaa'>Oetbb'>O.
+

0 bb’
e Soit (a,b,c) €]0, +00[x]0,

a c _]_L b —c ) _
0 b “ab\ 0 a )
b

Finalement, G est un sous-groupe de (4.%Z>(R), x) et en particulier,

G est un groupe multiplicatif. I

et en particulier det

oo[xR. On sait que

—C

a]b charl>0etl>0.
a b

o o=
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I1. Puissances d’une matrice et suites

4. a) Soit (a,b,c) € R3 tel que a # b puis A = ( g ; ) Montrons par récurrence que
. aP—bP
vpeN, AP = & “TgTp
0 bP
aP —bP
a?P c— a c 1 . .
e Pour p =1, a—b = = A". La formule proposée est donc vraie pour p = 1.
0 bP 0 b
aP —bP
. a?P c—
e Soit p € N. Supposons que AP = a—b . Alors
0 bP
APTT = A x A
P_pP P_pP
aP cu a c¢ abtl caP + bcu
= a—b U a—b
0 bP 0 brH1
. Cap(a—b)+b(ap—bp) QP Ca"”—bp“
= a—>b = a—>b
0 prt+1 0 pP+1

On a montré par récurrence que

a ¢\’
VpeN*,V(a,b,c)€R3,a7éb:>(o b)

a

b) Soit (a,c) € R? puis A = ( (Cl ) On a donc A = al + cEy . On note que E%)z = 0 et donc que pour k > 2,

0
E]f 5, = 0. Mais alors, puisque les matrices al; et cEj > commutent, la formule du bindme de NEWTON permet d’écrire
pour p € N*

P
AP = (aly + cEy2)P = Z <E) (al2)P *(cEy,2)* = aPIy + paP'cEy ;.
k=0

On a montré que

P
a ¢
Vp € N*, V(a,c) € R?, ( 0 o >

5. a) Inégalité de TAYLOR-LAGRANGE.
Soient n un entier naturel, I un intervalle de R et f une fonction de classe C™*! sur I & valeurs dans R (ou C). Si il
existe un réel M tel que pour tout réel t de I, [f(™+1)(t)] < M, alors

= () (a) " Mb — a[**!
f(b)—l;) x (b—a)¥| <

2
V(a,b) el s S W.

b) Soient n un entier naturel non nul et x un réel. Soit I U'intervalle [0,x] si x > 0 et [x,0] si x < 0. Pour t € I, posons
f(t) = et. f est de classe C™*! sur I et pour tout réel t de I, on a

|f(n+1)(t)| — et < e\x\)

carsix>0,tel=t<x=xetsix<0,tel=t<0=t<—x=[x|.
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Appliquons alors I'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE avec a = 0 et b = x. Puisque pour tout entier naturel k, on a
f<(0) = e® =1, on obtient

n +1
2 X < e D
— k! m+1
|X|n+1
Les théorémes de croissances comparées permettent d’affirmer que hrf (TIT” = 0 (comparaison d’une suite
o0
géomeétrique et d’'une factorielle) et on a donc montré que
Vx € Ry lim @n(x)=e".
n—-+oo
c) Soient n € N* et (a,b,c) € R tel que a # b. D’aprés 4.a), on a
a? c aP bP
P _ P n i - n - n -
L b 2p-o p! a—b(Zp:O p! 2 p=o p!)
Bu=2 o a=b | = bP
! P n
p=0 0 b 0 Z‘p:O ?

Ainsi,
@n(a)— on(b)
a—>b )

La question b) permet d’affirmer que les suites (on), (Pn) et (yn) convergent et que ces suites ont pour limites
respectives

an = @nla), Pn=0¢n(b)etyn=c

d) Soient n € N* et (a,c) € R?. D’aprés 4.b), on a

n aP Pap_] noa? n ar!
5 _il< @’ cpar !\ Zp:og ¢ oo ] B Zp:oa ch:1m

S T U noa@ noa
p=0 0 Z‘p:O p| 0 Z'p:O p|

n a? n—1 a?

B Zp:(} ? p=0 1

= o
0 szoa

Ainsi,

on = @nla) et yn =con_1(a).

La question b) permet d’affirmer que les suites (o) et (yn) convergent et que ces suites ont pour limites respectives
x=e%ety=cec. I

6. a) D’aprés 5.b), I'image par f de la matrice nulle 0, est ( (1) (1) ) = I,. En particulier, f(02) # 02 et donc

f n’est pas linéaire. I

b) Soient (a7, by,c1,a2,b2,c2) € R® puis Ay = ( %] tc): ) et Ay = ( %2 tc)i ) tels que f(A71) = f(A2).

On a déja dans tous les cas e®' = e%2 et e®' = eP2 ce qui fournit a; = a; et by = by.
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Maintenant

edl —ebr edz — eb2
e si de plus aj # by alors ay # by et I'égalité f(Aq) = f(A2) impose ¢; o = c2 o et finalement ¢c1 = ¢,
a; — by az — by
et —eb1 ea2 _gb2
car = # 0.
a; — by a —by
e si par contre a; = by alors a; = by et I'égalité f(Aq) = f(A2) impose c1e®! = ce®? et finalement ¢; = ¢, car
el =e92 £0.

On a montré que

V(A1,A2) € B2 (f(A1) = f(A2) = A1 = A

f est injective. I

c¢) Pour tout élément A de E, les coefficients diagonaux de f(A) sont des réels strictement positifs. Donc par exemple, la
matrice nulle (qui est un élément de E) n’a pas d’antécédent par f dans E.

f n’est pas surjective. I

d) D’aprés ce qui précéde, on a f(E) C G. Montrons que 'on a aussi G C f(E).

et donc que

/ /
Soit A’ un élément quelconque de G. Posons A’ = ( % b’ ot a’, b’ et ¢’ sont trois réels tels que a’ >0 et b’ > 0.
Ina’"—Inb’ a c
e sia’ #b’, posons azlna’,b:lnb’etc:c’w puis A = ( 0 b ) Alors a # D et
. e*—eP o C,lna’—lnb’ a’—b’ o o
f(A) = € ¢ a;b = a’—b’ Ilna’—lnb’ Z( 0 b/)ZA/-
0 e 0 b

Dans ce premier cas, on a trouvé un élément A de E tel que f(A) = A’.

C/
esia’=b’, posons a=1Ina’ et c = — puis A = C ) Alors
a’ 0 a

/
e® ce“ a’ ¢ o Sa
f(A):( ):( />:< a/ :AI_
0 e° 0 a 0 o’
Dans ce deuxiéme cas, on a aussi trouvé un élément A de E tel que f(A) = A’.
On a montré que VA’ € G, JA € E/ f(A) = A’ et donc que G C f(E). Finalement

f(E) =G.

7. a) Premier cas. Soit (a,b,c) € R3 tel que a #b. On a dé¢ja A’ —1 = . Comme a # b, on a

e® —1# e —1 et d’aprés la question 4.a)

wpe N, (A/—Tp = [ (&2 =T c a—b

Mais alors,

p=1 P p=1 P
et
_ C = (_”pil a ) - (_1)1771 b P
= — ; (e® = 1) ; (" —1)
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. ' 5 e et —1 ce®
Deuxiéme cas. Soit (a,c) € R. On adéja A’ — 1= 0 ed —1

a _ a a _ —1
¥p € N, (A’—I)P—((e ;e ‘(’6(5_1;3p >

). D’aprés la question 4.b)

Mais alors,
n

—1)p-1
vn € N* an:Z (=1)

n
(e* —1)P, et ¢y = ce® Z(—U]ﬁ”1 (e —1)P 1.
p=1 =1

b) Soient 1 un entier naturel non nul et x un réel de 10, 1[. Soit I 'intervalle [0, x]. Pour t € I, posons f(t) = In(1 + t).
f est de classe C™*1 sur I. On a déja

vtel, f'(t) =

Mais alors, on obtient facilement par récurrence :

Vk e [1,n+1], vt eI, f*¥(t) = (f)*D(t) =

(1+1)
En particulier, pour tout réel t de I, on a
—1)"*(n)! n!

g ) = | = <nl

‘ ( )‘ (] +t)n+1 (] +t)n+1 =n
D’autre part, f(0) = 0 et pour tout k € [1,n],

f90) (=D Tk=1 (=D
kK k! Sk

Appliquons alors I'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE avec a =0, b = x et M =nl!. On obtient

In(1T+x) — i

k=1

Xn—H Xﬂ+] 1

| — < .
n(n—H)! n+1 -~ n+1

Quand n tend vers +oo, tend vers 0 et on a donc montré que

vx €]0, 1, lim VPn(x) =In(T+x).

n—-+oo

c) Puisque 0 <a<ln2et0<b<In2onal<e*—1<1et0<e®—1<1. On peut donc appliquer ce qui précéde

au réel x = e® — 1 ou au réel x = e® — 1. Dans tous les cas, on a pour tout entier naturel non nul n, a, =P, (e* —1) et

b =P (e? —1). Les deux suites (a,) et (b, ) convergent respectivement vers In(1+ (e* —1)) = a et In(14(e® —1)) = b.
c

Ensuite, si a # b, pour tout entier naturel non nul n on a ¢, = —b(l,bn(a) — UPn(b)). Dans ce cas, la suite (cn)
converge vers a-

c a b __¢
— 1+ (e* = 1) —In(1 4 (e* —1))) = —

Mais si a = b, pour tout entier naturel non nul n on a

(a—b) =c.

n n—1
cn = ce® Z(—U]ﬁ’*1 (e — 1P~ = ce® Z(] —e)P
p=1 p=0
T—(1—ey)n
:Cea]—(iea (Q>O:>ea>]:>]—ea7é0)

)
=c(1—(1—e"™)

Maintenant 0 < a <In2 = —1 < 1—e® < 0 et donc la suite (c,) converge vers c.
Finalement dans tous les cas,

lim an=a, lim bp=Dbet lim ¢, =c.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
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