CONCOURS COMMUN 2004
DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve de Mathématiques
(toutes filiéres)

ANALYSE
PREMIERE PARTIE
1. La fonction x — “__7;)2 est continue sur I et admet donc des primitives sur I.
2— 1+1-— 1 1
Pour x €] — o0, 1], x o LF X + . Une primitive de a sur I est donc la

(1—x)2 (1—x)2 T—x  (1—x%)2

fonction définie par :

Vx el A(x)=—In(1 —x)+

2. Soit g une fonction dérivable sur L.

g solution de (E)sur I & ¥x € I, g'(x) —a(x)g(x) =0 & Vx € I, e Mg’ (x) — a(x)e ¥ g(x) =0
svxel (eg)(x)=0
S3ICeR/Wxel eg(x)=C

1
S3ICeR/Wxel, glx)=Cer™ e 3CeR/Vxel, g(x)=C o1/0-%).

1—x
Les solutions de (E) sur (I) sont les fonctions de la forme x +— C1 e/ C ecR.
—X
3. Quand x tend vers 0, on a :
T -
f(x) = e!/(1—)
1—x
= (1 +X+X +x3 4 O(X3 ))e Txx? 33 +o(x3) —e(1 +X+X2+X3+ O(X3))ex+x2+x3+o(x3)

1

=e(l+x+x*+x°) [ 1+ (x+x*+x) + = (x +x%)? +é(x)3)+o(x3)

=e(1+x+x2+x (
7e 17e
—e+Zex+7x+ 3x+o( x3)

*3
1+x+ x+ )

/e 17
f(x) = e+Zex+7x + 36 x3 4+ o(x3).
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DEUXIEME PARTIE

4. fest de classe C*® sur I en tant que produit de fonctions de classe C* sur I.
Pour n € N, notons alors (P,,) la propriété : « il existe un polynéme P, tel que, pour tout réel x de I,

f(x) =P, ( ]

1 —x

) e!/1=x) 5 Montrons cette propriété par récurrence.

e Vérifions tout d’abord que (Pp) est vraie. Pour tout réel x de I, on a f(x) = f(x) = ] ] el/01—),
—X

(Po) est donc vérifiée en prenant Py = X.
e Soit n > 0. Supposons que (Py) soit vérifiée et montrons que (Pniq) Uest. En dérivant f™ une fois
de plus, on obtient pour tout réel x de I :

1 ' 1 1 1 1
f(n+1) = (P, 1/(1—x) _ P’ 1/(1—x) P, 1/(1—x)
() < <1—x)e S s L el R § gy R e

1] (1 1 1/(1-)
= (e () e (2 e

Posons alors, P, 1 = X2(P/ + P,.). Poy1 est un polynome tel que, pour tout réel x de I,

£ (x) = Py (i) e/0 Ainsi, Yn € N, (Pn) = (Pnt1).

On a montré par récurrence que la propriété (Py,) est vraie pour tout entier naturel n.

Au passage, on a obtenu une relation vérifiée par la suite de polynomes (P.,)

Po=XetmeN, P = XZ(PY]1 + Pn)

5. Po=X. Py =X2(P_+Pg) = X3+ X2 Py = X?(P] +Pq) = X?(3X2 4+ 2X + X3 4+ X?) = X® +4X* + 2X3.
P3 = X2(P5 + P2) = X2(5X* + 16X3 + 6X? + X + 4X* + 2X3) = X7 4 9X°® + 18X> + 6X*.

Po =X, Py = X3+ X%, Py = X5+ 4X* 4+ 2X3 et P3 = X7 + 9X® + 18X5 + 6X*.

6. Soit n un entier naturel non nul.
Puisque f est I'une des solutions de I’équation (E) sur I, pour tout réel x de I, on a (1 — x)*f'(x) =
(2 —x)f(x). Dérivons n fois cette égalité. La formule de LEIBNIZ fournit pour tout réel x de I :

nn-—1)

(1 —x) M (x) = 2n(1 —x)f™(x) + 2 5

f D (x) = (2= x)f™Y(x) = nf™V(x).
puis,

(1—=x) M (x) = (—=2n + 1)x + 2n + 2)f™(x) — n* D (x),
1—x)

ou enfin, aprés division des deux membres par (1 — x)?, puis simplification par le réel non nul e'/("=%),

1 _—(2n+T)x+2n+2 1 n? 1
Provt (1 —x) B (1—x)2 Pn <1 —x) E —x)ZPYF1 (1 —x) (+)-

1

ou encore x = 1 — —,

Maintenant, en posant y = ]

1
Cn4Tx4m42 —(2n+1) (1 —g) +2n+2

(1—x)2 B 1\ 2
()

=(n+ Ty +v*
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Enfin, quand x décrit ] — oo, 1[, y décrit ]0, 4ool. (*) s’écrit donc

Yy >0, Puii(y) = ((2n+ 1y +yH)Paly) —n*y?*Pui(y).

Les deux polyndmes ci-dessus coincident en une infinité de valeurs de la variable. Ils sont donc égaux.
On a montré que

vn e N, Poi(X) = (2n+ 1)X + X2)Po(X) — n2X2P 4 (X) ().

TROISIEME PARTIE

7. Soit n € N*. On a a, = f™(0) = eP,(1).
On multiplie donc les deux membres de I'égalité () par e, puis on évalue en 1. On obtient : a1 =
(2n + 2)a, —n?a,_;. Donc

vn e N ang = (2n+2)a, —nfan .

8. a) On sait que les coefficients du développement limité obtenu a la question 3. sont respectivement

oo f7(0)  £8)(0)
£(0), £/(0), —— et —
b) La formule de TAYLOR-YOUNG fournit

. Donc Qo =2¢€, a; = 26, a, =7eet as = 3e. Enﬁn, ag = 8(13 — 9(12 = 20%e.

B 7e 5 17e 5 20% , 4
f(x)X:Oe+2ex+ > X + 3 x° + T + o(x?).

9. Soit p € N. D’aprés la formule de TAYLOR-LAPLACE,

v 1(1_ +yp 1(1_+\p
e:Zl+J L) etdt:uqﬁ—J L) e dt.

P il o P! o P!
Or,
1 1 1
(1—-t)P , ) 1 J . e e
— — etdt|=— | (1=t)Pe dtg-J(]—t)pdt: .
Jo p! p! Jo p! Jo (p+1)!
e T1—g)r
Comme m tend vers 0 quand p tend vers +o0, il en est de méme de J o e' dt. On a ainsi
. O .
montré que quand p tend vers +oo, u, tend vers e.
2ol -
10. a) Soit p € N. §,,(0) = é AL = é 7= u,. Ensuite, pour p > 1,
P P P P P p—1 P
(i+T1)! 141 1 1 1 1 1 1
] e o o J— —_ = — = J— P
LR TR P T B T AP PR Tty AP M T T

Donc

b) Quand p tend vers +oo, S,(0) tend vers e et S,,(1) tend vers e 4 e = 2e.
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11. Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

P m+ 14+ —2n+)nm++n2n—1+1)!
>

i=0 (i)

i n—1+{((M+1+i1)n+1)—2n+1)(n+1i)+n? i —1+u><1

Sp(n+1)—(2n+2)S,(n) +nzSp(n— 1)+ S,(n) =

(i)?

Donc

Vp e N, Vne N, S,(n+1)— (2n+2)S,(n) +n?S,(n—1) =S, 1(n) — Sp(n).

12. Montrons par récurrence [sur nj, que pour tout naturel n, la suite p — S,(n) converge.
e Pour n =0et n =1, on sait, d’aprés 10., que les suites p — S,(0) et p — S, (1) convergent.
e Soitm > 1. Supposons que les deux sultes p— Sp(n—1) et p— S,(n) convergent. Alors, puisque
pour tout naturel non nul p, on a

Sp(n+1) =(2n+2)S,(n) — nZSp(n —1)+S,(n) — Sp(m),

on en déduit que la suite p — S,(n + 1) converge.

On a montré par récurrence que pour tout naturel n, la suite p — S,(n) converge.

13. Notons {,, la limite de la suite p — S,(n). On fait tendre p vers 400 dans 1'égalité de la question
11.. On obtient pour tout entier naturel non nul n, €y, = (21 + 2)€, — N%ln_1.

Ainsi, {y = e = ap et {1 = 2e = ay, puis si pour un entier naturel non nul n, ¢,, 1 = a1 et {y, = an,
alors

b = (2n+2)0 —n%ly g = (2n+2)an — N%an_1 = anyq (d’apres 7.).

On a montré par récurrence que, pour tout naturel n, {,, = a,,, et donc que

P .
. Z (m+1)!
In = pgrfoo - W
1=0
m+1)! Mm+i)in n+1i\ 1 , , Pom4i) 1
Enfin, - = —— =nl! . —, et on a aussi a, = lim n! —.
(11)2 nlil 1l i /il P00 n Jil

i=0

FIN DU PROBLEME D’ANALYSE
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ALGEBRE ET GEOMETRIE

PREMIERE PARTIE

1T - - - T = = -
L f(W)=—72f(i+ji+K=—72(kK+i+ij)=1.
V3 V3
- - - - - >
Soit (x,vy,z) € R3. L’image du vecteur Y =x1+yYj +zk est le vecteur Y/ =yi+zj +xk etsi
la somme des coordonnées de Y est nulle, il en est de méme de la somme des coordonnées de Y’ . On
en déduit que Q est stable par f.

2. a)OnaW:%(? 7}

V3 V3 -

que — — — =

—l—? T) 1? 1?):—3(?—?).Puisque1—%—%:0et

et W sont deux vecteurs du plan Q. Ces deux vecteurs étant clairement non

)
colinéaires, (7, W) est une base de Q.

Npn

b) ||7|| = /= et donc la famille (W, V', W) n’est pas orthonormée. Néanmoins, puisque U et v sont

orthogonaux et non nuls et que W=UA 7, la famille ( ﬁ), 7, W) est une base orthogonale directe de
H
E.

c)
= 1= = T—- 12 15 3= — 1 V3
= _ = 1= _ o=t e __ =V
f(Vv) = 5 1 2]+k 2(1 5 Zk) 4() k) 5V ZW
et
V3o = V3o 1o 1o V3o o V3
f(w)_T(l_))_T(l_zj_Ek)_T()_k)_Tv_EW'
Par suite, 0 = —2—71 convient.

3

H
d) La base (7, V_\)), ﬂ)) est une base directe de E. Donc, si le plan Q est orienté par le vecteur normal
U, la base (7, W) est une base directe de Q. De plus, la base (7, W) est orthogonale et les vecteurs v
et W ont méme norme. Ainsi, Q étant orienté par le vecteur ﬂ), la restriction de f a Q est la rotation

27
d’angle ——.
angle 3

DEUXIEME PARTIE

3. a)
1 1 1
P PRI N P
P= 2772 2 Tz | =V
S R B BV LR
2 2 2 72
b)
111 11 1] 3 T4+j+7% 14j+52 300
PP= |1 32|13 j|=|1+i+5> 3 T+j+j2 | =103 0 |=3L
1% 15 j% ] T+i4+5% 14+j5+52 3 00 3
010 1 [ 1 010 1 j
4. a)JX;=|[0 0 1 T{=|1|=X;.Puis, JXo=|0 0 1 i =13 =X
100 1 1 100]]3? 1
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et enfin, JX3 = |:

> —_ O O

47

ire que

1
0
0
me d

1T 1 1
JP=[X:iX2i®Xsl = | 1§ {2
1 5%

5. a)DéjaJ? = (E31+E12+E23)(Es1+E12+E23) = B30+ E13+Ex = {

b) Il revient au m

0
0

]me%mmfy
2

—e

1
0 ] . Ensuite, pour
0

me—o
A —oc o

(a,b,c) € C3, (al+bJ+cJ?)] = aJ+bJ2+cJ? = J(al+bJ+cJ?). Donc, ¥(a, b, ¢) 3 al+bJ+cJ? € C(J)

ou encore Vect(I,],J%) c C(]).

aq b] C1
Réciproquement, soit M € C(J). Posons M = [ a by ¢ ] .On a

as b3 C3
aj b1 C1 010 C1 g b1
M] = ar bz Co 0 0 1 = Cr Qaj bz
as b3 C3 1 00 C3 Qs b3

et

—_ O O

1 0 a; by ¢ a; by ¢
IM = 0 1 ar bz Co = as b3 C3 .
00 as b3 C3 aq b] Cq

Par suite, MJ] = JM & a; = by = c3 et ¢ = a, = bz et by = ¢c2 = az. Par suite, il existe trois
complexes a, b et c tels que

a b c 100 010 0 01

M=|c abl|l=al0T1T0|+b|0 01 |+c|1 00 /|=al+bJ+cJ?e Vect(L,],J?.
b c a 0 0 1 100 010

Finalement,

C(J) = Vect(L,],]?).

b) La famille (I, ], J?) est déja une famille génératrice de C(J), ce qui montre que C(J) est de dimension
au plus 3. Montrons que la famille (I, ], J?) est libre.

Soit (a,b,c) € C3.

al+bJ+c]?=0= 0=a=b=c=0.

(e oW o
o o o
0 o o
Il

La famille (I, 7, J?) est libre et donc une base de C(]). Par suite, dim(C(])) = 3.

dim(C(J)) = 3 et une base de C(J) est (I, 7, J?).
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1_
6. a) D’aprés 3)b), P est inversible, d’inverse P! = §P. D’aprés 4)b), PP = A = diag(1,j,j?). Mais
alors, P71J?P = (P7'JP)(P'JP) = A? = diag(1,j?,j). Par suite,

P~ "™(a,b,c)P =P al+bJ+cJ?)P = al + bP'JP + cP'J?P = al + bA + cA?
=diag(a +b +c,a+bj +cj?, a+ bj? + ¢j).

b) Le déterminant de M(a, b, c) vaut :

a b c
c a b|=ala’—bc)—c(ab—c?)+b(b?—ac)=a®>+b>+c>—3abc.
b c a

D’autre part, det(D(a,b,c)) = (a+ b+ c)(a+ bj + cj?)(a + bj? + ¢j)

¢) Maintenant

det(M(a,b,c)) = det(PD(a,b,c)P™") = det(PD(a, b, c))det(P™)
= det(P~'"PD(a,b,c)) = det(D(a, b, c))

et done

det(M(a,b,c)) = a®>+ b3+ c®—3abc = (a+b +c)(a+bj + cj?)(a+ bjZ + cj).

1
d) O est centre de gravité de (A, B, C) si et seulement si g(a +b+c)=0o0uencorea+b+c=0.

(T) équilatéral & C =raz(B)ou C =1 _2z(B)
Sc—a=—j*(b—a)ouc—a=—jb—a)
& (—-1—ja+ji*b+c=00u (-1 —jla+jb+c=0
Sija+i*b+c=0o0uj?a+ib+c=0&a+jb+j*c=00oua+ij’b+jc=0
& (a+ijb+ij%c)(a+i*o+jc) =0

Finalement, A est non inversible si et seulement si det(M(a,b,c)) =0 ce qui équivaut A a+b+¢ =0
ou (a+jb +j%c)(a+j%b +jc) =0 ou encore a (T) est équilatéral ou O est centre de gravité de (T).

TROISIEME PARTIE

7. Les égalités a1 = Ab 4+ (1 —A)cp, buyr =Acn+ (1 —A)a, et cny1 = Aan + (1 —A)b,, fournissent

Abn + (T —A)en 0 A T=A an
Zoyi =P o =P ' Acn+(1=ANa, | =P [ 1T-X 0 A b,
Aan + (T=A)by P e N Cn

=P AT+ (1 =AN)J)PZ, =D(0,A\, 1 —A)Z, (d’aprés 6)a)).
8. Pour tout n € N,

n

(D(O,A, T =A)"™ = (diag(T,Aj + (1= A)j%, A% + (1 = N)j)
= diag(1, (Aj + (1 =A™, (A2 + (1 =A))"™).
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1—3% 1+

9. a)Aj+(1-A)jit=1&A= 2 :T:1+j2:_j qui n’est pas réel.
Done VA € R, Aj + (1 —A)j2# 1.
Soit A € R.

AN+ (T=ANP=N+T=NPP)A2+ (T =N)) =N+ (1=A2=AT1T=A) =3A\2—=3A+1.

Par suite,

AN+(1T=NPA<1E3N=3A+1<T&SAA=1)<0& A€o, 1].

VA € R, (la suite ((Aj + (T —A)j2)™) converge si et seulement si A €]0, 1[).

b) Pour tout entier naturel n, d’aprés 7), Z,.1 = D(0,A, 1 —A)Z,, et donc, pour tout entier naturel n,
d’aprés 8),

Zy = (D(0,A, 1= A)"™Yo = diag(1, (A + (1 = A)jH)™, (A% + (1 = A)j)™) Zo

Si A €]0, 1], les suites ((Aj + (T —A)j2)™) et (Aji2+ (1 —A))™) = ((Aj + (1 — A)j2)™) convergent d’aprés
9)a) et donc les trois composantes du vecteur Z,, n € N, convergent. Enfin, puisque pour tout entier
naturel n, Y, = PZ,,, les suites (a,), (bn) et (¢,) sont des combinaisons linéaires des trois composantes
de la suite (Z,,) et donc convergent.

10. a) Soit n € N.

An41 ‘|’bn+1 ‘|’Cn+1 - (}\bn‘i' (1 _}\)Cn) + (Acn‘i' (1 - 7\)(1“) + (Aan‘i' (] _A)bn) - an+bn+ Cn.
Par suite, Y n e N, a,+by+chn=ao+bo+co=a+b+c.

b) On sait déja que, si A €]0, 1[, les suites (a,), (by) et (cn) convergent. Notons £, ' et £” leurs limites
respectives.
On passe a la limite dans la relation entre a, 1, b1, Cnit et an, by et ¢ On obtient

0 =M+ (1 —A)” 0" =N+ (1 =AW , )
=AM+ (1 —A)¢
=M+ (1A & =M+ (1T=A)A+ (1= @{ (AZ_AL()(E_)Q,)_O
0 =N+ (1= A U =AM+ (1 =A)) + (1 —A)L -
<:>€:€l:€l/’

(car VA € R, A> — A+ 1 #0). Les trois suites ont donc mémes limites. Notons { cette limite.

c) Pour tout entier naturel n, on a a,, + by, + ¢, = a+ b + c¢. Quand n tend vers 400, on obtient
3l =a+ b+ c ou encore

1

€:§

(a+ b+ c) =isobar(a,b,c).

FIN DU PROBLEME D’ALGEBRE ET GEOMETRIE
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