SESSION 2026

Concours commun Mines-Ponts

PREMIERE EPREUVE. FILIERE MP

I - Lemme fondamental du calcul variationnel

1
1 > La fonction P : x — —— est de classe C* sur ]0, +o0[ & valeurs dans R et la fonction exp : y +— eY est de classe C*®

sur R. Donc, la fonction ¢ = exp o P est de classe C* sur ]0, +ool.

Rl=

1
Montrons par récurrence que, pour tout n € N, il existe un polynome P, tel que, pour tout x > 0, @™ (x) = P, (—) e
X
e L’affirmation est vraie quand n = 0 en posant Py = 1.

1
e Soit n > 0. Supposons qu'il existe un polynome P, tel que, pour tout x > 0, @™ (x) = P, (—) e x. Alors,
X

A e G O R O E I O

avec Pn 1 = X% (P, —P/) € RIX].

pour tout x > 0,

On a montré par récurrence que, pour tout n € N, il existe un polynome Py tel que, pour tout x > 0, @™ (x) =

Pn <l> e_%.
X

2 > La foncrion ¢ est de classe C* sur | — 00, 0] et sur ]0,+oo[. Montrons par récurrence que pour tout n € N, @ est de
classe C™ sur R et que @™ (0) = 0.

e lim @(x)= lim e x=0= ©(0). Donc, @ est continue a droite en 0 puis ¢ est continue sur R.
x—0+ x—0+

e Soit n € N. Supposons que @ est de classe C™ sur R et que @™ (0) = 0. Alors, ¢ est de classe C™ sur [0, +-o0l,
de classe C™*! sur ]0, +-o0[ et de plus,

1
lim (P(nJr”(X) = xl—i>r(1)1+ Pnt1 <;> 67% = ygriloo Pnii(yle¥ =0

x—0+

d’aprés un théoréme de croissances comparées. D’aprés le théoréme de la limite de la dérivée, @ est de classe C™*!
sur [0, +oo[ et de plus, (pg“H)(O) = 0. Puisque d’autre part, @ est de classe C™*! sur ] — 0o, 0] avec (pgnH)(O) =0,

@ est finalement de classe C™*' sur R avec @™+ (0) = 0.

On a montré par récurrence que pour tout n € N, ¢ est de classe C™ sur R et que @™ (0) = 0.

S N
3 > Pour tout x € R, posons V¢ q(x) = @((x—c)(d—x)) = { (e)si(xi;):]ﬂ_) osolxc]eL]JC[)dd[—}—oo[ (car (x—c)(d—x) <0 & x €
. ) )

] — o0, c] U [d,+o0[). La fonction P, g est de classe C* sur R, nulle sur | — oo, c] U [d, +-o0[ strictement positive sur ]c, d[.

4 > Supposons par 'absurde qu’il existe xo €]a, bl tel que f(xo) # 0. Quitte & remplacer f par —f qui vérifie les mémes
hypothéses que f, on peut supposer f (xo) > 0. Puisque f est continue en xo, il existe deux réels ¢ et d tels que a < ¢ <
Xxo < d < b et pour tout x € [c, d], f(x) > 0.

b d
f(x)h(x) dx = J f(x)WPe,alx) dx >0

(¢
(intégrale d’une fonction continue, positive et non nulle sur [c, d]) ce qui contredit 'hypotheése faite sur f. Donc, pour tout
x €]a, b[, f(x) = 0 ou encore f est nulle sur ]a, b[ puis sur [a, b] par continuité de f en a et b.

Soit h = ¢ q. h est de classe C*™ sur [a,b] et vérifie h(a) = h(b) = 0. De plus, J
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II - Equation d’Euler-Lagrange

5 > Soit y € C. Les fonctions y et y’ sont continues sur [xa,xpg] puis la fonction x — (x,y(x),y’(x)) est continue sur
[xa,xg] & valeurs dans [xa,xg] x U x V. Puisque f est continue sur [xa,xg] X U x V| la fonction x — f(x,y(x),y’(x)) est
continue sur le segment [xa, xg] & valeurs dans R et donc la fonction x — f(x,y(x),y’(x)) dx est intégrable sur ce segment.

6 > Pour tout réel ¢, y. est de classe C? sur [xa,xg] et vérifie ye (xa) =yo et y (xg) =y1. Donc, y ¢ C si et seulement
si il existe x € [xa,xp] tel que ye(x) € U ou yl(x) ¢ V.

Supposons par I’absurde que pour tout o > 0, il existe ¢ €] — o, [ tel que y. ¢ C. En particulier, pour tout n € N*, il

n’'n n—+oo

existe en € }—]— l [ tel que ye,, € C (x). On note que ¢, — 0.

Donc, pour tout n € N*, il existe xn € [xa,xg] tel que ye, (xn) ¢ U ou y{ (xn) ¢ V. La suite (x,) est une suite
d’éléments du compact [xa,xg] et on peut donc en extraire une suite (X(P(n)) convergente, de limite £ € [xa, xg]. Or,

Yeorm (Xom) =20 (Xom)) +eomm (Xom) = zo(0)

n—-+oo

par continuité de zg et 1 sur [xa,xg] et donc £. De méme, yé@( | (Xp(m)) e z4(€) et finalement
n n—-+oo

(Yewm (o) ¥y, (tpm)) ) (20(0),25(0) € Ux V.

n—-+oo

Puisque U et V sont ouverts, il existe ng € N tel que pour n > ny, (y%(n) (X(P(n)) ,yé@(n) (X(P(n))) € U x V. Ceci est
en contradiction avec I’hypothése (x).

On a donc montré qu’il existe o > 0 tel que, pour tout ¢ >0, y. € C.

7 > Soit B €]0, «[ ou B sera choisi ultérieurement.
XB

Posons @ : [—f,B] X [xa,xg] — R de sorte que, pour tout ¢ € [—f3, ], @(¢) :J D (g, x) dx.
(e,%) = f (%, Ye(x),ye (%))

XA
e Pour tout ¢ € [, B], la fonction x — @ (g, x) est continue par morceaux et intégrable sur [xa,xg].
e Pour tout x € [xa,xg], la fonction & — ®(e,x) = f (x,z0(x) + en(x), z5(x) + en’(x)) est de classe C' sur [, B].

De plus, d’aprés la régle de la chaine, pour tout (g,x) € [—f, B] X [xa, xB],

Loy of

I ! af !
3¢ (&%) =T1(X)@ (% Ye (), ye (x)) + ' (x) 5~ (6 ye (x), Y ().

Ensuite, la fonction f étant de classe C? sur [xa,xg] x U x V,

00
- Pour tout ¢ € [—f, B], la fonction x — ——(¢,x) est continue par morceaux sur [xa, xg].

¢

- Soit (&,x) € [—B, B] x [xa,xg]. Les fonctions zo, 1, z§ et ' sont continues sur les segment [xa, xg] et en particulier
bornées sur ce segment. On peut écrire [ye (x)| < [|zo|lo + B Moo €t Y0 < |25l o0 + B 1IN oo-

Maintenant, ||zol|,, et ||zy]|,, sont des maximums car les fonctions |zo| et |z)| sont continues sur le segment [xa,xg].
Par suite, ||zo||, € U et ||z4],, € V. Puisque U et V sont ouverts, on peut choisir $ suffisamment petit tel que

(Izolloo = B M| oo » HZ%IIoo + B IMlloo] X [128]loe = B 1Moo 1281l + B M [lo] € U x V, ce que Ion fait.
f
Les fonctions P et P sont alors continues sur le compact
z
K= [xa,x8| % [[zollo = B IMlloo » 120llo + B IMllo) x [I28]loe = B I loo s 28]l + B In'llc] et en particulier

bornées sur K. On note My, (resp. M) un majorant de la fonction

of of

@‘ (resp. ‘&‘) sur K et on a
Gl

V(e € [-B, Bl x [xa,x8], '@(%X)

De plus, la fonction constante x — |[n||ccMy + [IN’[|ccM est continue par morceaux et intégrable sur le
segment [xa,xg].

< IMlleoMy + [0 lloo M-

http ://www.maths-france.fr 2 © Jean-Louis Rouget, 2026. Tous droits réservés.



Mines-Ponts 2026 - MP - Mathématiques 1 - Corrigé

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétre, la fonction @ est de classe C' sur [, B] (ce qui suffit pour
la suite du probléme) et de plus

XB

Ve € [_Ba B]) (p’(&) :J oz

XA

<n(X)§—; (%, 0,y () + /() (x,yax),y;(x))) dx.

8 > La fonction ¢ est dérivable sur Uintervalle ouvert | — B, B[, & valeurs dans R, et de plus la fonction ¢ admet un
extremum en 0 par définition de zo. On en déduit que ¢’(0) = 0 ou encore

J ) (n(x)ﬁ (% 200), 25(x)) + 1/ ()

XA oy 2 (%, Zo(x),zé(x))) dx = 0 (5x).

of
Maintenant, les deux fonctions x +— 1(x) et x — 3 (x,20(x),z5(x)) sont de classe C' sur le segment [xa,xp]. On peut
z

donc effectuer une intégration par parties qui fournit, en tenant compte de n(xa) =n(xg) =0,

05 20000, 29000 ax = 0615 (x 2000, 25000

Mais alors, (%) fournit

[ (2—; (x z0(x), 2 (1)) — (af (x,zO(xJ,zs(x)))) dx 0.

. a2

9 > Ainsi, pour toute fonction 1 de classe C*® (et donc C?) sur [xa,xg] telle que 1 (xa) =1 (xg) =0, on a

J: n(x) (2—; (x,zo(x), 24 (x)) — dix (g—i (x, zdx),zé(x)))) dx = 0. D’aprés la question 4.,
e e boaxal, 5 (020l 2600) — 55 (51 (52001 28001 ) =

of
10 > Pour tout x € [xa,xg[, posons F(x) = f (x, zo(x), z{(x)) — z(’)(x)a (x, zo(x), 4 (x)).

La fonction F est de classe C' sur Jxa,xp![ et pour tout x € |xa,xg[, d’aprés la régle de la chaine.

() = 1 1 (3 20(x),24(3)) + 29(x) 5 (% 20[x),231) + 2 X1 (x, 0(x), ()
0 0
= 2§05, (0 20000, 2000 20005 ( 51 (612000, 244

of d [/of
= 24(x) 51 (02000 240x0) — 5= (51 (2000125001 ) ) =0.
La fonction F est donc constante sur ]xa,xg[ ou encore

AC € R/ Vx € Ixa,xgl, f(x,z0(x),z5(x)) — z(’)(x)g—i (x,z0(x), 24 (x)) = C.

III - Le chemin le plus court est la ligne droite !
11 > Dans cette question, pour tout (x,y,z) € [xa,xg]l x U x V, f(x,y,z) = V1 +z2. La fonction f est de classe C? sur

Pouvert Jxa,xg[ x U x V et sa dérivée partielle par rapport & x est nulle. D’aprés 'identité de BELTRAMI, il existe C € R
tel que

’ 2 / U(I)(X)
v € oyl 1+ (w0012 — o) x ——RE—
T+ (yg(x)
ou encore VYx € Jxa,xgl, ;2 = C (ce qui impose C # 0) ou encore Vx € |xa,xsl, (y(’)(x))z = é — 1 (ce qui

impose C € [—1,1]\ {0}).
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Si C € {—1,1}, alors pour tout x € Jxa,xsl, yi(x) = 0. La fonction yo est constante et en particulier affine. Sinon

C €] — 1,1[\{0} puis 4/ é —1 > 0. Puisque pour tout x € ]xa,xsl, (y(’)(x))z = é — 1, on en déduit que pour tout

1
< 1. Maintenant, la fonction y} est continue sur Jxa,xg[ et
ne s’annule pas sur cet intervalle. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction y/ garde un signe constant
ou encore la foction ¢ est constante.

x € |xa,xgl, il existe (x) € {—1, 1} tel que y,(x) = e(x)

Mais alors, la fonction yj est constante sur Jxa, xg[ puis la fonction yo est affine sur Ixa, xg[ puis sur [xa, xg] par continuité
de yo en xa et en xp.

IV - Le chemin le plus rapide est la cycloide

1 2
12 > (On suppose de plus que yg < ya). Ici, pour tout (x,y,z) € Jxa,xs[ x]0, +00[x] — 00,0[, f(x,y,z) = 4/ —;Z . fest

of
de classe C? sur 'ouvert Jxa, xg[ % [0, +00[x] — 00, 0[ et sur cet ouvert, Pl 0. D’aprés l'identité de BELTRAMI, il existe
X

C’ € R tel que pour tout x € Jxa,xsl,

2

1T+ (yslx 1 N(x
0 Y09 /14 (y4(x)
ou encore ! = C’ (ce qui impose C’ # 0) ou enfin yo(x) (1 + (y(’)(x))z) = C]’z' Cette derniére égalité

Yo/ 1+ (y§(x))*
est encore valable pour x = xA ou x = xp par continuité de yo et y; en xa et en xg. Finalement,
3C € R/ ¥x € [xa,xB], Yo(x) (1 + (y(’)(x))z) =C.

1
sin? (x)
La fonction cotan est continue et strictement décroissante sur ]0, 7t[ et done, la fonction cotan réalise une bijection de ]0, 7t[

13 > La fonction x — cotan(x) est de classe C' sur ]0, 7t[ et pour tout x €]0, 7t[, cotan’(x) = — = —1—cotan?(x) < 0.

sur | lim cotan(x), lim cotan(x) [ =] — oo, +oo[=R.
X—T7T— x—0+

La fonction cotan’ ne s’annulle pas sur ]0,7t[ et donc, la fonction Arccotan est dérivable sur R. De plus, pour tout réel x,

1 1 1

A t ! == = — e .
recotan’(x) cotan’(Arccotan(x)) 1 + cotan?(Arccotan(x)) 1+ x2
0(x) . 0(x) 1 2
14 > Pour tout x € [xa,x8], y5(x) = cotan <T> puis 1+(yé(x))2 = T+cotan? < 5> ] sin? (9(7()) - cos(6(x))
2

Par suite, puisque pour tout x € [xa,xsl, Yo(x) (1 + (yé(x))z) =2, on en déduit que

Vx € [xa,xBl, Yyo(x) =1 —cos(0(x)).

15 > En dérivant les deux membres de 'égalité précédente, on obtient pour tout x € [xa,xgl, 8'(x)sin(0(x)) = y5(x) =

tan [ 2O) :
cotan (T) puis
) B 1 B 1

sin(0(x)) sin (@) X 2sin (6 )> 0s (@) - 2sin? (STX)> - T cos(0(x)’

et donc, pour tout x € [xa,xgl, 0/(x) — 0’(x) cos(6(x)) = 1. En intégrant, on obtient :

)
)
ot
®
=

7 N

[a)
DI

dc € R/ Vx € [xa,xBl, x = 0(x) —sin(0(x)) + c.
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V - Une application & une structure optimale : la caténoide

16 > Ici, pour tout (x,y,z) € [0,1] x Rx R, f(x,y,z) = 2tyv/1 + z2. On peut de nouveau appliquer I'identité de BELTRAMI
et on obtient l'existence de C € R tel que pour tout x € [0, 1],

2myo (x)\/ 1+ (y4(x))* —yb(x) x 2myo(x) —222— = C,

ou encore yo—(X) = —. De plus ©

L _ Yo _ 1
Ty T ST 14 whlo))?

2
# 0. On peut poser ¢ = g # 0 et on

obtient

vx € [0,7], 1+ (yh(x)* = c2 (yo(x))?.

17 > La fonction ch est continue et strictement croissante sur [0, +oo[. La fonction ch réalise donc une bijection de [0, +ool

sur |:Ch(0), lim ch(x) [ = [T, +ool.

X—+00

La fonction ch est dérivable sur ]0, +oo[ et la fonction ch’ = sh ne s’annule pas sur ]0, +oo[. Donc, la fonction Argch est

1 1
ch’(Argch(x))  sh(Argch(x))’
Maintenant, pour tout x €]1,+oo[, sh?(Argch(x)) = ch?(Argch(x)) — 1 = x2 — 1. De plus, pour tout x €]1, 400,
Argch(x) > 0 et donc sh(Argch(x)) > 0. On en déduit que pour tout x €]1,+ool, sh(Argch(x)) = vx2 — 1. On a ainsi

montré que

dérivable sur ch(]0, +oo[) =]1, +oo[ et pour tout x €]1,+oo[, Arcgch’(x) =

Vx €1, +ool, Argch’(x) =

x2—1

18 > On suppose de plus que pour tout x € [0, 1], y4(x) > 0 et c? (yo(x))z > 1.

2

vx € [0,1], 1+ (yo(x)* = c? (yo(x))* = ¥x € [0, 1], yd(x) = \/ (cyo(x))* =1

= Vx € [0, 1],
(cyo(x))* —1

= Vx € [0, 1], dix (%Argch(cyo(x))) (x) =1
=3dd e [R/%Argch (cyo(x)) =x+4d
= 3J(c,d) R%/ ¥x € 0,1, yo(x) = %ch(c(x +d)),

ot ¢ et d sont deux réels tels que ch(cd) = ch(c(d + 1)) = ¢ (a partir des conditions yo(0) = yo(1) = 1). Ensuite, en
tenant compte de ¢ # 0,

1
ch(cd) =ch(c(d+ 1)) &cd=c(d+T)ouc(d+1)=—cd & d+1 :—d(:)d:—z.

1 1
Done, pour tout x € [0,1], yo(x) = 5 ch (c <x — §)> ol ¢ est un réel tel que ch (%) =c.
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