SESSION 2026

Concours commun Mines-Ponts

DEUXIEME EPREUVE. FILIERE MP

I - Quelques propriétés de O, (R)
1 > Soit © € R. xg, = X*> —2Xcos(0) +1=X? — (eie + e*ie) X+et® x e 10 = (X — eie) (X — e*ie). Ensuite,

e =e P e?® — 1520207 &0 € nZ.

ler cas. Si 0 ¢ 7Z, e'® ¢ R. Dans ce cas, Xg, n'est pas scindé sur R puis Rg n’est pas diagonalisable dans .#>(R). Par
contre, Xr, est & racines simples dans C et donc Rg est diagonalisable dans .#>(C).

2éme cas. Si 0 € 2nZ, Rg = I, est diagonalisable dans .#5(R) et si 0 € m+27Z, Rg = —I est diagonalisable dans .#5(R).

cos(0) cos(0')
sin(0) sin(0') /"

L’égalité det(A) = 1 fournit cos(0)sin(6’) — sin(0) cos(8’) = 1 ou encore sin(60’ —0) = 1 ou enfin 8’ € 6 + T + 27tZ. On

2
e _ [cos(0) —sin(0))
en déduit que A = <sin(6) cos(0) ) = Ro.

2 > Soit A € SO3(R). Les deux colonnes de A sont unitaires et donc, il existe (8,0’) € R? tel que A = (

Réciproquement, les colonnes de Rg sont unitaires, orthogonales et le déterminant de Rg est égal & 1. Donc, Rg € SO3(R).
On a montré que SO;(R) ={Rg, 6 € R}.

3 > L’application h : #Zn(R) — (///n([R))Z est continue car linéaire sur un espace de dimension finie et 'applica-
M = (MT,M)
tion g : (///n([R))Z — M (R) est continue car bilinéaire sur un espace de dimension finie. Par suite, application
(M,N) +— MN
f=goh : #(R) — #n(R) estcontinue sur .#n(R). De plus, {I} est un fermé de .#;, (R) (boule fermée de centre
M — MM
I, et de rayon 0). Donc, O
continue.

n(R) =1 ({I.}) est un fermé de R en tant qu’image réciproque d’un fermé par une application

D’autre part, pour tout M € O (R), ||[M||oo < 1. Donc, O, (R) est une partie bornée de .#;, (R).

Ainsi, On(R) est une partie fermee, bornée, de l’espace de dimension finie .#;,(R) et donc, On(R) est un compact de
M (R) d’apres le théoréme de BOREL-LEBESGUE.

Si, par 'absurde, O, (R) est un connexe par arcs de .#,(R), par continuité du déterminant et d’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires, det (On(R)) = {—1,1} (car n > 2) est un connexe par arcs de R, ce qui est faux (les connexes par
arcs de R étant les intervalles). Donc, Oy, (R) n’est pas connexe par arcs.

[R(] 2t951t€ O

4 > Soit (0,0’) € R%. Pour tout t € [0, 1], posons y(t) = . Déja, v(0) = Rg, v(1) = Rg+ et pour
R rsite |=,1
(2t—ne’ sit e 2
1 1 1
tout t € [0,1], y(t) € SO2(R). Ensuite, 'y est continue sur [O, z] et sur } ) 1} Enfin, hm Yyt) =Ro =1, =v (z)
=1

1
Donc, vy est continue en 3 a droite puis y est continue sur [0, 1].

Ainsi, pour tout couple d’éléments de SO, (R), on a trouvé un chemin continu joignant ces deux éléments et contenu dans
SO2(R). Ceci montre que SO, (R) est connexe par arcs.

Soit n > 2. Soit A € SOx(R). On sait qu'’il existe P € GL,(R) telle que A = PAP~! o1 A est une matrice diagonale par
blocs de la forme

A:diag(],...,],—],...,—],Rgl,...,Rg‘_)
P q T
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ol p, q et T sont trois entiers naturels tels que p + q +2r =1 et q est pair (avec une lecture conventionnelle dans les cas
p=0o0uq=0o0ur=0). Pour tout t € [0,1], on pose g(t) =2t — 1. Alors, g est continue sur [0, 1] et vérifie g(0) = —1
et g(1) = 1. Ensuite, il existe des applications y1, ..., Yr, continue sur [0, 1] telles pour tout k € [1,7], yx(0) = Re,,
v(1) =15 et pour tout t € [0, 1], yk(t) € SO2(R).

Pour tout t € [0, 1], on pose y(t) = P diag (1,...,1,g(t),...,g(t),y1(t),..., vk (t)) P~'. ¥ est une application continue sur
[0, 1], & valeurs dans SO, (R) telle que y(0) = A et y(1) = 1.

En résumé, pour tout A € SO, (R), il existe un chemin continu, contenu dans SO, (R), joignant A & I,,. Par transitivité,
pour tout couple d’éléments de SO, (R), il existe un chemin continu, contenu dans SOy, (R) et joignant ces deux éléments.
Ceci montre que SO, (R) est connexe par arcs.

5 > Soit A un élément fixé de O, (R) \ SO (R).

Soient @ : SOn(R) — On(R)\SOx(R) et ¥ : On(R)\SOn(R) — SOu(R) .

M — AM M - ATM
Pour tout M € O, (R), (M) = AM est un élément de On(R) tel que det(@(M)) = det(A)det(M) = —1 et donc
@©(M) € O(R)\ SO, (R). Ceci montre que ¢ est bien une application. De méme, \{ est bien une application.

D’autre part, pour tout M € O (R), Ppo@(M) = ATAM = M et donc o = Idso, (r)- De méme, o = Ido, (r)\sO. (R)-
On en déduit que @ est une bijection (et que @~ ! =1).
Soit alors H un sous-groupe du groupe (O (R), x) contenant SO, (R) et distinct de SO, (R). Soit A un élément fixé de

H\ SO, (R). H contient encore {AM, M € SO, (R)} = @ (On(R)) = On(R)\ SOn(R). Finalement, H contient (SO (R))U
(On(R)\ SOn(R)) = On(R) et finalement H = O, (R).

On a montré que un sous-groupe du groupe (O, (R), x) contenant SO, (R) est soit SO (R), soit On(R).

6 > e Les éléments de Z;(Q) sont les 16 matrices 0) (chacune de probabilité (1 —p)* (par indépendance des Y 1,5))s

0
0 0
696D 96 9 wommmro (4.0 9600 9608

(de probabilitée p2(1—p)?), ((]) }), G (])), G ?), <(]) }) (de probabilitée p3(1—p)) et G }) (de probabilité p*).

1 . . 10 0 1 11 11 10 0 1
Les éléments inversibles de Z;(Q)) sont (0 1), (1 0)’ (0 1), (1 0)’ (] 1) et (1 1). Donc,

P(Z2 € GLy(R)) = 2p*(1 —p)* +4p>(1 —p) = 2p*(1 —p)((1 —p) +2p) = 2p* (1 —p?) .

e Une matrice orthogonale A dont les coefficients sont dans {0, 1} posséde exactement un 1 par colonne, les autres coefficients
étant nuls, car ses colonnes doivent étre unitaires. Cette matrice posséde également exactement un 1 par ligne car cette
matrice est inversible et ne peut donc avoir deux lignes identiques. Finalement, A est nécessairement une matrice de
permutation ou encore il existe une permutation o de [1,n] telle que A = (6i‘6(j))1<i,j<n = Ps. Réciproquement, une

matrice de permutation est une matrice orthogonale & coefficients dans {0, 1}.

Ainsi, P (Z,, € On Z P(zZ Ps) (ces événements étant deux a deux disjoints). Ensuite, pour o € 5, donnée,

0ESn
les variables Yj ; étant indépendantes,

j=1 JEN,M]2?, i#c
mn
=T1P (Yo, =1) x I P (Yi,o() =0)
j=1 (iyj)elﬂynﬂz\ 15&0—(])
=p*(1—p)™ "
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e Soit 0 € S det (Py) = Z €(0")86/(1),0(1) + -+ 0o/(n),0(n) = €(0). Par suite, Py € SOn(R) & 0 € o, Mais on sait
o'€ESn
qu’il y a autant de permutations paires que de permutations impaires ou encore card (.#;,) = 2card (@,). On en déduit
que
n! n n?-n
P(Zn € SO (R) = 5 p (1—p) .
7 > Si x =y, alors toute réflexion par rapport & un hyperplan contenant x, transforme x en x = y. Supposons maintenant,

1
Ix —yll

En effet, pour tout z € E,

X # Y. Soient u = (x —y) puis H =ut. Alors sy est une réflexion telle que sy (x) = y.

<z,x—y>

e—glz >~ Y

su(z) =puz2) —pur(2) =z2—2pu(z) =z— (x,wyu=x—2
De plus, x —yl2 = [XI2 = 2(x,y) + Iyl = 2 (JI> — (x,y}) = 2{x,x — ) et donc, pour tout z € E,
(z,x —y)

(x —y). En particulier,
<X) X = 1J> k

su(z) =z—

su(x) =x—(x—y) =vy.
Si A est la matrice de sy dans une base orthonormée de E, alors A est une matrice orthogonale telle que Ax =vy.
8 > Soient G € G et x € E tel que ||x|| = 1. x est non nul et donc Gx # 0 car G € GL,, (R).

On peut poser y = Gx de sorte que |Jy]] =1 = [|x]|. D’aprés la question précédente, il existe une matrice orthogonale

1Gx||
A telle que Ay = x ou encore AGx = ||Gx||x. On pose G; = AG. Puisque A € O (R) CGet G € G,ona Gy € G et de plus
Gi1x = ||Gx||x. Ensuite, pour tout p € N, G}'x = ||Gx||Px et donc G, = G} est un élément de G tel que Gpx = ||Gx|[|Px.
Enfin, pour p € N*, x = G;PGYx = ||Gx||PG;Px et donc G;Px = ||Gx[| Px. G_p = G;¥ est un élément de G tel que
G_px = [|Gx|"Px.

On a montré que : pour tout x € E tel que [x|| = 1, pour tout G € G, pour tout p € Z, il existe G, € G tel que
Gpx = || Gx||Px.

9 > On munit .#;, (R) de la norme subordonnée & la norme || || que Pon note ||| |||. Puisque G est compact, G est borné puis
il existe M € R™ tel que, pour tout G € G, |||G]|| < M.

Soit G € G Soit x € E tel que [|x|| =1 (donc ||Gx|| # 0). Pour tout p € Z, il existe G, € G tel que Gpx = ||Gx||Px. Pour
tout p € Z,
1GX[IP = [[Gpx|| < IGpIIIIx[l = lIIGplll < M (x).
Si ||Gx]|| > 1, alors lirll [IGx||P = 400 ce qui contredit (x) et si 0 < [|Gx|| < 1, alors lim ||Gx||P = +oo ce qui contredit
p—+oo P—=—®

(x). Dong, ||Gx|| =1.

1
Soit alors x € E\ {0}. me =1 et donc =1 puis ||Gx|| = ||x]|, ce qui reste vrai quand x = 0. Ceci montre que

1
G—x
[l

G est une matrice orthogonale.
Ainsi, tout élément de G est dans O, (R) et donc G C On(R). Puisque d’autre part, O,(R) C G, on a montré que

IT - Calcul différentiel sur O, (R) et SL,(R)

10 > On reprend les notations de la question 3 : f = goh. L’application h est linéaire sur .#, (R) et donc de classe C' sur

M (R) a valeurs dans (///n([R))Z et 'application g est bilinéaire sur (///n([R))Z et donc de classe C! sur (///n([R))z. Mais
alors, 'application f = g o h est de classe C' sur .#;, (R). En particulier, f est différentiable sur ., (R).

On munit .#y (R) d’une norme sous-multiplicative telle que pour tout H € .#, (R), H" et H aient méme norme.
(Il ll2 convient.) Soit M € .#x (R). Pour tout H € .#»(R),

fM+H) =M+H)TM+H) =MM+MH+H ™M +HTH=FfM)+M"H+H"M +HH.
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Pour tout H € ., (R), < |[H||3 et donc

f(IM+H) = f(M)+M"H+H"M +o(H).

H—0

Puisque I'application H — MTH 4+ HTM est linéaire, cette application est la différentielle de f en M. On a montré que

MTH+HTM.

derlvable en 0, telle que y(0) = I, et y/(0) = H.
n + tH + o(t). Puisque pour tout t €] — ¢, €,

YM € M (R), VH € #n(R), df(M)(H

11 > Soit H € T. Par hypotheése, il existe ¢ > 0 puisy :]—¢,e[— On(R
La fonction vy admet en 0 un développement limité d’ordre 1 : y(t)

Y(t) € On(R),

) =
),

t:>0

In =v(t) Ty (t)
= ((In+tH+0(t)" (In +tH+o0(t) = Ly +t(H+H") +o(t).
t—0 t—0
T T . o iy 1 N 1 '
((In+tH4+o(t)) = In+tH"' + o(t)' par linéarité de la transposition puis mo(t) = mo(t) = o(1) par
continuité de la transposition en 0). Ainsi, t (H + HT) o o(t) puis H+HT o © o(1). Ceci impose H+ HT = 0 et donc
— —
H est anti-symétrique.
On a montré que T C o, (R).

12 > e Soit H = 0,,. Si pour tout t € R, y(t) = I, alors y est une application dérivable sur R telle que y(0) = I, et
v/(0) = 0n. Donec 0,, € T.

e Soit (Hy,H,) € T2. Il existe € > 0 et des fonctions y1 :]—¢,e[— On(R) et y2 :]—¢, e[— On(R), dérivables sur ] —¢, €,
telles que v1(0) =v2(0) = I et y1(0) = Hy et v5(0) = H,.

Soit v = y1v2. v est dérivable sur ] — ¢, ¢[ et pour tout t €] — ¢, ¢l, Y(t) = y1(t)y2(t) € On(R) car (On(R), X) est un
groupe. Ensuite, y(0) = I, x I;, = I,,. Enfin,
v(t) = (In +tH; +0o(t) (I, +tHz +0o(t)) = I, +t(Hy +H2)+of(t).
t—0 t—0
Donc, ¥'(0) =H; +H; puis Hi + H, € T.

e Soient H 6 Tet A€ R*. Il existe ¢ > 0 puis vy :]—¢, e[— On(R), dérivable sur | — ¢, ¢[ telle que y(0) = I, et y/(0) = H.

Soit g1 = > 0. Pour tout t € |]—¢ej,e1[, At €] — ¢, €[ et on peut poser yi(t) = y(At). y1 est dérivable sur |—eq, e1[, &

\7\|
valeurs dans On (R) et vérifie y1(0) = I, et y;(0) = Ay’(0) = AH. Donc, AH € T.
On a montré que T est un sous-espace vectoriel de . (R).

13 > On sait déja que T C &, (R). Vérifions que o/ (R) C T. Soit A € @, (R). Pour tout t € R, posons y(t) = exp(tA).
Par continuité de la transposition sur .#y (R), pour tout réel t, (exp(tA))T = exp (tAT) = exp(—tA) puis, pour tout réel
t, puisque les matrices tA et —tA commutent,

Y1) Ty(t) = exp(—tA)exp(tA) = exp (On) = In.

Dong, Papplication y est & valeurs dans O, (R). Ensuite, ¥ (0r,) = I,. Enfin, v est dérivable sur R et pour tout réel t,
v'(t) = Aexp(tA) puis vy’ (0,,) = A. Ceci montre que A € T.

On a montré que </, (R) C T et finalement,

14 > Pour tout k € N*, posons Ay = diag (k —1,. > Pour tout k € N*, det (Ax) = 1 et donc, pour tout k € N*,
Ay € SL, (R). Ensuite, pour tout k € N*,

. 1 1
g (Ak) =Tr (A{Ak) =Tr <d1ag (kz,ﬁ,1,...,1)) = kz + p +n—2.
Puisque klirn g (Ax) = +o00, la fonction g n’est pas bornée sur SL, (R). La fonction g n’admet donc pas de maximum
——+00

global sur SL; (R).
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15 > La trace est linéaire et donc de classe C' sur .#,(R). Par suite, g = Tr o f est de classe C' sur .#,(R). Soit
M € 4 (R). Pour tout H € ., (R),

gM+H)=Tr (M+H)T(M+H)) =g(M)+Tr (H'M) + Tr (M"H) + Tr (HH")
=g(M)+Tr (H'(2M)) + Tr (HHT)
= g(M) + (H,2M) + |[H]}3,

ou (, ) est le produit scalaire canonique sur (M (R))* et I |2 est la norme euclidienne associée. En particulier,
gM+H) = gM)+ (H,2M) +o(H).
H—0

Puisque V'application H — (H,2M) est linéaire, ceci montre que pour tout H € .#, (R), dg(M)(H) = (H, (2M)). D’autre
part, on sait que pour tout H € .#;, (R), dg(M)(H) = (H, Vg(M)). Donc, par unicité,
YM € #n(R), Vg(M) = 2M.

L’application det est de classe C! sur .#, (R) car polynomiale en les coordonnées de la variable dans la base canonique de
M (R). Soit (i,j) € [1,n]?. Pour tout réel t,

mi my -1 myj mi+1 min
mi—1,1 Mi—1,5-1  Mi—15 MMi_14+1 Mi—1,n
det (M + tEi,j) =| my; . mij—1 my; +t My j+1 Min
mMit1,1 Mit1,5—1 Mit1,5 M4 j+1 Mit1,n
Mn,1 e Mn j—1 mn,j Mn j+1 e Mnn
mi mi -1 0 m1,j+1 min
mi1,1 mi—1j—1 0 Mi_1 ;41 Mi_1n
=det(M) + mi 1 . My j—1 t M i1 min

Mi11 Miy1,5-1 0 Mip1511 Mit1n
Mp1 ... Mpj—1 0 Mp 41 M n

(par linéarité par rapport a la j-éme colonne),

et donc, pour tout réel t, det (M + tE; ;) = det(M) +t(com(M))i,; (en développant suivant la j-éme colonne). Mais alors,

%(M) = % (det (M 4 tEq5)) (0) = (com(M))y,;.
On en déduit que, pour tout M € .#,(R), V(M) = com(M).
16 > SL, (R) = (det —1)~"{0} o1 de plus, la fonction (det—1) est de classe C! sur 'ouvert .#, (R). Ensuite, g est de classe
C! sur .#,(R) et, pour tout M € SL,,(R), dg(M) = com(M) # 0 car M est inversible.
D’aprés le théoréme des extremas liés, si si la restriction de g & SL (R) admet un extremum local en M, alors, il existe
i € R tel que dg(M) = pd(det — 1)(M) ou encore, 2M = p com(M) ou enfin, en posant A = %, M = A com(M). On note
que A # 0 car M # 0.

1 1 1
On sait que M~ = (com(M))T = —MT. En prenant le déterminant des deux membres, on obtient 1 = — puis
det(M) A Am

A€ {=1,1} puis M~ = +MT ou encore M"™M = +I,,. Mais de plus, la matrice M"M est symétrique positive car pour
tout X € M1 (R), XTMTMX = (MX)T(MX) = [MX||? > 0. Puisque —I,, n’est pas positive (car —1 < 0 est valeur propre
de —I,,), il ne reste que MTM = I,, et donc M € O, (R). Enfin, puisque det(M) = 1, on a montré que M € SO, (R).
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17 > Soit M € SL,(R). La matrice MTM est symétrique positive. Ses valeurs propres A1, ..., An, sont des réels positifs.
De plus, 1’égalité det(M) = 1 fournit Ay ...An = det (MTM) =1 et en particulier, les A; sont strictement positifs. Mais
alors, d’aprés l'inégalité entre moyenne géométrique et moyenne arithmétique,

De plus, si M € SO, (R), g(M) = Tr (MTM) = Tr (I,) = n. Donc, g admet un minimum local égal & n et ce minimum
est atteint en chaque élément de SO, (R). La question précédente montre alors que ce minimum est atteint uniquement
en les éléments de SO, (R).

IIT - Morphismes continus de U dans GL,(R)

18 > Soit G un sous-groupe borné du groupe (R*, x). Soit a € G*. Pour tout p € Z, aP? € G et donc la famille (a][’)]DEZ
est bornée. Mais si |a] < 1, lim |aP|=+4oco et si|al] > 1, lim |aP| = +oco. Il ne reste que |a] =1 puis a € {—1,1}. Ceci
p——o0 p—+too

montre que G C {—1,1}.

Réciproquement, {1} et {—1, 1} sont des sous-groupes bornés de (R*, x) et {—1} n’est pas un sous-groupe de (R*, x). On a
donc montré que les sous-groupes bornés de (R*, x) sont {1} et {—1,1}.

Puisque ¢ est un morphisme de groupes, @(U) est un sous-groupe de (GL,,(R), x) puis det o @(U) est un sous-groupe de
(R*, x). De plus, det o @(U) est borné car fini. D’aprés la question précédente, det o @(U) = {1} ou det o @(U) ={-1,1}.

Enfin, U est connexe par arcs et det est continu sur .#, (R). D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, det o @(U)
est un connexe par arcs de R, ce qui empéche det o @(U) = {—1,1}. Il ne reste que det o @(U) = {1} ou encore, pour tout
ze U, det(p(z)) =1.

On a montré que @(U) est un sous-groupe de (SLy (R), x).

19 > On munit .#»(R) et #n,1(C) de la norme infinie. Pour toute A € .#,(R) et tout x € 4y 1(C),

[AX]loo < N[ Alloo [[X] 0o-
D’autre part, U est compact et ¢ est continue. Done, @(U) est une partie compacte et en particulier bornée de .4, (R).
On note m un majorant de ’ensemble des ||@(z)||oo, z € U. On a ainsi
Vz e U, Vx € Mn,1(C), [|@(2)x]|o0 < N|@(2)]loolX][oo < nM[X[[cc-
Soit z € U. Soient A € C* une valeur propre de @(z) (A # 0 car @(z) € GLn(C)) et x € #y,1(C) \ {0} un vecteur propre
associé. Alors, @(z)x = Ax puis, pour tout p € Z,
@ (zP)x = (9(z))Px = APx.

Par suite, pour tout p € Z, AP ||x|loc = [[APX||, = |l® (zP) x|, < nM||X||c car zP € U. Enfin, |x|ls > 0 et donc

Vp € Z, AP < nm.

Ainsi, la famille W"p)pez est bornée et donc, comme 4 la question 18, |[A| =1.

On a montré que Vz € U, Spe(@(z)) C U.
20 > Pour tout (x,y) € R%, Y(x +y) = ¢ (e!*TV)) = ¢ (e x e'¥) = ¢ (e™*) ¢ (eWV) = Y(x)(y).

21 > La fonction t — P(t) = ¢ (eit) est continue sur R. Donc, la fonction F : x — J P(t) dt est de classe C! sur R et
0
de plus F' =1). Ensuite,

car le morphisme @ transforme 1 1’élément neutre de (R*, x) en I, I’élément neutre de (GL,, (R), x). Ainsi, il existe une
fonction ¢ définie sur un voisinage de 0 a valeurs dans .#;, (R), de limite nulle en 0, telle que

det(F(x)) = det (x (I, + e(x))) = x"det (I, + e(x)).

x— x—0
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Maintenant, GL, (R) = det ™" (R*) est un ouvert de .#, (R) en tant qu’image réciproque par 'application continue det de
Pouvert R* =] — 0o, 0[U]0, +oo[. Puisque I, € GLy(R), la matrice A(x) = I, + €(x) est inversible pour x au voisinage de 0
ou encore il existe « > 0 tel que, pour tout x € [—, o, det(A(x)) # 0. Pour x € [—«, of \ {0},

det(F(x)) =x"det(A(x)) #0
et donc, pour tout x € [—a, & \ {0}, F(x) € GLn(R).
22 > Soit x € R. D’aprés la question 20,

Puisque F(a) € GL,,(R), on en déduit que

Vx € R, hix) = (J e dt) (Flo))".

X
X+

Maintenant, la fonction x — J P(t) dt = F(x + «) — F(x) est de classe C' sur R et donc, la fonction P est de classe C!
xX
sur R.

23 > Soit x € R. Pour tout y € R, ¥(x +y) = P (y)P(x) puis en dérivant, pour tout y € R, V'(x +y) = ¥'(y)d(x). En
évaluant en 0, on obtient

Vx € R, ¥'(x) = ' (0)(x) = Mp(x).
De plus, P(0) = I,,. Mais, la fonction x — exp(xM) est solution du probléme de CAuCHY Y/ — MY =0 et Y(0) = [,,. Par
unicité de la solution & ce probléme de CAUCHY,

Vx € R, P(x) = exp(xM).

IV - Morphismes de (R,+) dans (GL,(R, x)

24 > Soit (A,B) € (///n([R))Z. Un couple de matrices semblables dans .#, (C). Il existe P € GL,(C) telle que B =P~ TAP
ou encore PB = AP. On pose P = Q + iR avec (Q,R) € (///n([R))z. Par identification des parties réelles et imaginaires, on

obtient QB = AQ et RB = AR puis,
vx € R, (Q+xR)B = A(Q + xR).

Maintenant, le polyndéme 7 = det(Q + XR) n’est pas nul car 7t(i) = det(P) # 0. Donc, 7w admet un nombre fini de racines.
Puisque R est infini, il existe xo € R tel que det (Q + xoR) # 0. La matrice Po = Q + xoR est un élément de GL,, (R) tel
que PoB = APy ou encore B = PSIAPO.

On a montré que A et B sont semblables dans .4, (R).

25 > Soit N € .#,,(C) une matrice nilpotente. Donc, N™ = 0,,. Supposons que Ker(N) = Ker (Nz)

Montrons que par récurrence pour tout k € N*, Ker (Nk) = Ker(N) (le résultat étant clair quand k =1).
e Le résultat est vrai quand k = 2.

e Soit k > 2. Supposons que pour tout £ € [2,k], Ker (Nz) = Ker(N). Déja, Ker(N) C Ker (Nk”).
Inversement, soit X € .#y,1(C).

X € Ker (N*1) = N*NX =0 = NX € Ker (N¥) =Ker (N* 1) = N* " INX=0= N*X=0
= X € Ker (N¥) = Ker(N).

Donc, Ker (N**1) = Ker(N).
Le résultat est démontré par récurrence. En particulier, Ker(N) = Ker (N™) = .#;,1(C) et donc N = 0,,.

Par contraposition, si N # 0y, alors Ker(N) # Ker (Nz).
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26 > exp(2tM) = P(271) = @ (ezm) = @(1) = I,. De plus, en posant Spe(M) = (A1,...,An), on sait que Spe(2ntM) =
(27A1, ..., 2mAy) puis Spe(exp(2M)) = (2™ ... e2™n).

Puisque exp(2tM) = I,,, on a donc pour tout k € [1,n], e2™* =1 puis 27\ € 2inZ et donc Ay € iZ.

On a montré que Spge(M) C iZ.
N
27 > Soit f 'endomorphisme de E = C™ canoniquement associé & M. Posons xf = H (X —Ar)** ot les Ay sont des

k=1
nombres complexes deux a deux distincts et les oy sont des entiers naturels non nuls de somme n.

D’aprés le lemme des noyaux, E est somme directe des sous-espaces caractéristiques Fi, = Ker (f — A Idg)™* :

E= P Ker(f—Acde)™.

1<k<r

De plus, pour tout k € [1,7], f et (f —AIdg)™ commutent (en tant que polynémes en f) et donc Fy est stable par f.
Pour tout k € [1,7], on note fi endomorphisme de Fy induit par f puis on pose dx = Acldr, et vi = fi — dx.

On définit ainsi des endomorphismes d et v de E par leurs restrictions aux sous-espaces supplémentaires Fy. Les endomor-
phismes f et d + v coincident sur des sous-espaces supplémentaires et donc f = d + n. Ensuite, la matrice de d dans une
base adaptée & la décomposition de E en somme des Fy est diagonale. Donc, d est diagonalisable. De plus, par construction,
Xd = Xf-

Ensuite, pour tout k € R, dx et fx commutent car dyx est une homothétie. Les endomorphismes d o f = f o d coincident
sur des sous-espaces supplémentaires et donc fod = d o f. Mais alors, d et v =f — d commutent.

Enfin, pour tout k € [1,7], vi* = (fx — Acldf, )™ = 0. Donc, si on pose o = Max{«1, ..., &}, alors pour tout k € [1,7],

vi =0 puis v* = 0. v est donc nilpotent.

On note alors Dy et Ng les matrices respectives de d et v dans la base canonique de C™ de sorte que M = Dy + Ny. On
note ensuite D et N les matrices respectives de d et v dans une base adaptée a la décomposition E = F; & ... @ F. 1l
existe P € GL,(C) telle que Do = PDP~! et Ny = PNP~! puis M = Dy + Ny = P(D + N)P~'. De plus, D est diagonale,
N est nilpotente, ND = DN et Xp =X4a =Xf =XM-

28 > On a vu que exp(2nM) = I,. Donc, si on pose Spe(M) = (A1,...,An) = Spe(D), alors Spe(exp(2nD)) =
(6271)\' yeens ezm‘“) = Spe(exp(2ntM)) = (1,...,1). Puisque D est diagonale,

exp(2nD) = I;.
Ensuite, puisque 27tN et 2D commutent, I, = exp(2tM) = exp (2D + 27tN) = exp(27D )exp(2nN) = exp(2ntN) et donc

exp(2nN) = I,,.

Vérifions alors que Ker(N) = Ker (Nz). On a déja Ker(N) C Ker (Nz). Inversement, soit x € Ker (Nz). Puisque N est
nilpotente,

(2m)? N2X 4+ ...+ @m™

x = Inx = exp(27tN)x = Iy x + 2tNx + 3 TN“X =x + 2tNx

et donc 2tNx = 0 puis Nx = 0 et donc x € Ker(N).

Ainsi, N est nilpotente et vérifie Ker(N) = Ker (NZ). D’aprés la question 25, N = 0. On en déduit que M est semblable
a D et donc que M est diagonalisable dans .#, (C).

29 > D’aprés ce qui précéde, il existe P € GL,(C) telle que M = PDP~! et D est diagonale. D’aprés la question, 26, 0
est la seule valeur propre réelle éventuelle de M et les autres valeurs propres sont de la forme ik avec k € Z*. Puisque
M est réelle, pour chaque valeur propre non réelle A de M, A est valeur propre de M avec méme ordre de multiplicité.
Le spectre de M peut donc s’écrire sous la forme Spe(M) = (iky, —ik1,...,ikp, —ikp,0,...,0) ot k1, ..., kp, sont des
entiers relatifs non nuls.

Mais alors, il existe P € GL,,(C) tel que pour tout x réel, exp(xM) = P diag (eik"‘, e tkix Cetkex emtkex 0 1) Pl

cos(kx) —sin(kx)
sin(kx)  cos(kx)
est semblable dans .#5(C) & Ryk. De plus, E ikx (Rkx) = Vect((1,—1)) ne dépend pas de x de méme que E,—ixx (Ryx).

Soit k € Z*. On a vu que les valeurs propres de Ryyx = ( ) sont et** et e t** Donc, diag (eik", e_ikx)
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Un calcul par blocs montre qu’il existe P; € GL,,(C) telle que, pour tout x € R, exp(xM) = Pdiag (ka, yeeoy Rxkpy Iyeney 1) P;
Mais alors, d’aprés la question 24, il existe Q € GL,,(R) telle que

vx € R, ¥(x) = Q diag (Rxk;,---» Rk, ) Q-
30 > Inversement, 1\ ainsi définie est bien une application de R dans GL,, (R). Ensuite, pour tout k € Z* et tout (x,y) € R2,

RoLR. o — cos(kx) —sin(kx)\ [cos(ky) —sin(ky)\ [cos(k(x+y)) —sin(k(x+1y)) _R
*kByk ™ {gin(kx)  cos(kx) sin(ky) cos(ky) / k(x+y)) cos(k(x+y)) | (x+y)k:

S

Un calcul par blocs montre alors que pour tout (x,y) € R?, $(x +y) = P(x)P(y).

Ainsi, P définie comme & la question 29 est un morphisme de groupes de (R, +) vers (GLp (R, x).
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