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Partie 1. Résultats généraux

1 ⊲ On sait que S(H) est un espace vectoriel. Ensuite, B(H) = B(R,R) ∩ S(H) est un sous-espace vectoriel de S (H) en
tant qu’intersection de sous-espaces vectoriel de RR, contenue dans S(H).

2 ⊲ Les éléments de S(E) sont les fonctions de la forme f = f0 + g où g ∈ S(H). Si f ∈ B(E), alors g = f − f0 est dans
S(H)∩B(R,R) = B(H) et si g est dans B(H), alors f = f0+g est dans S(E)∩B(R,R) = B(E). En résumé, B(E) = f0+B(H).

3 ⊲ Soit f ∈ S(E). Pour tout x ∈ R,

(T(f)) ′′(x) + b(x)(T(f))(x) = f ′′(x + 2π) + b(x)f(x+ 2π) = f ′′(x+ 2π) + b(x+ 2π)f(x+ 2π)

= c(x + 2π) = c(x)

et donc T(f) ∈ S(E).

4 ⊲ Soit f ∈ S(E) telle que f(0) = f(2π) et f ′(0) = f ′(2π). Soit h = T(f) − f. Puisque f ∈ S(E) et T(f) ∈ S(E), h ∈ S(H).
h vérifie donc le problème de Cauchy : y ′′ + by = 0, y(0) = 0 et y ′(0) = 0 (⋆), de même que la fonction nulle. Puisque
la fonction b est continue sur R, on sait que le problème (⋆) admet une unique solution et donc h = 0 puis T(f) = f ou
encore ∀x ∈ R, f(x+ 2π) = f(x).

Donc, la fonction f est 2π-périodique.

Partie 2. Un exemple d’équation à coefficients constants

5 ⊲ Soient d ∈ R puis f : x 7→ d cos(x). Pour tout réel x,

f ′′(x) +ω2f(x) = d
(

ω2 − 1
)

cos(x)

Par hypothèse, ω2 − 1 6= 0 puis la fonction f0 : x 7→
1

ω2 − 1
cos(x) est solution de (E).

Les solutions de (EH) sur R sont les fonctions de la forme x 7→ a cos(ωx) + b sin(ωx), (a, b) ∈ R2.
Le théorème de Cauchy linéaire montre l’existence et l’unicité des fonctions u et v. Les fonctions u : x 7→ cos(ωx) et

v : x 7→
1

ω
sin(ωx) conviennent.

6 ⊲ D’après la question précédente, S(E) =

{
x 7→ a cos(ωx) +

b

ω
sin(ωx) +

1

ω2 − 1
cos(x), (a, b) ∈ R2

}
. Mais alors, toute

solution de (E) est bornée sur R puis B(E) = S(E).

7 ⊲ Pour tout réel x, f ′′(x) +ω2f(x) = cos(x) et en particulier, f ′′(T) +ω2f(T) = cos(T). Mais f est T -périodique et donc
aussi f ′′. On en déduit que

cos(T) = f ′′(T) +ω2f(T) = f ′′(0) +ω2f(0) = cos(0) = 1

puis que T ∈ 2πZ. Si on ne veut que les périodes T qui sont strictement positives, alors il existe k ∈ N∗ tel que T = 2kπ.

8 ⊲ Soit k ∈ N∗ puis T = 2kπ. On a nécessairement f(0) = f(T) et f ′(0) = f ′(T) (car f ′ est également T -périodique).

f(0) = f(T) ⇔
1

ω2 − 1
+A =

1

ω2 − 1
+A cos(2kπω) + B

sin(2kπω)

ω

⇔ (cos(2kπω) − 1)A +
sin(2kπω)

ω
B = 0.

Ensuite, pour tout réel x, f ′(x) = −
1

ω2 − 1
sin(x) − Aω sin(ωx) + B cos(ωx) puis
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f ′(0) = f ′(T) ⇔ B = −Aω sin(2kπω) + B cos(2kπω) ⇔ −ω sin(2kπω)A + (cos(2kπω) − 1)B = 0.

Le couple (A,B) vérifie donc nécessairement le système





(cos(2kπω) − 1)A +

sin(2kπω)

ω
B = 0

−ω sin(2kπω)A+ (cos(2kπω) − 1)B = 0

.

9 ⊲ det(M) = (cos(2kπω) − 1)2 + sin2(2kπω) puis

det(M) = 0 ⇔ (cos(2kπω) − 1)2 = sin2(2kπω) = 0 (réels positifs de somme nulle)

⇔ cos(2kπω) = 1 et sin(2kπω) = 0 ⇔ 2kπω ∈ 2πZ

⇔ ∃ℓ ∈ Z/ 2kπω = 2ℓπ ⇔ ∃ℓ ∈ Z/ ω =
ℓ

k
.

Donc, si ω /∈ Q, alors det(M) 6= 0 et donc, le système de la question précédente admet l’unique solution (A,B) = (0, 0) et
donc nécessairement f = f0. Réciproquement f0 est périodique.

On a montré que si ω /∈ Q, (E) admet une unique solution périodique, la fonction f0.

10 ⊲ Posons ω =
p

q
, (p, q) ∈ (N∗)

2
. Les solutions de (E) sur R sont les fonctions définies sur R par : pour tout x ∈ R,

f(x) =
cos(x)

ω2 − 1
+A cos

(

p

q
x

)

+ B sin

(

p

q
x

)

, (A,B) ∈ R2.

Toutes ces solutions sont 2qπ périodiques.

Partie 3. Unicité lorsque la fonction b est négative

11 ⊲ Par hypothèse, la fonction g est deux fois dérivable sur R et pour tout x ∈ R, g ′′(x) − (1+ cos(x))g(x) = 0.

La fonction g2 est deux fois dérivable sur R puis
(

g2
) ′

= 2gg ′ puis, pour tout réel x,

(

g2
) ′′

(x) = 2
(

g ′2(x) + g(x)g ′′(x)
)

= 2
(

g ′2(x) + (1+ cos(x)g2(x)
)

> 0.

La fonction g2 est donc convexe sur R.

12 ⊲ Si g2 n’est pas constante, la fonction g2 n’est pas bornée d’après le résultat admis par l’énoncé et il en est de même
de la fonction g. Donc, si g est une solution bornée de (EH), g est nécessairement constante sur R.

Réciproquement, si g est la fonction constante x 7→ λ, λ ∈ R,

g ∈ S(H) ⇔ ∀x ∈ R, (1 + cos(x))λ = 0 ⇔ λ = 0 (pour ⇐ on évalue en 0).

L’équation (EH) admet une solution bornée et une seule, à savoir la fonction nulle.

13 ⊲ On suppose que (E) admet une solution bornée f0. Pour toute fonction f, f ∈ S(E) ⇔ f− f0 ∈ S(H) puis, d’après la
question précédente,

f ∈ B(E) ⇔ f − f0 ∈ B(H) ⇔ f − f0 = 0 ⇔ f = f0.

Ceci montre que (E) admet au plus une solution bornée.

14 ⊲ Supposons que (E) admette une solution bornée f0. D’après la question 3, T (f0) est également solution de (E) (car
b et c sont 2π-périodiques) et est bornée sur R. Par unicité, T (f0) = f0 ou encore, f0 est 2π-périodique.

Partie 4. Existence d’une solution périodique

15 ⊲ Pour tout n > 2,

|an| =
1

2 (n2 + 1)
|an−1 + an+1| 6

M+M

2n2
=

M

n2
.

Mais alors, an =
n→+∞

O

(

1

n2

)

puis la série de terme général an converge absolument et en particulier converge.
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Ensuite, n2 |an| =
n2

2 (n2 + 1)
|an−1 + an+1| =

n→+∞

O(1)O

(

1

n2

)

=
n→+∞

O

(

1

n2

)

. Donc, la série de terme général n2an

est également absolument convergente.

16 ⊲ Pour tout n ∈ N∗ et x ∈ R, on pose gn(x) = an sin(nx).

• Soit x ∈ R. Pour tout n ∈ N∗, |gn(x)| 6 |an|. Puisque la série de terme général an est absolument convergente,
la série de terme gn(x) est absolument convergente et en particulier convergente. La série de fonctions de terme général
gn converge simplement vers la fonction g sur R.

• Chaque fonction gn est de classe C2 sur R et pour tout n ∈ N∗ et tout x ∈ R, g ′
n(x) = nan cos(nx)

et g ′′
n(x) = −n2an sin(nx).

• Soit x ∈ R. Pour tout n ∈ N∗, |g ′
n(x)| 6 n |an| et de plus n |an| =

n→+∞

O

(

1

n3

)

avec 3 > 1. Donc, la série de terme

général g ′
n(x) converge absolument et en particulier converge. Ainsi, la série de fonctions de terme général g ′

n converge
simplement sur R.

• Soit n ∈ N∗. Pour tout x ∈ R, |g ′′
n(x)| 6 n2 |an| puis ‖g ′′

n‖∞ 6 n2 |an|. Puisque la série de terme général n2 |an|

converge, la série de fonctions de terme général g ′′
n converge normalement et donc uniformément sur R.

D’après le théorème de dérivation terme à terme généralisé, la fonction g est de classe C2 sur R et pour tout réel x,

g ′′
n(x) = −

+∞∑

n=1

n2an sin(nx).

Par suite, pour tout réel x,

g ′′(x) − (1+ cos(x))g(x) = −

+∞∑

n=1

n2an sin(nx) −

+∞∑

n=1

an sin(nx) −

+∞∑

n=1

an sin(nx) cos(x)

= −2a1 sin(x) −
+∞∑

n=2

(

n2 + 1
)

an sin(nx) −
1

2

+∞∑

n=1

an(sin((n + 1)x) + sin((n − 1)x))

= −2a1 sin(x) +
1

2

+∞∑

n=2

(an+1 + an−1) sin(nx) −
1

2

+∞∑

n=2

an−1 sin(nx) −
1

2

+∞∑

n=1

an+1 sin(nx)

=

(

−2a1 −
1

2
a2

)

sin(x) = sin(x).

17 ⊲ La famille (s1, . . . , sN) est une famille génératrice de PN.

Ensuite, classiquement, l’application (f, g) 7→ 〈f, g〉 =

∫2π

0

f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur l’espace vectoriel des

fonctions continues sur R et 2π-périodiques.

Soit (n,m) ∈ (N∗)
2

tel que n 6= m.

〈sn, sm〉 =

∫2π

0

sin(nt) sin(mt) dt =
1

2

∫2π

0

(cos((n −m)t) − cos((n +m)t)) dt

=
1

2

[

sin((n −m)t)

n −m
+

sin((n +m)t)

n +m

]2π

0

(car n−m 6= 0 et n +m 6= 0)

= 0.

Ainsi, la famille (s1, . . . , sN) est une famille orthogonale de PN, constituée de vecteurs tous non nuls. On sait qu’une telle
famille est libre.

Finalement, la famille (s1, . . . , sN) est une base de PN.

18 ⊲ Soit n > 1. Pour tout réel x,

L (sn) (x) = −n2 sin(nx) − (1+ cos(x)) sin(nx) = −
(

n2 + 1
)

sin(nx) −
1

2
(sin((n + 1)x) + sin((n − 1)x)),

http ://www.maths-france.fr 3 © Jean-Louis Rouget, 2026. Tous droits réservés.



Mines-Ponts 2026 - PC - Mathématiques 2 - Corrigé

et donc L (sn) = −
1

2
sn−1 −

(

n2 + 1
)

sn −
1

2
sn+1.

19 ⊲ Soient (p, q) ∈ P2 et (λ, µ) ∈ R2. Pour tout réel x,

L(λp + µq)(x) = (λp+ µq) ′′(x) − (1 + cos(x))(λp + µq)(x)

= λ(p ′′(x) − (1+ cos(x))p(x)) + µ(q ′′(x) − (1+ cos(x))q(x))

= (λL(p) + µL(q))(x)

et donc, L(λp + µq) = λL(p) + µL(q). L est linéaire sur P à valeurs dans RR.

Ensuite, L(P) = Vect (L (sn))n∈N∗ = Vect

(

−
1

2
sn−1 −

(

n2 + 1
)

sn −
1

2
sn+1

)

n∈N∗

⊂ P . Donc, L est un endomorphisme

de P .

Soit p ∈ P \ {0}. Il existe au moins un entier naturel non nul n tel que p ∈ Pn et on peut donc considérer N =

Min {n ∈ N∗/ p ∈ Pn}. Il existe (α1, . . . , αN) ∈ RN tel que p =

N∑

n=1

αnsn et αN 6= 0 (sinon p ∈ PN−1 ce qui contredit la

définition de N).

L(p) =

N∑

n=1

αn

(

−
1

2
sn−1 −

(

n2 + 1
)

sn −
1

2
sn+1

)

= −
αN

2
sN+1 + qN

où qN ∈ Vect (s1, . . . , sN). Puisque la famille (s1, . . . , sN, sN+1) est libre, l’égalité L(p) = 0 entraine αN = 0 ce qui est
faux. Donc, L(p) 6= 0.

On a montré que Ker(L) = {0} et donc L est injectif. Ensuite, avec les notations précédentes,

L(p) = s1 ⇔ −
αN

2
sN+1 + qN − s1︸ ︷︷ ︸

∈PN

= 0.

De nouveau, cette égalité est impossible car −
αN

2
6= 0 et par liberté de la famille (s1, . . . , sN+1). Donc, s1 /∈ Im(L).

20 ⊲ Soit N > 1. D’après ce qui précède, L (PN) et P1 sont des sous-espaces de PN+1 tels que L (PN) ∩ P1 = {0} (I).
Ensuite, puisque la famille (s1, . . . , sN+1) est une base de PN+1 et donc dim (PN+1) = N + 1.
D’autre part, puisque L est injectif, dim (L (PN)) = dim (PN) = N. On en déduit que

dim (PN+1) = N+ 1 = dim (L (PN)) + dim (P1) (II).

(I) et (II) entrainent PN+1 = L (PN)⊕ P1.

21 ⊲ Soit c ∈ P \ {0}. Il existe N ∈ N∗ tel que c ∈ PN+1. Puisque PN+1 = L (PN)⊕P1, il existe (α, pN) ∈ R×PN tel que
c = αs1 + L (pN).

Soit f0 = αg + pN. g est solution de l’équation y ′′ − (1 + cos(x))y = sin(x) sur R et pN est solution de l’équation
y ′′ − (1 + cos(x))y = L (pN) sur R. D’après le principe de superposition des solutions, f0 est solution de l’équation
y ′′ − (1 + cos(x))y = c sur R. De plus, f0 est 2π-périodique car g et pN le sont.

Partie 5. Un théorème général

22 ⊲ D’après la question 2, A = B(E) = f0 + B(H) puis A ⊂ H où H = Vect (f0) + B(H). D’après la question 1, B(H) est
un sous-espace vectoriel de S(H) et donc H est un espace vectoriel contenant A.

Ensuite, dim(H) 6 dim (Vect (f0)) + dim(B(H)) 6 1+ dim(S(H)) = 3 < +∞. H est un espace vectoriel de dimension finie
contenant A.

A contient f0 et n’est donc pas vide. De plus, A est par définition une partie bornée de H. Enfin, B(E) est un sous-espace
affine de l’espace de dimension finie H et donc une partie fermée de H. D’autre part, Bf (0,M0) = {f ∈ H/ ‖f‖ 6 M0} est
une partie fermée de H. Donc, A = B(E) ∩ Bf (0,M0) est un fermé de H en tant qu’intersection de fermés de H.
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En résumé, H = Vect (f0) + B(H) est un espace vectoriel de dimension finie contenant A et de plus, A est une partie non
vide, fermée et bornée de H.

23 ⊲ Puisque A 6= ∅, I est une partie non vide de R. De plus, I est minorée par 0. Donc, I admet une borne inférieure α

dans R.

Soit ϕ : H → R

f 7→ |f(2π) − f(0)| + |f ′(2π) − f ′(0)|

. La forme linéaire f 7→ f(2π) − f(0) est continue sur l’espace de

dimension finie H de même que la forme linéaire f 7→ f ′(2π) − f ′(0). Mais alors, la fonction ϕ est continue sur H.

L’application ϕ est continue sur A qui est une partie fermée, bornée, non vide de l’espace de dimension finie H, à valeurs
dans R. On en déduit que la fonction ϕ admet un minimum sur A. On a donc montré qu’il existe f1 ∈ A telle que
α = |f1(2π) − f1(0)| + |f ′

1
(2π) − f ′

1
(0)|.

24 ⊲ Pour tout k ∈ N et x ∈ R, on pose fk(x) = Tk (f0) (x) = f0(x + 2kπ). D’après la question 3, chaque fonction fk est
un élément de S(E) et peut donc s’écrire sous la forme fk = f0 + hk où hk ∈ S(H). Mais alors, pour tout n ∈ N,

gn = f0 +
1

n+ 1

n∑

k=1

hk ∈ f0 + S(H) = S(E).

De plus, pour tout n ∈ N et tout x ∈ R, |gn(x)| 6
1

n + 1

n∑

k=0

M0 = M0 et donc, ‖gn‖∞ 6 M0. Ainsi, pour tout n ∈ N,

gn ∈ A.

Ensuite, pour tout n ∈ N,

ϕ (gn) = |gn(2π) − gn(0)| + |g ′
n(2π) − g ′

n(0)|

=
1

n + 1

(
∣

∣

∣

∣

∣

n∑

k=0

(f0(2(k + 1)π) − f0(2kπ))

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

n∑

k=0

(f ′0(2(k + 1)π) − f ′0(2kπ))

∣

∣

∣

∣

∣

)

=
1

n + 1
(|f0(2(n + 1)π) − f0(0)| + |f ′0(2(n + 1)π) − f ′0(0)|) (sommes télescopiques)

6
1

n+ 1
(|f0(2(n + 1)π)| + |f0(0)| + |f ′0(2(n + 1)π)|+ |f ′0(0)|)

6
2 (M0 +M1)

n+ 1

Mais alors, pour tout n ∈ N, α = ϕ (f1) 6 ϕ (gn) 6
2 (M0 +M1)

n+ 1
.

25 ⊲ Pour tout n ∈ N, 0 6 α 6
2 (M0 +M1)

n + 1
. Quand n tend vers +∞, on obtient α = 0 ou encore |f1(2π) − f1(0)| +

|f ′
1
(2π) − f ′

1
(0)| = 0. Ceci entraine que f1 est une solution de (E) vérifiant f1(2π) = f1(0) et f ′

1
(2π) = f ′

1
(0) (réels positifs

de somme nulle). Mais alors, d’après la question 4, f1 est une solution de (E) qui est 2π-périodique.
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