SESSION 2026

Concours commun Mines-Ponts

DEUXIEME EPREUVE. FILIERE PC

Partie 1. Résultats généraux

1 > On sait que S(H) est un espace vectoriel. Ensuite, B(H) = B(R,R) N S(H) est un sous-espace vectoriel de . (H) en
tant qu’intersection de sous-espaces vectoriel de R¥, contenue dans S(H).

2 > Les éléments de S(E) sont les fonctions de la forme f = fo + g o g € S(H). Si f € B(E), alors g = f — fo est dans
S(H)NB(R,R) = B(H) et si g est dans B(H), alors f = fo+g est dans S(E)NB(R,R) = B(E). En résumé, B(E) = fo+B(H).

3 > Soit f € S(E). Pour tout x € R,

(T()"(x) +b(x)(T(£))(x) = £ (x + 27) + b(x)f(x + 27) = f"(x + 271) + b(x + 27)f(x + 27)
=c(x +2m) = c(x)
et donc T(f) € S(E).

4 > Soit f € S(E) telle que f(0) = f(27) et /(0) = f/(27). Soit h = T(f) — f. Puisque f € S(E) et T(f) € S(E), h € S(H).
h vérifie donc le probléme de CAaucHY : y” +by =0, y(0) =0 et y’(0) =0 (%), de méme que la fonction nulle. Puisque
la fonction b est continue sur R, on sait que le probléme (x) admet une unique solution et donc h = 0 puis T(f) = f ou
encore Vx € R, f(x + 2m) = f(x).

Dong, la fonction f est 2m-périodique.
Partie 2. Un exemple d’équation & coefficients constants

5 > Soient d € R puis T : x+— dcos(x). Pour tout réel x,
£ (x) + w?f(x) = d (w* — 1) cos(x)

1
Par hypothése, w? — 1 # 0 puis la fonction fo : x — PR cos(x) est solution de (E).

Les solutions de (EH) sur R sont les fonctions de la forme x — a cos(wx) + bsin(wx), (a,b) € R2.
Le théoréme de CAUCHY linéaire montre ’existence et I'unicité des fonctions u et v. Les fonctions u : x — cos(wx) et

v : x — —sin(wx) conviennent.
w

b
6 > D’aprés la question précédente, S(E) = {x — acos(wx) + — sin(wx) + o
w _

cos(x), (a,b) € [Rz}. Mais alors, toute
solution de (E) est bornée sur R puis B(E) = S(E).
7 > Pour tout réel x, f”(x) + w?f(x) = cos(x) et en particulier, f”(T) + w?f(T) = cos(T). Mais f est T-périodique et donc
aussi f”. On en déduit que

cos(T) = £"(T) + w?f(T) = £”(0) + w?f(0) = cos(0) =1
puis que T € 2ntZ. Si on ne veut que les périodes T qui sont strictement positives, alors il existe k € N* tel que T = 2km.

8 > Soit k € N* puis T = 2k7t. On a nécessairement f(0) = f(T) et f/(0) = f'(T) (car f’ est également T-périodique).

1 1 in(2k:
£(0) = f(T) & —— + A = + A cos(2kmw) + BIREZKTW)
w? —1 w? —1 w
& (cos(2kmw) — 1)A + SREKTW) g
. ) , 1 . . .
Ensuite, pour tout réel x, f'(x) = ———— sin(x) — Aw sin(wx) + B cos(wx) puis

w?—1
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f(0) =f(T) & B = —Awsin(2knw) + B cos(2kntw) & —w sin(2kmtw)A + (cos(2kmtw) — 1)B = 0.

sin(2k7w)

(cos(2kmtw) — T)A + B=0

Le couple (A, B) vérifie donc nécessairement le systéme .
—w sin(2kmtw)A + (cos(2ktw) — 1)B =0

9 1> det(M) = (cos(2kmtw) — 1)2 + sin? (2kmtw) puis

det(M) =0 & (cos(2kmw) — 1)? = sin? (2kmw) = 0 (réels positifs de somme nulle)
& cos(2knmtw) =1 et sin(2knw) = 0 & 2knw € 27

{
(:)HBEZ/kaU:NT[(:)EKEZ/w:E.

Donc, si w ¢ Q, alors det(M) # 0 et dong, le systéme de la question précédente admet I'unique solution (A, B) = (0,0) et
donc nécessairement f = fy. Réciproquement fy est périodique.

On a montré que si w ¢ Q, (E) admet une unique solution périodique, la fonction fy.
10 > Posons w = %, (pyq) € (D\l*)z. Les solutions de (E) sur R sont les fonctions définies sur R par : pour tout x € R,

cos(x)

f(x) = — + A cos (Ex) + Bsin <Ex) , (A,B) € R2.
w? —1 q q

Toutes ces solutions sont 2q7 périodiques.

Partie 3. Unicité lorsque la fonction b est négative

11 > Par hypothese, la fonction g est deux fois dérivable sur R et pour tout x € R, g”(x) — (1 4 cos(x))g(x) = 0.

La fonction g2 est deux fois dérivable sur R puis (92)’ = 2gg’ puis, pour tout réel x,

(9)" () =2(9"00) + g(¥)g" (x)) =2 (9" () + (1 +cos(x)g’ (x)) > 0.
La fonction g2 est donc convexe sur R.

12 > Si g2 n’est pas constante, la fonction g2 n’est pas bornée d’aprés le résultat admis par I’énoncé et il en est de méme
de la fonction g. Donc, si g est une solution bornée de (EH), g est nécessairement constante sur R.

Réciproquement, si g est la fonction constante x — A, A € R,

geSMH) & VxeR, (1+cos(x))A=0& A=0 (pour & on évalue en 0).
L’équation (EH) admet une solution bornée et une seule, & savoir la fonction nulle.

13 > On suppose que (E) admet une solution bornée fy. Pour toute fonction f, f € S(E) & f —fy € S(H) puis, d’aprés la
question précédente,

feBRE)&f—foeBH) & f—1i=0&1=".
Ceci montre que (E) admet au plus une solution bornée.

14 > Supposons que (E) admette une solution bornée fo. D’aprés la question 3, T (fp) est également solution de (E) (car
b et ¢ sont 27-périodiques) et est bornée sur R. Par unicité, T (fp) = fo ou encore, fo est 2m-périodique.

Partie 4. Existence d’une solution périodique

15 > Pour tout n > 2,

1 M+M M

lan| = m lan—1 + ans1| < 2 n2

. 1 . : -
Mais alors, a, = O (—2 puis la série de terme général a,, converge absolument et en particulier converge.
n—-+oo n
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2 1 1
lan_1 +anyl = O(1)O ( ) = O <—2) Donc, la série de terme général n?a,
n—-+oo mn

, n
Ensuite, n? |an| = — =
2 n n—-+oo

m2+1)
est également absolument convergente.

16 > Pour tout n € N* et x € R, on pose gn(x) = an sin(nx).

e Soit x € R. Pour tout n € N*, |gn(x)| < |an|. Puisque la série de terme général a,, est absolument convergente,
la série de terme gn (x) est absolument convergente et en particulier convergente. La série de fonctions de terme général
gn converge simplement vers la fonction g sur R.

e Chaque fonction g, est de classe C? sur R et pour tout n € N* et tout x € R, g/ (x) = na, cos(nx)

et g'(x) = —n?a, sin(nx).
1
e Soit x € R. Pour tout n € N*, g/, (x)] < nlan| et de plusnjay,] = O <—3) avec 3 > 1. Donc, la série de terme
n—-+oo n

général g/ (x) converge absolument et en particulier converge. Ainsi, la série de fonctions de terme général g;, converge
simplement sur R.

e Soit 1. € N*. Pour tout x € R, [g/(x)| < n? |an| puis lgille < n? |an|. Puisque la série de terme général n? |ay,|
converge, la série de fonctions de terme général g/ converge normalement et donc uniformément sur R.

D’aprés le théoréme de dérivation terme & terme généralisé, la fonction g est de classe C? sur R et pour tout réel x,

+o0o
gn(x) =— Z n?an sin(nx).
n=1
Par suite, pour tout réel x,
+oo “+oo +oo
g”(x) — (1 +cos(x))g(x) = — Z n?a, sin(nx) — Z an sin(nx) — Z an sin(nx) cos(x)
n=1 n=1 n=1
+oo 1 +oo
= —2a; sin(x) — (n? +1) an sin(nx) — 5 Z an(sin((n + 1)x) + sin((n — 1)x))
n=2 n=1
1 +o00 +o00 +oo
= —2ay sin(x) + 5 (ant1 + an_1)sin(nx) — 5 Z an_1sin(nx) — 5 Z Q1 sin(nx)
n=2 n=2 n=1
1
= (—2a1 — Za2> sin(x) = sin(x).
17 > La famille (s7,...,sn) est une famille génératrice de Py.
27
Ensuite, classiquement, lapplication (f,g) — (f,g) = J f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur 'espace vectoriel des
0

fonctions continues sur R et 27-périodiques.

Soit (n, m) € (IN*)2 tel que n # m.

27 27
(SnySm) = J sin(nt) sin(mt) dt = EJ' (cos((n —m)t) —cos((n +m)t)) dt

0 0

= % [Sin(fln__n:l)t) + sin(1(1n++n11n)t)]zn (carm—m#Qetn+m#0)

=0.
Ainsi, la famille (s1,...,sN) est une famille orthogonale de Py, constituée de vecteurs tous non nuls. On sait qu'une telle
famille est libre.
Finalement, la famille (sy,...,sN) est une base de Pn.
18 > Soit n > 1. Pour tout réel x,

L(sn) (x) = —n?sin(nx) — (1 + cos(x)) sin(nx) = — (nz + 1) sin(nx) — l(sin((n + 1)x) +sin((n —1)x)),

2
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et donc L (sn) = —%sn_1 — M2+ 1) sn— %Sn+‘|.

19 > Soient (p, q) € P? et (A, u) € R%. Pour tout réel x,

LAp + 1q)(x) = (Ap + 1q) " (x) — (1 + cos(x)) (Ap + nq) (x)
=Ap"(x) = (14 cos(x))p(x)) + u(q”(x) — (1 + cos(x))q(x))
= (AL(p) + uL(q))(x)

et donc, L(Ap + nq) = AL(p) + uL(q). L est linéaire sur P & valeurs dans R¥.

1 1
Ensuite, L(P) = Vect (L (sn)),cy- = Vect (—Esn_1 — (nz + 1) Sn — zan) C P. Dongc, L est un endomorphisme
neN*
de P.

Soit p € P \ {0}. Il existe au moins un entier naturel non nul n tel que p € P, et on peut donc considérer N =
N

Min{n € N*/p € Pn}. Il existe (q,...,an) € RN tel que p = Z ansn et oy # 0 (sinon p € Pn—1 ce qui contredit la

n=1

définition de N).

N
1 1 18
Lp) = Z Xn <—§Sn1 - (le + ]) Sn— zsnﬂ) = —TNSNH +aN

ol qn € Vect (s1,...,sNn). Puisque la famille (s1,...,sN,Sn+1) est libre, 'égalité L(p) = O entraine ay = O ce qui est
faux. Donc, L(p) # 0.

On a montré que Ker(L) = {0} et donc L est injectif. Ensuite, avec les notations précédentes,

Lip)=s1 & _aN

bl SN+1 +qn —s1 =0.
——

€PN

De nouveau, cette égalité est impossible car —CXTN # 0 et par liberté de la famille (sq,...,sn+1). Donc, s1 € Im(L).

20 > Soit N > 1. D’aprés ce qui précéde, L (Pn) et P; sont des sous-espaces de Pny1 tels que L(Pn) NPy = {0} (I).
Ensuite, puisque la famille (s1,...,SNn.1) est une base de Pn1 et done dim (Pni1) =N+ 1.
D’autre part, puisque L est injectif, dim (L (Pn)) = dim (Pn) = N. On en déduit que

dim (Pne1) =N+ 1=dim (L (PN)) +dim (Py)  (II).

(I) et (II) entrainent Pny1 =L (PN) ® Ps.

21 > Soit ¢ € P\{0}. Il existe N € N* tel que ¢ € Pn+1. Puisque Pni1 =L (Pn) @ Py, il existe (x,pn) € R x PN tel que
c=uas1 +L(pn).

Soit fo = g + pN. g est solution de 'équation y” — (1 + cos(x))y = sin(x) sur R et pn est solution de 1'équation
y” — (1 + cos(x))y = L(pn) sur R. D’aprés le principe de superposition des solutions, fo est solution de I’équation
y” — (1 4+ cos(x))y = ¢ sur R. De plus, fo est 2m-périodique car g et pn le sont.

Partie 5. Un théoréme général

22 > D’aprés la question 2, A = B(E) = fo + B(H) puis A C H ou H = Vect (fo) + B(H). D’apres la question 1, B(H) est
un sous-espace vectoriel de S(H) et donc H est un espace vectoriel contenant A.

Ensuite, dim(#) < dim (Vect (fp)) + dim(B(H)) < 1+ dim(S(H)) = 3 < 4+00. H est un espace vectoriel de dimension finie
contenant A.

A contient fo et n’est donc pas vide. De plus, A est par définition une partie bornée de H. Enfin, B(E) est un sous-espace
affine de l'espace de dimension finie H et donc une partie fermée de H. D’autre part, B¢ (0, Mo) ={f € H/ ||f|| < Mo} est
une partie fermée de H. Donc, A = B(E) N B¢ (0, M) est un fermé de H en tant qu’intersection de fermés de H.
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En résumé, H = Vect (fo) + B(H) est un espace vectoriel de dimension finie contenant A et de plus, A est une partie non
vide, fermée et bornée de H.

23 > Puisque A # &, Z est une partie non vide de R. De plus, Z est minorée par 0. Donc, Z admet une borne inférieure o
dans R.

Soit @ : H — R . La forme linéaire f — f(271) — f(0) est continue sur I’espace de
f = |f(2m) —F(0)] + |f'(27t) — £ (0)]
dimension finie H de méme que la forme linéaire f +— f/(27t) — f'(0). Mais alors, la fonction ¢ est continue sur H.

L’application @ est continue sur 4 qui est une partie fermée, bornée, non vide de I'espace de dimension finie H, a valeurs
dans R. On en déduit que la fonction ¢ admet un minimum sur A. On a donc montré qu’il existe f; € A telle que
o = [fq(2m) — £1(0)] + [f7 (27) — £1(0)].

24 > Pour tout k € N et x € R, on pose fi(x) = T* (fo) (x) = fo(x 4+ 2kn). D’aprés la question 3, chaque fonction fj est
un élément de S(E) et peut donc s’écrire sous la forme fi = fo + hy ot hy € S(H). Mais alors, pour tout n € N,

gn fﬁLthefoJFS() S(E).

1
De plus, pour tout n € N et tout x € R, |gn (x)| < ——1 Z Mo = My et donc, ||gnll,, < Mo. Ainsi, pour tout n € N,
n

gn € A.

Ensuite, pour tout n € N,

@ (gn) = lgn(271) — gn (0)| + [g;, (271) — g7, (0)]

n—H(

n

D (fol2(k + 1)m) — fo(2km))

n

Z 2(k + 1)) — f5(2km))

)

1
=0 (Ifo(2(n + 1)) — fo(0) + [f5(2(n + 1)7t) — £5(0)]) (sommes télescopiques)
1
—1 (Ifo(2(n + 1)) + [fo (0)] + [f5 (2(n + 1)7r)| + [£5(0)1)
< 2(Mo + M)
= n+1
2(My+M
Mais alors, pour tout n € N, o = @ (f1) < @ (gn) < (n%]])'
2(Mp+M
25 > Pour tout n € N, 0 < & < %. Quand n tend vers +oo, on obtient & = 0 ou encore |f1(27) — f1(0)] +

[f1(27r) — £1(0)| = 0. Ceci entraine que fy est une solution de (E) vérifiant f;(27) = f1(0) et f](27r) = f1(0) (réels positifs
de somme nulle). Mais alors, d’aprés la question 4, fi est une solution de (E) qui est 27t-périodique.
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