SESSION 2026

Concours commun Mines-Ponts

PREMIERE EPREUVE. FILIERE PC

A Reéduction des endomorphismes de carré nul

1 > Soit u € Z(E) tel que u # 0 et u? = 0. Le polynome X? est annulateur de u et on sait que toute valeur propre de
u est racine de ce polynéme annulateur. Donc, O est 'unique valeur propre de u ou encore Spg(u) = (0,...,0). Puisque
la trace de u est la somme de ses valeurs propres, chacune comptée un nombre de fois égal & son ordre de multiplicité,

tr(u) =0.
2 u?=0&V¥xeE, u(u(x)) =0& Vx € E, u(x) € Ker(u) & Im(u) C Ker(u).
Mais alors, d’aprés le théoréme du rang, r = dim(Im(u)) < dim(Ker(u)) = n — r puis

Qr< =
(1 \)r\z

3 > dim(Ker(u)) = n—r. Soit F un supplémentaire de Ker(u). F est de dimension r. On peut donc considérer (eq,...,er)
une base de F. Par construction,

E =Ker(u) & F = Ker(u) ® Vect (e1,...,er).

Soit (x1y...,ar) € C".

Z Au(ex) =0=u (Z ockek> =0= Z ek € Ker(u)

k=1 k=1 k=1

= Y one =0 (car Ker(u) N Vect (e1,..., e;) ={0})
k=1
= Vk € [1,7], o =0 (car (ex);<y, est libre).

On a montré que la famille (u (ek))lgkgr est libre.

4 > On pose e;11 = u(er), erq2 = u(ez), ..., ezr = u(er). (€ry1,y...,e2r) est une famille libre de Im(u) d’apreés la
question précédente, de cardinal r = dim(Im(u)). Donc, (eyi1,...,€2;) est une base de Im(u) puis une famille libre de
Ker(u). On compléte cette famille en (ery1,...,€2r,...,€n) base de Ker(u).

(e1,...,er) est une base de F et (€r41,...,en) est une base de Ker(u). Puisque E = F@Ker(u), on sait que Z = (e1,...,en)
est une base de E. De plus, par construction,

O Or Or,nfzr
Mat@(u) = L, Or Or,nfzr
Onfzr,r Onfz'r,'r On—2r

Om Om Om,n—Zm
5 > Soit m € N* tel qu’il existe 4’ base de E dans laquelle la matrice s’écrit I Om Ommn—2m |. En
Onfzm,m Onfzm,m Onfzm
supprimant, les lignes et les colonnes nulles, on obtient
Om Om Om,n—Zm
T= rg(u) =1g Im Om Om,n—Zm =Trg (Im) = m,

Onfzm,m Onfzm,m Onfzm

et donc, m = r. Ceci montre I'unicité de m.
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B Somme d’un nombre arbitraire d’endomorphismes de carré nul

6 > Soit (i,j,k,¢) € [1,n]*. On sait que Eq,;Ex,¢ = 8j,kEi,¢. Redémontrons le. Soit (u,v) € [1,n]?%.

n n n
(BEijEx)y,, = Z (Eii) o (B, )y = Z O, idw,jOw, kv 0 = O idv e Z Sw,j3 0w,k = 85,10u,idv ¢
w=1 w=1 w=1
=8k (Bie)yy

ce qui démontre le résultat.

Ei,i Sii:j

En particulier, pour tout (i,j) € [1,n]?, (Ei‘j)z =05k = { 051

Soit (i,3) € [1,n]?.
(Fij)* = (Eii — By + iy — B5,0) (Bii — By + Eiyy — E50)

:Ei,i—o-i-Ei,j—O—O-i-Ej,j—0+Ej,i+0—Ei,j+0—Ei,i—Ej,i+0—Ej,j+0
=0.

n
7 > Soit A = (ai‘j)Ki‘jgn € Hn. Donc, Z aii = 0.

i=1

n
A= ) aigBy=) agBut ) aigky
i=1

1<ij<n (ij)el1,n]?
i
n—1
=annEnn+ Y i (Fin +Enn —Ein +Eni) + Y aiEy
i (i,j)el1,n]?
i
n n—I1 n—1
B (Z ai,i> Enn+ ) auiFin+ ) ai(-En+End+ Y ayfy
- i=1 i=1 (i,j)e[1,n]?

i#j

n—1 n—1
= E (li,iFi,n + § ai i (_Ei,n + En,i) + Z ai’jEi’j)
im1 i=1 (1,i)€[1,n]?
i#j

ce qui démontre le résultat.

8 > Ainsi, tout élément de H;, est somme de matrices de carré nul puis tout élément de H(E) est somme d’endomorphismes
de carré nul. Donc, H(E) C L,C(E). D’autre part, d’aprés la question 1, tout endomorphisme de carré nul (y compris
0) a une trace nulle puis, par linéarité de la trace, tout élément de Z,C(E) a une trace nulle. Donc, ZC(E) C H(E) et

finalement,

C Somme de trois endomorphismes de carré nul

9 > Soit & une base de E. Soit u ’endomorphisme de E tel que Matg(u) = diag(1,1,...,1,—(n — 1)). Déja, Tr(u)

(n—1)—(n—1) =0. Ensuite, d = dimKer(u—1d) =n —1 > 0. Enfin,

n n n—4
- = m-1]1--——= - >
d ) n—1 ) ) >0 (carm = 5)

. 3n :
puis d > T Donc, u convient.

10 > (w —v)? = w(w —v) —vw puis Im ((w — v)?) C Im(w) + Im(vw) puis
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rg (w—v)?) < rg(w) +rg(w) = 2rg(w) =2(n—d) <2 (n— 3—“) =—.

(car pour tout (f,g) € (Z(E)?, rg(f + g) <rg(f) +rg(g) et rg(fo g) < Min{rg(f), rg(g)}).

On a montré que rg ((w —v)z) < %

11 > On pose f =u—v. Alors, w —v = (u—v) — Idg = f — Idg. Pour tout x € Ker ((f— IdE)z),
(F = 1de)? (F00)) = f ((f — 1de)? () =0

et donc, F = Ker (f — IdE)2 est stable par f. On note fr I’endomorphisme induit. Le polynome (X — 1)? est annulateur de
fr et 1 est 'unique racine de ce polynéme. Donc, 1 est I'unique valeur propre de fr. On en déduit que x¢, = (X —1)* ot
k=dim(F) =n—rg ((w — v)z).

En complétant une base de F en une base de E et en écrivant la matrice de f = uw — v dans cette base, on obtient
Xt = Xf; X Q = (X—1)*Q pour un certain polynéme Q. 1 est donc valeur propre de f = u —v de multiplicité supérieure
oudgal a k =n—1g ((w—v)?).

12 > D’apreés les questions 10 et 11, 1 est valeur propre de u—v d’ordre de multiplicité supérieur ou égal & n—rg ((w — v)z)

n o n
et donc d’ordre strictement supérieur & n — > =7
D’autre part, on sait que X_(u—v) = Xgo(u—v)op 1 = Xu—v et donc 1 est valeur propre de —(u —v) d’ordre strictement

. . n . L. . n
supérieur a ) ou encore —1 est valeur propre de uw— v d’ordre strictement supérieur a 7

13 > Si par I'absurde u € Z3C(E), il existe (v,v’,v") € C(E)3 tel que u =v + v’ +v”. L’endomorphisme u —v = v’ 4+ v”
1

est dans X5C(E) et d’apreés le théoréme de WANG et WU, il existe ¢ € GL(E) tel que —(u—v) =@o(u—v)o @ .
n
D’aprés la question précédente, 1 et —1 sont valeurs propres de u—v d’ordre strictement supérieur & > ce qui est impossible
n

. P by n
car la somme de ces ordres ne peut pas étre strictement supérieure a 5 + 5= n.

Donc, u ¢ X3C(E).

D Interméde : matrices de Hessenberg

14 > Pour k € [1,n], on note Ay I'élément de .#i(C) défini par : Ax = (aij); i<k

—_~

(1,m)
Soit x € C. La matrice (xIn —A) est triangulaire inférieure. Son déterminant est le produit de ses coeflicients

(1) n-l n—l
diagonaux : det ((Xln _A) ) = (-1 H @i+1,i- De plus, A étant réguliere (-t H ait+1,i # 0. Pour tout
i=1 i=1

n—1 n—1
x € C, on pose P1(x) = (=1)""! H @i+1,i- P1 est un polynéme de degré O et de coeflicient dominant (=11 H Qit1,i
i=1 i=1

tel que

e (1)
Vx € C, det (xIn - A) — P (x).

De plus, P; est uniquement défini.

(n,m)
Soit x € C. La matrice (xI,, — A) est la matrice xI;,_1 — An_1. Si on pose pour tout x € C, Pr(x) =xa,,_,(X), Pn

est un polynoéme unitaire de degré n — 1 tel que
—— (n,m)
Vx € C, det ((xln - A) ) — P, (x).

De plus, P, est uniquement défini.
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—_~

(k,m)
Soit k € [2,n— 1]. Soit x € C. (XIn — A) peut s’écrire par blocs sous la forme

(xﬂ\jA)(k‘n) = <On—l}ik—1 g)

) )
ouB e # 1(C)et D e A «(C) puis, (XI A) o = det(B)det(D). B est la matrice xIx_1 — Ax_1 et donc det(B) =

XA, (x). D’autre part, la matrice D est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont —a1,x, .+, —Gn,n—1.
n—1 n—1
Donc, det(D) = (—1)"—k-1 H ai+1,i- Ainsi, si pour tout x € C, on pose Px(x) = ((—1)“_k_] H ai+1‘i> XAw_ (%),
i=k i=k
n—1 n—1
Py est un polyndome de degré k— 1 (car H ait1,1 # 0) et de coefficient dominant (—1 ynkl H ait1,i tel que
i=k i=k

(k,m)
Vx € C, det (xI A) — Pr(x).

De plus, Py est uniquement défini.

15 > On pose de plus P, 1 = XPy,. Les polynémes Py, P2, ..., Phy1, sont n+ 1 polyndmes non nuls de C[X] tels que,
pour tout k € [1,n+ 1], deg (Px) =k — 1. On sait alors que (P1,...,Pn41) est une base de C,,[X].

n+1
Soient alors (&¢1,...,&n, &ny1) € C™ puis P = Z o Px. Puisque Z o Px € Cr,1[X] et que deg (Pnry1) =n, P est de

k=1 k=1
n

degré n et unitaire si et seulement si &1 = 1. On pose donc plus précisément P = Py, 1 + Z ok Pr. Le coefficient de
k=1
X1 dans P est issu uniquement du polynéme

Pui1 +onPn = XXA“,] + XnXAn 1)

et est donc égal & —Tr (An_1) + xn. Par suite, le coefficient de X' dans P est égal & —Tr(A) si et seulement si

—Tr(An—1) + tn = —Tr(A) ou encore oy = Tr(An_1) — Tr(A) ou enfin, &y = —ann. On pose donc encore plus
précisément
n—1
P=Pni1 —annPn+ Z o P.
k=1
C1
Soit C = : € Mn,1(C). En développant suivant la derniére colonne, on obtient
Cn—1

XA+Ec = (X — Qn, n n + Z n+k —Qx,n — Ck) Pk = Pn—H Qn, n n+ Z n+k+1 ak,n + Ck) Pk-

Puisque (P1,...,Pni1) est une base de C[X],

XAat+Ec =P & Vke [1,n—1], (=)™ 1 (a0 + cx) = o
svke[l,n—1], ck = —axn + (1) .

Ceci montre P'existence et 'unicité du vecteur colonne C € .#;,_1(C) tel que xa+e. = P.

16 > J, est une matrice d’HESSENBERG réguliére. De plus, J,, est triangulaire inférieure et donc

n

XintEo =Xjn = | [X=0) =X
k=1

Mais alors, par unicité, C = 0.
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ar a2 ... a1 n
az, azn
17 > Par hypothése Mat (e, . ¢, )(u) est de laforme | 0 . : ot de plus, pour tout i € [1,n—1],
0 e 0 anyn—] an,n
ai+1,i #0.
Montrons que pour tout k € [1,n — 1], il existe vk € Vect (e1,...,ex) tel que u*(e1) = az,1a3,2 ... Qk1 k€41 + Vi

e Puisque u (e1) = ap,1e2 + ag1e1, le résultat est vrai quand k = 1 en prenant vi = aj je;.

e Soit k > 1. Supposons qu’il existe vi € Vect (e1,...,ex) tel que uX (eq) = 02,103,2 ... 0k4+1,k€k+1 + Vi. Alors,

Wt (er) = a2,1a3,2 -+ Qi r ket (@xg1) + (Vi)

Ensuite, u (vi) € Vect (u(eq),...,u(ex)) C Vect (er,...,ex+1). D’autre part, u(eyxy1) s’écrit axi2 kx+1€x+2 +wi
oll Wy est un élément de Vect (eq,...,exs1). En posant vi 1 = wi +u (vi), Vi1 est un élément de Vect (e1,...,ex41)
k+1
tel que u*t! (e1) = @2,1G32 ... A1,k AK42,k4+1€k+2 + Vier1-
Le résultat est démontré par récurrence. En tenant compte de u® (e7) = e, la matrice de la famille (uk (e; )) o<ken._q dans
<X <X
la base (61)1 <ign est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux, a savoir 1, az 1, a2,10a3,2,..., 02,1032 ... An,n—1,
sont tous non nuls. Cette matrcie est donc inversible et on a montré que la famille (uk (eq )) o<ken_q st une base de E.
<X <X

18 > Soit A € #,(C) une matrice de HESSENBERG réguliére dont le polynéme caractéristique est X™. Soit u I'endo-
morphisme de matrice A dans la base canonique %y = (e1,...,en) de C™. D’aprés le théoréme de CAYLEY-HAMILTON,
puisque Xy =XaA = X", onau™ =0.

D’aprés la question précédente, la famille 8 = (uk (eq ))O<k<n71 est une base de C™ et, en tenant compte de u™ =0, la
matrice de u dans Z est J,. Ceci montre que A est semblable & J,.

E Somme de quatre endomorphismes de carré nul

a,; a2 ... ain
1 az 2
19 > Puisque an n—1 # 0, la matrice A+ V= | 0 : est une matrice de HESSENBERG

1 An—1,n—1 an—1,n
0 ... 0 Qn,n—1 Qn,n
réguliére. De plus, Tr(A + V) = Tr(A) + Tr(V) = 0. D’apreés la question 15, il existe Cop € .#n,1(C) tel que polynome
caractéristique de A +V + E¢, soit X™. D’apreés la question 18, la matrice A +V + Ec, est semblable & la matrice J,.

20 > On pose By = Z EZk,2k71 = E2,1 + E4,3 +...et By = Z E2k+],2k = E3,2 + E5,4 + ...

ISk<z T<kg 2t
n—1
Alors, By + B, = Z Ek+1,k = Jn. D’autre part,
k=1
2
BT = Eox,2k—1E2¢,2¢-1 =0,

IS SN

(car I'entier pair 2k n’est jamais égal  I'entier impair 20 — 1) et de méme, B3 = 0.

n—1

21 > Posons C = (Ci)1<i<n7]' Alors, V+ Ec = Z (Ex4+1,xk + ckEx,n). On pose B3 = Z (E2x,2k—1 + c2kE2kn) et
k=1 1<k< “27]

By = Z Eoxs1,2k + Z C2k—1E2k—1,n de sorte que V + Ec = B3 + B4.

]gkngZ 1<k
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2
B3 = E Eox,2k—1E2¢,2¢-71 + E c20Eox 2k—1E2¢m
1<k, et 1<k, e a5t
+ E CokBor,nE2020—1 + E C2kC2¢E21,nE2en
1<k, e 25t 1<k, et

Dans les deux premiéres sommes, tous les termes sont nuls car 'entier impair 2k — 1 n’est jamais égal a l’entier pair 2(.
Dans les deux derniéres sommes, l'entier 2{ est inférieur ou égal & n — 1 et n’est donc jamais égal a n. Les deux derniéres
sommes sont également nulles. Finalement, B% = 0. De méme, Bﬁ = 0 pour des raisons analogues.

On a montré que pour tout C € .#n_1,1(C), il existe deux matrices carrées B3 et By4, de carré nul, telles que V+ Ec =
B3 + Bs.

22 > Soit v € Z (C™) qui n’est pas une homothétie.

ler cas. On suppose que v admet au moins deux valeurs propres distinctes A et . On note x et y des vecteurs propres
respectivement associé & A et p. Puisque A # W, on sait que la famille (x,y) est libre puis, F = Vect(x,y) est un plan
vectoriel. De plus,

v(F) = Vect(v(x),v(y)) = Vect(Ax, ny) C Vect(x,y) =F.

Done, F est un plan vectoriel stable par v. x +y est dans F et x +y # 0 (car (x,y) libre). Supposons par I'absurde que
X + Yy soit aussi un vecteur propre de v. Il existe v € C tel que v(x +y) = v(x +y). Mais alors

vx +vy =v(x +y) =v(x) +v(y) = Ax + ny.

Puisque la famille (x,y) est libre, on peut identifier les coefficients et on obtient A = v = p ce qui contredit A # p. Donc,
X +y est un élément non nul du plan vectoriel F qui n’est pas un vecteur propre de v.

2é&me cas. Sinon, v admet une unique valeur propre A puis il existe une base & = (eq,..., en) dans laquelle la matrice de
A azn e Qn,1

v est de la forme 0 h ' : . Puisque v n’est pas une homothétie, il existe un couple (i,j) € [1,n]? tel que
. - An-1n
o ... © A
i<jeta; # 0. On note alors k(> 2) le plus petit indice j tel qu’il existe i € [1,j — 1] tel que a;j # 0. Par définition,
k—1
pour tout i € [1,k — 1], v (ei) = Ae; et d’autre part, v (ex) = Aex + Z ai,kei.

i=1

k—1
On pose alors x = ey, y = Z aixe; puis F = Vect(x,y). Puisque la famille (e1,...,ex) est libre et que I'un des a; x
i=1
' k—1
est non nul, la famille (x,y) est libre puis F est un plan vectoriel. Ensuite, v(x) = Aex + Z aikei = Ax+y € Fet
i=1
k—1
v(y) =A Z aixei =Ay € F.
i=1
Donc, v(F) = Vect(v(x),v(y)) C Vect(x,y) puis F est un plan vectoriel stable par v. Enfin, si par ’absurde, x est un vecteur
k—1
propre de v, x est nécessairement associé a la valeur propre A. Ceci fournit Z ai,xei = 0 puis, pour tout i € [1,k — 1],
i=1

ai,x = 0, ce qui contredit la définition de k. Donc, x n’est pas un vecteur propre de v.

Dans tous les cas, on a trouvé un plan vectoriel stable par v et contenant au moins un vecteur non nul qui n’est pas un
vecteur propre de v.

23 > Soit A € 4, (C) \ Vect (1,). Soit v 'endomorphisme de C™ canoniquement associé & A. v n’est pas une homothétie
et donc il existe un plan vectoriel stable F par v et contenant au moins un vecteur non nul qui n’est pas un vecteur propre
de v.

Soit e; un vecteur non nul de F qui n’est pas un vecteur propre de v. On compléte la famille libre (e7) de F en une base
(e7,e2) de F puis on compléte la famille libre (e1,e2) de E en (eq,e2,e3,...,en) de E. La matrice de v dans cette base
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B D’
est de la forme (On—Z,Z c’

tri B D’
matrice Onss C')

Maintenant, la matrice C’ est triangulable dans .#,_>(C) et il existe donc P’ € GL,_2(C) et C € F 2 s(C) telles que
C’=P/CP' 1.
Soit P la matrice définie par blocs : P = <

) ot de plus b1 # 0 car ey n’est pas vecteur propre de v. La matrice A est semblable & la

I, 02 n—2

0 p/ > Un calcul par blocs montre que P € GL,,(C) et que
n—2,2

I 02— . . R
P = <O 2 123’2112). Ensuite, toujours grace a un calcul par blocs et en posant D = D/P’~1,
n—2,2

p B D’ p1_ I, 02n—2 B D’ I O2n—2
On—2,2 C’ On—2,2 P’ On—22 C')\On_2, P/
o B D’ I5) Ozynfz N B D/P/f1 N B D
" \On—22 P'C")J\On—22 P~1 )7 \On22 PCP~') \On22 C)°

D) otdeplus by 1 #0et C€ Tn_z.

De nouveau, la matrice A est semblable & la matrice B
On—22 C

24 > Soit A € .#,(C) \ Vect (I,). On note v 'endomorphisme de C™ canoniquement associé & la matrice AT. v n’est pas
une homothétie et donc, d’aprés la question 22, il existe un plan P qui est v-stable. On note G un supplémentaire de TT

dans C™ puis 4 une base adaptée a la décomposition C™ = G @ T1. Matz(v) est de la forme (g OnBz,z) ouB e #>(R),

CeMn2(R)etDe Mrn2(R)et (BT)2 , #0. AT est alors semblable a la matrice (g OnBz,z> puis A est semblable
T T
a la matrice A’ = <02i2 IBDT> De plus,
Ensuite, CT est triangulable dans .#,_>(C) et donc il existe PeGL,,_>(C) et T € Tn—2,5(C) telles que CT = P1TPf]. Soit
P!
0 I

piap— (P! O) (€T DIy (Pr 0) _ (PICT PIDTY (P 0) _ (PCTPy Py IDT
= 0 Iy 02,11—2 BT 0 I o 02,11—2 BT 0 I - OZ,n—Z BT
_ T P]—1DT
B 02,1172 BT
T P;/'D

T
La matrice A est semblable & la matrice A’ qui elle-méme est semblable a la matrice (0 BT > qui est presque
2,n—2

P = (P] 0 ) Un calcul par blocs montre que P est inversible, d'inverse P~! = (

. Toujours par un calcul par
0 I

blocs,

triangulaire supérieure.

25 > Soit u € Z(E) tel que Tr(u) = 0. Si u est une homothétie, il existe A € C tel que uw = Aldg. L’égalité Tr(u) = 0
fournit A = 0 puis w = 0. Dans ce cas, u € £4C(E) car u =0+ 0+ 0+ 0 avec 0> = 0. On suppose dorénavant que u n’est
pas une homothétie.

Soit % une base donnée de E puis M = Matg(u). D’aprés la question 24, il existe une matrice presque triangulaire
supérieure A et une matrice inversible P telles que M = PAP~!. Puisque Tr(A) = Tr(u) = 0, d’aprés 1é question 19, il
existe Co € #n—1,1(C) et Q € GL(C telles que A+V +Ec, = QJnQ ! et donc

M =PAP ' =P (= (V+Ec,) +QJnQ ") ==P(V+Ec,) P+ (PQ)Jn(PQ) .
D’aprés la question 21, il existe deux matrices carrées By et By, de carré nul et telles que V + Ec, = By + B, et d’aprés
la question 20, il existe deux matrices carrées Bz et By, de carré nul, et telles que J,, = Bz 4+ B4. On a alors

M =—PBiP~! —PB2P "+ (PQ)B3(PQ) " + (PQIB4(PQ)

Les quatre matrices —PB1P~', —PB,P~', (PQ)B3(PQ)~" et (PQ)B4(PQ)~' sont de carré nul et donc, si on note by,
bs, b3 et by les endomorphismes de matrice dans la base 4 —PB1P~!, —PB,P~', (PQ)B3(PQ)~' et (PQ)B4(PQ)!
respectivement, alors u = by + by + b3 + by avec b% = b% = b% = bﬁ. Encore une fois, u € L4C(E).

On a montré que tout endomorphisme de E, de trace nulle, est dans X4C(E).
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