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A Réduction des endomorphismes de carré nul

1 ⊲ Soit u ∈ L (E) tel que u 6= 0 et u2 = 0. Le polynôme X2 est annulateur de u et on sait que toute valeur propre de
u est racine de ce polynôme annulateur. Donc, 0 est l’unique valeur propre de u ou encore SpC(u) = (0, . . . , 0). Puisque
la trace de u est la somme de ses valeurs propres, chacune comptée un nombre de fois égal à son ordre de multiplicité,
tr(u) = 0.

2 ⊲ u2 = 0 ⇔ ∀x ∈ E, u(u(x)) = 0 ⇔ ∀x ∈ E, u(x) ∈ Ker(u) ⇔ Im(u) ⊂ Ker(u).

Mais alors, d’après le théorème du rang, r = dim(Im(u)) 6 dim(Ker(u)) = n− r puis

(1 6) r 6
n

2
.

3 ⊲ dim(Ker(u)) = n− r. Soit F un supplémentaire de Ker(u). F est de dimension r. On peut donc considérer (e1, . . . , er)
une base de F. Par construction,

E = Ker(u)⊕ F = Ker(u) ⊕ Vect (e1, . . . , er) .

Soit (α1, . . . , αr) ∈ Cr.

r∑

k=1

λku (ek) = 0 ⇒ u

(

r∑

k=1

αkek

)

= 0 ⇒
r∑

k=1

αkek ∈ Ker(u)

⇒
r∑

k=1

αkek = 0 (car Ker(u) ∩ Vect (e1, . . . , er) = {0})

⇒ ∀k ∈ J1, rK, αk = 0 (car (ek)16k6r est libre).

On a montré que la famille (u (ek))16k6r est libre.

4 ⊲ On pose er+1 = u (e1), er+2 = u (e2), . . . , e2r = u (er). (er+1, . . . , e2r) est une famille libre de Im(u) d’après la
question précédente, de cardinal r = dim(Im(u)). Donc, (er+1, . . . , e2r) est une base de Im(u) puis une famille libre de
Ker(u). On complète cette famille en (er+1, . . . , e2r, . . . , en) base de Ker(u).

(e1, . . . , er) est une base de F et (er+1, . . . , en) est une base de Ker(u). Puisque E = F⊕Ker(u), on sait que B = (e1, . . . , en)

est une base de E. De plus, par construction,

MatB(u) =





0r 0r 0r,n−2r

Ir 0r 0r,n−2r

0n−2r,r 0n−2r,r 0n−2r



 .

5 ⊲ Soit m ∈ N∗ tel qu’il existe B ′ base de E dans laquelle la matrice s’écrit





0m 0m 0m,n−2m

Im 0m 0m,n−2m

0n−2m,m 0n−2m,m 0n−2m



. En

supprimant, les lignes et les colonnes nulles, on obtient

r = rg(u) = rg





0m 0m 0m,n−2m

Im 0m 0m,n−2m

0n−2m,m 0n−2m,m 0n−2m



 = rg (Im) = m,

et donc, m = r. Ceci montre l’unicité de m.
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B Somme d’un nombre arbitraire d’endomorphismes de carré nul

6 ⊲ Soit (i, j, k, ℓ) ∈ J1, nK4. On sait que Ei,jEk,ℓ = δj,kEi,ℓ. Redémontrons le. Soit (u, v) ∈ J1, nK2.

(Ei,jEk,ℓ)u,v =

n∑

w=1

(Ei,j)u,w (Ek,ℓ)w,v =

n∑

w=1

δu,iδw,jδw,kδv,ℓ = δu,iδv,ℓ

n∑

w=1

δw,jjδw,k = δj,kδu,iδv,ℓ

= δj,k (Ei,ℓ)u,v .

ce qui démontre le résultat.

En particulier, pour tout (i, j) ∈ J1, nK2, (Ei,j)
2
= δi,jEi,j =

{
Ei,i si i = j

0 si i 6= j
.

Soit (i, j) ∈ J1, nK2.

(Fi,j)
2
= (Ei,i − Ej,j + Ei,j − Ej,i) (Ei,i − Ej,j + Ei,j − Ej,i)

= Ei,i − 0+ Ei,j − 0− 0+ Ej,j − 0+ Ej,i + 0− Ei,j + 0− Ei,i − Ej,i + 0− Ej,j + 0

= 0.

7 ⊲ Soit A = (ai,j)16i,j6n
∈ Hn. Donc,

n∑

i=1

ai,i = 0.

A =
∑

16i,j6n

ai,jEi,j =

n∑

i=1

ai,iEi,i +
∑

(i,j)∈J1,nK2

i6=j

ai,jEi,j

= an,nEn,n +

n−1∑

i=1

ai,i (Fi,n + En,n − Ei,n + En,i) +
∑

(i,j)∈J1,nK2

i6=j

ai,jEi,j

=

(

n∑

i=1

ai,i

)

En,n +

n−1∑

i=1

ai,iFi,n +

n−1∑

i=1

ai,i (−Ei,n + En,i) +
∑

(i,j)∈J1,nK2

i6=j

ai,jEi,j

=

n−1∑

i=1

ai,iFi,n +

n−1∑

i=1

ai,i (−Ei,n + En,i) +
∑

(i,j)∈J1,nK2

i6=j

ai,jEi,j,

ce qui démontre le résultat.

8 ⊲ Ainsi, tout élément de Hn est somme de matrices de carré nul puis tout élément de H(E) est somme d’endomorphismes
de carré nul. Donc, H(E) ⊂ Σ∞C(E). D’autre part, d’après la question 1, tout endomorphisme de carré nul (y compris
0) a une trace nulle puis, par linéarité de la trace, tout élément de Σ∞C(E) a une trace nulle. Donc, Σ∞C(E) ⊂ H(E) et
finalement,

Σ∞C(E) = H(E).

C Somme de trois endomorphismes de carré nul

9 ⊲ Soit B une base de E. Soit u l’endomorphisme de E tel que MatB(u) = diag(1, 1, . . . , 1,−(n − 1)). Déjà, Tr(u) =

(n − 1) − (n − 1) = 0. Ensuite, d = dimKer(u− Id) = n − 1 > 0. Enfin,

d−
3n

4
= n − 1−

3n

4
=

n− 4

4
> 0 (car n > 5)

puis d >
3n

4
. Donc, u convient.

10 ⊲ (w− v)2 = w(w − v) − vw puis Im
(

(w− v)2
)

⊂ Im(w) + Im(vw) puis
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rg
(

(w− v)2
)

6 rg(w) + rg(w) = 2rg(w) = 2(n − d) < 2

(

n−
3n

4

)

=
n

2
.

(car pour tout (f, g) ∈ (L (E))2, rg(f + g) 6 rg(f) + rg(g) et rg(f ◦ g) 6 Min{rg(f), rg(g)}).

On a montré que rg
(

(w− v)2
)

<
n

2
.

11 ⊲ On pose f = u− v. Alors, w− v = (u− v) − IdE = f− IdE. Pour tout x ∈ Ker
(

(f− IdE)
2
)

,

(f− IdE)
2
(f(x)) = f

(

(f− IdE)
2
(x)
)

= 0

et donc, F = Ker (f− IdE)
2 est stable par f. On note fF l’endomorphisme induit. Le polynôme (X− 1)2 est annulateur de

fF et 1 est l’unique racine de ce polynôme. Donc, 1 est l’unique valeur propre de fF. On en déduit que χfF = (X− 1)k où
k = dim(F) = n− rg

(

(w− v)2
)

.

En complétant une base de F en une base de E et en écrivant la matrice de f = u − v dans cette base, on obtient
χf = χfF ×Q = (X− 1)kQ pour un certain polynôme Q. 1 est donc valeur propre de f = u− v de multiplicité supérieure
ou égal à k = n − rg

(

(w− v)2
)

.

12 ⊲ D’après les questions 10 et 11, 1 est valeur propre de u−v d’ordre de multiplicité supérieur ou égal à n−rg
(

(w− v)2
)

et donc d’ordre strictement supérieur à n −
n

2
=

n

2
.

D’autre part, on sait que χ−(u−v) = χϕ◦(u−v)◦ϕ−1 = χu−v et donc 1 est valeur propre de −(u − v) d’ordre strictement

supérieur à
n

2
ou encore −1 est valeur propre de u− v d’ordre strictement supérieur à

n

2
.

13 ⊲ Si par l’absurde u ∈ Σ3C(E), il existe (v, v ′, v ′′) ∈ C(E)3 tel que u = v+ v ′ + v ′′. L’endomorphisme u− v = v ′ + v ′′

est dans Σ2C(E) et d’après le théorème de Wang et Wu, il existe ϕ ∈ GL(E) tel que −(u− v) = ϕ ◦ (u− v) ◦ϕ−1.

D’après la question précédente, 1 et −1 sont valeurs propres de u−v d’ordre strictement supérieur à
n

2
ce qui est impossible

car la somme de ces ordres ne peut pas être strictement supérieure à
n

2
+

n

2
= n.

Donc, u /∈ Σ3C(E).

D Intermède : matrices de Hessenberg

14 ⊲ Pour k ∈ J1, nK, on note Ak l’élément de Mk(C) défini par : Ak = (ai,j)16i,j6k
.

Soit x ∈ C. La matrice
(

˜xIn −A
)(1,n)

est triangulaire inférieure. Son déterminant est le produit de ses coefficients

diagonaux : det

(

(

˜xIn −A
)(1,n)

)

= (−1)n−1

n−1∏

i=1

ai+1,i. De plus, A étant régulière (−1)n−1

n−1∏

i=1

ai+1,i 6= 0. Pour tout

x ∈ C, on pose P1(x) = (−1)n−1

n−1∏

i=1

ai+1,i. P1 est un polynôme de degré 0 et de coefficient dominant (−1)n−1

n−1∏

i=1

ai+1,i

tel que

∀x ∈ C, det

(

(

˜xIn −A
)(1,n)

)

= P1(x).

De plus, P1 est uniquement défini.

Soit x ∈ C. La matrice
(

˜xIn −A
)(n,n)

est la matrice xIn−1 − An−1. Si on pose pour tout x ∈ C, Pn(x) = χAn−1
(x), Pn

est un polynôme unitaire de degré n − 1 tel que

∀x ∈ C, det

(

(

˜xIn −A
)(n,n)

)

= Pn(x).

De plus, Pn est uniquement défini.
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Soit k ∈ J2, n − 1K. Soit x ∈ C.
(

˜xIn − A
)(k,n)

peut s’écrire par blocs sous la forme

(

˜xIn −A
)(k,n)

=

(

B C

0n−k,k−1 D

)

où B ∈ Mk−1(C) et D ∈ Mn−k(C) puis,
(

˜xIn −A
)(k,n)

= det(B)det(D). B est la matrice xIk−1−Ak−1 et donc det(B) =

χAk−1
(x). D’autre part, la matrice D est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont −ak+1,k, . . . , −an,n−1.

Donc, det(D) = (−1)n−k−1

n−1∏

i=k

ai+1,i. Ainsi, si pour tout x ∈ C, on pose Pk(x) =

(

(−1)n−k−1

n−1∏

i=k

ai+1,i

)

χAk−1
(x),

Pk est un polynôme de degré k− 1 (car

n−1∏

i=k

ai+1,i 6= 0) et de coefficient dominant (−1)n−k−1

n−1∏

i=k

ai+1,i tel que

∀x ∈ C, det

(

(

˜xIn −A
)(k,n)

)

= Pk(x).

De plus, Pk est uniquement défini.

15 ⊲ On pose de plus Pn+1 = XPn. Les polynômes P1, P2, . . . , Pn+1, sont n + 1 polynômes non nuls de Cn[X] tels que,
pour tout k ∈ J1, n + 1K, deg (Pk) = k − 1. On sait alors que (P1, . . . , Pn+1) est une base de Cn[X].

Soient alors (α1, . . . , αn, αn+1) ∈ C
n puis P =

n+1∑

k=1

αkPk. Puisque

n∑

k=1

αkPk ∈ Cn−1[X] et que deg (Pn+1) = n, P est de

degré n et unitaire si et seulement si αn+1 = 1. On pose donc plus précisément P = Pn+1 +

n∑

k=1

αkPk. Le coefficient de

Xn−1 dans P est issu uniquement du polynôme

Pn+1 + αnPn = XχAn−1
+ αnχAn−1

,

et est donc égal à −Tr (An−1) + αn. Par suite, le coefficient de Xn−1 dans P est égal à −Tr(A) si et seulement si
−Tr (An−1) + αn = −Tr(A) ou encore αn = Tr (An−1) − Tr(A) ou enfin, αn = −an,n. On pose donc encore plus
précisément

P = Pn+1 − an,nPn +

n−1∑

k=1

αkPk.

Soit C =







c1
...

cn−1






∈ Mn,1(C). En développant suivant la dernière colonne, on obtient

χA+EC
= (X− an,n)Pn +

n−1∑

k=1

(−1)n+k (−ak,n − ck)Pk = Pn+1 − an,nPn +

n−1∑

k=1

(−1)n+k+1 (ak,n + ck)Pk.

Puisque (P1, . . . , Pn+1) est une base de Cn[X],

χA+EC
= P ⇔ ∀k ∈ J1, n − 1K, (−1)n+k+1 (ak,n + ck) = αk

⇔ ∀k ∈ J1, n − 1K, ck = −ak,n + (−1)n+k+1αk.

Ceci montre l’existence et l’unicité du vecteur colonne C ∈ Mn−1(C) tel que χA+EC
= P.

16 ⊲ Jn est une matrice d’Hessenberg régulière. De plus, Jn est triangulaire inférieure et donc

χJn+E0
= χJn =

n∏

k=1

(X− 0) = Xn.

Mais alors, par unicité, C = 0.
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17 ⊲ Par hypothèse Mat(e1,...,en)(u) est de la forme

















a1,1 a1,2 . . . . . . a1,n

a2,1 a2,n

0
. . .

...
...

. . .

0 . . . 0 an,n−1 an,n

















où de plus, pour tout i ∈ J1, n−1K,

ai+1,i 6= 0.

Montrons que pour tout k ∈ J1, n − 1K, il existe vk ∈ Vect (e1, . . . , ek) tel que uk (e1) = a2,1a3,2 . . . ak+1,kek+1 + vk

• Puisque u (e1) = a2,1e2 + a1,1e1, le résultat est vrai quand k = 1 en prenant v1 = a1,1e1.

• Soit k > 1. Supposons qu’il existe vk ∈ Vect (e1, . . . , ek) tel que uk (e1) = a2,1a3,2 . . . ak+1,kek+1 + vk. Alors,

uk+1 (e1) = a2,1a3,2 . . . ak+1,ku (ek+1) + u (vk) .

Ensuite, u (vk) ∈ Vect (u (e1) , . . . , u (ek)) ⊂ Vect (e1, . . . , ek+1). D’autre part, u (ek+1) s’écrit ak+2,k+1ek+2 +wk

où wk est un élément de Vect (e1, . . . , ek+1). En posant vk+1 = wk+u (vk), vk+1 est un élément de Vect (e1, . . . , ek+1)

tel que uk+1 (e1) = a2,1a3,2 . . . ak+1,kak+2,k+1ek+2 + vk+1.

Le résultat est démontré par récurrence. En tenant compte de u0 (e1) = e1, la matrice de la famille
(

uk (e1)
)

06k6n−1
dans

la base (ei)16i6n est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux, à savoir 1, a2,1, a2,1a3,2, . . . , a2,1a3,2 . . . an,n−1,

sont tous non nuls. Cette matrcie est donc inversible et on a montré que la famille
(

uk (e1)
)

06k6n−1
est une base de E.

18 ⊲ Soit A ∈ Mn(C) une matrice de Hessenberg régulière dont le polynôme caractéristique est Xn. Soit u l’endo-
morphisme de matrice A dans la base canonique B0 = (e1, . . . , en) de Cn. D’après le théorème de Cayley-Hamilton,
puisque χu = χA = Xn, on a un = 0.

D’après la question précédente, la famille B =
(

uk (e1)
)

06k6n−1
est une base de Cn et, en tenant compte de un = 0, la

matrice de u dans B est Jn. Ceci montre que A est semblable à Jn.

E Somme de quatre endomorphismes de carré nul

19 ⊲ Puisque an,n−1 6= 0, la matrice A + V =

















a1,1 a1,2 . . . . . . a1,n

1 a2,2

0
. . .

. . .
...

...
. . . 1 an−1,n−1 an−1,n

0 . . . 0 an,n−1 an,n

















est une matrice de Hessenberg

régulière. De plus, Tr(A + V) = Tr(A) + Tr(V) = 0. D’après la question 15, il existe C0 ∈ Mn,1(C) tel que polynôme
caractéristique de A+ V + EC0

soit Xn. D’après la question 18, la matrice A + V + EC0
est semblable à la matrice Jn.

20 ⊲ On pose B1 =
∑

16k6n

2

E2k,2k−1 = E2,1 + E4,3 + . . . et B2 =
∑

16k6n−1

2

E2k+1,2k = E3,2 + E5,4 + . . ..

Alors, B1 + B2 =

n−1∑

k=1

Ek+1,k = Jn. D’autre part,

B2
1 =

∑

166n

2
,16ℓ6n

2

E2k,2k−1E2ℓ,2ℓ−1 = 0,

(car l’entier pair 2k n’est jamais égal à l’entier impair 2ℓ− 1) et de même, B2
2 = 0.

21 ⊲ Posons C = (ci)16i6n−1. Alors, V + EC =

n−1∑

k=1

(Ek+1,k + ckEk,n). On pose B3 =
∑

16k6n−1

2

(E2k,2k−1 + c2kE2k,n) et

B4 =
∑

16k6n−2

2

E2k+1,2k +
∑

16k6n

2

c2k−1E2k−1,n de sorte que V + EC = B3 + B4.
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B2
3 =

∑

16k,ℓ6n−1

2

E2k,2k−1E2ℓ,2ℓ−1 +
∑

16k,ℓ6n−1

2

c2ℓE2k,2k−1E2ℓ,n

+
∑

16k,ℓ6n−1

2

c2kE2k,nE2ℓ,2ℓ−1 +
∑

16k,ℓ6n−1

2

c2kc2ℓE2k,nE2ℓ,n

Dans les deux premières sommes, tous les termes sont nuls car l’entier impair 2k − 1 n’est jamais égal à l’entier pair 2ℓ.
Dans les deux dernières sommes, l’entier 2ℓ est inférieur ou égal à n− 1 et n’est donc jamais égal à n. Les deux dernières
sommes sont également nulles. Finalement, B2

3 = 0. De même, B2
4 = 0 pour des raisons analogues.

On a montré que pour tout C ∈ Mn−1,1(C), il existe deux matrices carrées B3 et B4, de carré nul, telles que V + EC =

B3 + B4.

22 ⊲ Soit v ∈ L (Cn) qui n’est pas une homothétie.

1er cas. On suppose que v admet au moins deux valeurs propres distinctes λ et µ. On note x et y des vecteurs propres
respectivement associé à λ et µ. Puisque λ 6= µ, on sait que la famille (x, y) est libre puis, F = Vect(x, y) est un plan
vectoriel. De plus,

v(F) = Vect(v(x), v(y)) = Vect(λx, µy) ⊂ Vect(x, y) = F.

Donc, F est un plan vectoriel stable par v. x + y est dans F et x + y 6= 0 (car (x, y) libre). Supposons par l’absurde que
x+ y soit aussi un vecteur propre de v. Il existe ν ∈ C tel que v(x+ y) = ν(x+ y). Mais alors

νx+ νy = v(x + y) = v(x) + v(y) = λx+ µy.

Puisque la famille (x, y) est libre, on peut identifier les coefficients et on obtient λ = ν = µ ce qui contredit λ 6= µ. Donc,
x+ y est un élément non nul du plan vectoriel F qui n’est pas un vecteur propre de v.

2ème cas. Sinon, v admet une unique valeur propre λ puis il existe une base B = (e1, . . . , en) dans laquelle la matrice de

v est de la forme













λ a2,1 . . . an,1

0
. . .

. . .
...

...
. . . an−1,n

0 . . . 0 λ













. Puisque v n’est pas une homothétie, il existe un couple (i, j) ∈ J1, nK2 tel que

i < j et ai,j 6= 0. On note alors k(> 2) le plus petit indice j tel qu’il existe i ∈ J1, j − 1K tel que ai,j 6= 0. Par définition,

pour tout i ∈ J1, k − 1K, v (ei) = λei et d’autre part, v (ek) = λek +

k−1∑

i=1

ai,kei.

On pose alors x = ek, y =

k−1∑

i=1

ai,kei puis F = Vect(x, y). Puisque la famille (e1, . . . , ek) est libre et que l’un des ai,k

est non nul, la famille (x, y) est libre puis F est un plan vectoriel. Ensuite, v(x) = λek +

k−1∑

i=1

ai,kei = λx + y ∈ F et

v(y) = λ

k−1∑

i=1

ai,kei = λy ∈ F.

Donc, v(F) = Vect(v(x), v(y)) ⊂ Vect(x, y) puis F est un plan vectoriel stable par v. Enfin, si par l’absurde, x est un vecteur

propre de v, x est nécessairement associé à la valeur propre λ. Ceci fournit
k−1∑

i=1

ai,kei = 0 puis, pour tout i ∈ J1, k − 1K,

ai,k = 0, ce qui contredit la définition de k. Donc, x n’est pas un vecteur propre de v.

Dans tous les cas, on a trouvé un plan vectoriel stable par v et contenant au moins un vecteur non nul qui n’est pas un
vecteur propre de v.

23 ⊲ Soit A ∈ Mn(C) \ Vect (In). Soit v l’endomorphisme de C
n canoniquement associé à A. v n’est pas une homothétie

et donc il existe un plan vectoriel stable F par v et contenant au moins un vecteur non nul qui n’est pas un vecteur propre
de v.

Soit e1 un vecteur non nul de F qui n’est pas un vecteur propre de v. On complète la famille libre (e1) de F en une base
(e1, e2) de F puis on complète la famille libre (e1, e2) de E en (e1, e2, e3, . . . , en) de E. La matrice de v dans cette base
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est de la forme

(

B D ′

0n−2,2 C ′

)

où de plus b2,1 6= 0 car e1 n’est pas vecteur propre de v. La matrice A est semblable à la

matrice

(

B D ′

0n−2,2 C ′

)

.

Maintenant, la matrice C ′ est triangulable dans Mn−2(C) et il existe donc P ′ ∈ GLn−2(C) et C ∈ Tn−2,s(C) telles que
C ′ = P ′CP ′−1.

Soit P la matrice définie par blocs : P =

(

I2 02,n−2

0n−2,2 P ′

)

. Un calcul par blocs montre que P ∈ GLn(C) et que

P−1 =

(

I2 02,n−2

0n−2,2 P ′−1

)

. Ensuite, toujours grâce à un calcul par blocs et en posant D = D ′P ′−1,

P

(

B D ′

0n−2,2 C ′

)

P−1 =

(

I2 02,n−2

0n−2,2 P ′

)(

B D ′

0n−2,2 C ′

)(

I2 02,n−2

0n−2,2 P ′−1

)

=

(

B D ′

0n−2,2 P ′C ′

)(

I2 02,n−2

0n−2,2 P ′−1

)

=

(

B D ′P ′−1

0n−2,2 P ′C ′P ′−1

)

=

(

B D

0n−2,2 C

)

.

De nouveau, la matrice A est semblable à la matrice

(

B D
0n−2,2 C

)

où de plus b2,1 6= 0 et C ∈ Tn−2,s.

24 ⊲ Soit A ∈ Mn(C) \ Vect (In). On note v l’endomorphisme de Cn canoniquement associé à la matrice AT . v n’est pas
une homothétie et donc, d’après la question 22, il existe un plan P qui est v-stable. On note G un supplémentaire de Π

dans Cn puis B une base adaptée à la décomposition Cn = G⊕Π. MatB(v) est de la forme

(

C 0n−2,2

D B

)

où B ∈ M2(R),

C ∈ Mn−2(R) et D ∈ M2,n−2(R) et
(

BT
)

2,1
6= 0. AT est alors semblable à la matrice

(

C 0n−2,2

D B

)

puis A est semblable

à la matrice A ′ =

(

CT DT

02,n−2 BT

)

. De plus,

Ensuite, CT est triangulable dans Mn−2(C) et donc il existe P∈GLn−2(C) et T ∈ Tn−2,s(C) telles que CT = P1TP
−1
1 . Soit

P =

(

P1 0

0 I2

)

. Un calcul par blocs montre que P est inversible, d’inverse P−1 =

(

P−1
1 0

0 I2

)

. Toujours par un calcul par

blocs,

P−1A ′P =

(

P−1
1 0

0 I2

)(

CT DT

02,n−2 BT

)(

P1 0

0 I2

)

=

(

P−1
1 CT P−1

1 DT

02,n−2 BT

)(

P1 0

0 I2

)

=

(

P−1
1 CTP1 P−1

1 DT

02,n−2 BT

)

=

(

T P−1
1 DT

02,n−2 BT

)

La matrice A est semblable à la matrice A ′ qui elle-même est semblable à la matrice

(

T P−1
1 DT

02,n−2 BT

)

qui est presque

triangulaire supérieure.

25 ⊲ Soit u ∈ L (E) tel que Tr(u) = 0. Si u est une homothétie, il existe λ ∈ C tel que u = λIdE. L’égalité Tr(u) = 0

fournit λ = 0 puis u = 0. Dans ce cas, u ∈ Σ4C(E) car u = 0+ 0+ 0+ 0 avec 02 = 0. On suppose dorénavant que u n’est
pas une homothétie.

Soit B une base donnée de E puis M = MatB(u). D’après la question 24, il existe une matrice presque triangulaire
supérieure A et une matrice inversible P telles que M = PAP−1. Puisque Tr(A) = Tr(u) = 0, d’après lé question 19, il
existe C0 ∈ Mn−1,1(C) et Q ∈ GLn(C telles que A+ V + EC0

= QJnQ
−1 et donc

M = PAP−1 = P
(

−(V + EC0
) +QJnQ

−1
)

= −P (V + EC0
)P−1 + (PQ)Jn(PQ)−1.

D’après la question 21, il existe deux matrices carrées B1 et B2, de carré nul et telles que V + EC0
= B1 + B2 et d’après

la question 20, il existe deux matrices carrées B3 et B4, de carré nul, et telles que Jn = B3 + B4. On a alors

M = −PB1P
−1 − PB2P

−1 + (PQ)B3(PQ)−1 + (PQ)B4(PQ)−1.

Les quatre matrices −PB1P
−1, −PB2P

−1, (PQ)B3(PQ)−1 et (PQ)B4(PQ)−1 sont de carré nul et donc, si on note b1,
b2, b3 et b4 les endomorphismes de matrice dans la base B −PB1P

−1, −PB2P
−1, (PQ)B3(PQ)−1 et (PQ)B4(PQ)−1

respectivement, alors u = b1 + b2 + b3 + b4 avec b2
1 = b2

2 = b2
3 = b2

4. Encore une fois, u ∈ Σ4C(E).

On a montré que tout endomorphisme de E, de trace nulle, est dans Σ4C(E).
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