SESSION 2024

Concours commun Mines-Ponts

DEUXIEME EPREUVE. FILIERE PSI

1 Une propriété sur les sommes de Riemann
1 > Soit g = f/jq,b[- g est continue sur ]a, bl et se prolonge par continuité en a a droite et en b a gauche. Donc, g est
intégrable sur ]a, bl.

n—1

b—
Z f (a—l—kTa) tend vers

k=0

21—

Puisque f est continue sur [a,b], la somme de RIEMANN & pas constant S, (f) =

1 (° 1 (°
J f(t) dt = HJ g(t) dt quand n tend vers +oo. D’autre part, pour n € N*,

b—a), a
n—1
lZg(a+kb“‘) = 5(f) — )
n n n

n—1 b
b—a 1 .
et donc - kE,] g (a + kT) tend vers — J g(t) dt quand n tend vers +oo. Ceci montre que g € Zq,p.
2 > e Pour tout k > 1,

1 1 1 1 1 1
ax —byy1 = <E_W) - <k+1 +2k+2) = k(k+1) T ok+2”

Ensuite, ax — b1 SN v > 0. Dong, il existe kg € N* tel que, pour tout k > kg, ax —byx1 > 0 ou encore ax > by 1.
o0

e Vérifions que f est bien définie sur ]0,1[. Soit t €]0,1[. On a by, > ax, > bry+1 > Qkg+1 > brgr2 > Axgy2 > ... €t

1 1
donc, si il existe k > ko tel que t € [ak, ax + W] (resp. t € [ak + T bk}) Pentier k est uniquement défini puis f(t)

est bien défini quand t # ay + T pour tout k > ko. Ensuite, les valeurs associées & ay + a gauche et a droite

2K+
sont les mémes, & savoir k%. f est donc bien définie sur ]0, 1[..

e Vérifions que f est continue sur ]0, 1[.  est continue en chaque ay + k > ko, puis continue sur chaque [ay, by],

k17
k > ko. T est également continue sur le complémentaire dans ]0, 1[ de U [ax, by] car nulle sur cet ensemble. Enfin, pour
k>ko
tout k > ko, f(ax) =0 = lim f(t) et f(bx) =0= lim f(t). Finalement, f est continue sur ]0, 1[.

t—a, t—b"
e On peut supposer sans perte de généralité ko > 3 (car si pour tout k > 1 ou pour tout k > 2, byy1 < ay, alors pour

tout k > 3, by < ax). Mais alors by, = . + T T < 3 + 5 < 1 puis, pour tout k > ko, 0 < ax < b < 1.
0

Ensuite, la fonction f est positive sur ]0, 1[ puis

1 +o0 ax+ T by
J f(t) dt = Z J K225+ (¢ — ay) dt+J k2251 (b —t) dt | .

1
0 k=ko \" %k Akt TEFT

Pour k donné, chacune des deux intégrales est ’aire d’un triangle de base
kZ

7T et de hauteur k%. La somme des deux

intégrales est donc égale a T puis

1 “+o0 kz
0 k=Kko
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k? 1
car —— = d’aprés un théoréme de croissances comparées. Donc, la fonction f est intégrable sur 10, 1[.
2k+] k~>+oo kZ

= 1 1 1 1k
e Soitn > H Z ( ) <H) = an x 2™ a7 =1 puis ngl}rloo - Z f (H) = +4o00. Donc, f ¢ % 1.
b k=1

3 > La fonction ¢ est continue et positive sur ]0, 1[. Ensuite, pour x et y sans ]0, 1] tels que x < y,

v
|| Fa=20m-vm.

X

1
1
Cette expression tend vers 2 quand x tend vers O et y tend vers 1. Donc, J % dt est une intégrale convergente puis, la
0

fonction ¢ étant positive sur ]0, 1[, la fonction ¢ est intégrable sur ]0, 1[.

n—1

1 « k
Pour n > 2, posons Sy (@) = — Z © < ) Soit n > 2. La fonction ¢ étant décroissante sur ]0, 1[, pour tout k € [1,n—1],
n n
k1 1 K !
J et)dt< —o <—> < J @(t) dt. En additionnant membre & membre ces inégalités, on obtient
k n n k—1
" 1 -1
[, ewat<sior<| "o a
1 0

1

Les membres extrémes de cet encadrement tendent vers J @(t) dt. D’aprés le théoréme des gendarmes, la suite (S (@)) n>2

0
converge et

n—-+oo

Donc, ¢ € .@0,1.

[ 1] =, 2t —1 .~

et pour tout x € [0,=|, h/(t) = ———~ < 0. La fonction h est donc
2 2(t(1-1))2

1 ~ 1
décroissante sur ]0, 7 [ Ensuite, la fonction h est continue et positive sur }0, z] , équivalente & @ en 0 & droite et donc

~ 1
4 > La fonction h est dérivable sur }0, 5

1 1.1
intégrable sur }0, z] et en particulier sur |0, = {

> 2
15~k . o 1 \ .
Pour n > 2, on pose S, ( ) — g h{—). Puisque la fonction h est décroissante sur |0, 7| comme & la question
n 2n
k=1

précédente, pour tout k € [1,n—1],

puis en sommant

% ~ ~ % 2n ~
zJ R(t) dt < Sn (h) < zJ R(t) dt.
Zn

Quand n tend vers +oc0, on obtient d’aprés le théoréme des gendarmes,

lim S (ﬁ) = ZJ; h(t) dt = 1 J} h(t) dt.

n—-+oo 0 1

Donc, h € Do, 1-

5 > En posant u =1 —t, on obtient

[inta=] e[ = [ a- [(hoa

2
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et donc

1

1 h(t) dt = : h(t) dt + ] h(t) dt =2 : h(t) dt.
Jo Jo L Jo

M —
6 > Soit n > 2. Pour t €]0,1[, h(1 —t) = h(t) etdoncpourké[ﬂ,Zn—]ﬂ,h( nznk>=h(1—£):h<%> puis

S () (AN ()1 T ()

n
=1
1 - -
-3 (sn (F)+ 2 +sn (h)) =5n () +—
ok 1 T ’
D’aprés les questions 4 et 5, nglfoo ]; Eh (E) = ngr—ll—loo (Sn (h) + E) = L h(t) dt = L h(t) dt
: k 1 L . 1
7 > Soit n > 2. Pour tout k € [1,n], 0 < P <3 La fonction h étant décroissante sur |0, 3 |» pour tout k € [1,n],

1 k 1 k 1 k
h < h <—h(=—].
2n+2 <2n+2) 2n+1 <2n+1) 2n <Zn)

En additionnant membre & membre ces inégalités, on obtient

n+1 ;h< n+1> 2n+1Z <2n+1) %ih<%>

i) <3 (s (7)1 5):

ou encore

1 ~ 1
— <
Fhiiss. (h) S n
1 T
Quand n tend vers +oo, les membres extrémes de cet encadrement tendent vers 3 X ZJ h(t) dt = J h(t) dt. D’aprés
0

1 o k
le théoréme des gendarmes, il en est de méme de i Z h <m>

Soit n > 2.

2n n n
2 _
n+1 Zn—H Zn—H n+1 n+1 n+1
k=n+1 =1 k=1
2n n n 1
1 k 1 k 1 k 2
t d h =2 h is li h 2 h(t) dt=| h(t) dt.
¢ Onc’};zn+1 <2n+1) L nt <zn+1>pmsn$?oo];zn+1 <Zn+1) L (t)d L (t)d

2n—1
1 k k
8 > Les deux suites extraites ( Z Eh <_n>> et (Z e <Zn T >> convergent et ont méme limite, & savoir

1

1 _
1 k
J h(t) dt. Donc, la suite (S (h)) = <— E h <—>> converge et de plus, lim S, (h) = J h(t) dt. La fonction h est
0 n n n—+oo 0

donc un élément de %o, 1.

1 1
1 L 1 [t 2 : ;
9>L h(t) dt:L \/(])2 ( 1)2dt_ Arcsin :(Ar<351n(1)—Arcsm(—1)):——(——):7'[.
— — t__
2 2

http ://www.maths-france.fr




Mines-Ponts 2024 - PSI - Mathématiques 2 - Corrigé

10 > Pour tout n > 2,

=~

=1

L 1 & 1 1
Zﬁ: EZ—E:\/E<STL((D)+E).
n

! Vi2+o(1) = 2ym+o(vn) ~ 2ym.

D’aprés la question 3, Z
\/E n—-+oo n—-+o0

11 > Soitn > 1.

E e 1 1“‘h<i>

= in-1) : n n)’

n—1 1 1

Puisque h € 9,1, hm J

Z Noreoiai !
13

12 > Soit € > 0. Puisque lim &, =0, il existe ng > 2 tel que, pour n > no, |en| < Pour n > ngo +1,
n—-+oo 27-[

Nno— 1

|£1| ‘£1| ‘£L|
net \sil e v
< Z VIxn—(no—1)) _ﬂlg \/7—1

no—1 —
<WZI£J+ Z]

No— 1
. . . £ .
Puisque ny est contant quand n varie, lim X 1 = —. Par suite,

£
n—+oo /N — n-|— Z|£l‘+ ;1/1 —1 O+E 2

no— 1

1
mz‘“ Z]ﬁ 7+

il existe ny > np + 1 tel que, pour n >

n—1
leil
0< — < &
; Vin—1)

= ¢. Pour n > nq,

Nlm

n—1
|£1|
On a montré que : Ve >0, In; € N/ ¥n € N, <n n =0< Z Donc
i=1 V1
n—1 |£ |
lim : =0.
n—+oo 4 l(n_ l)
1

13 > Soit n > 2.

1

¥ ] (0 +e)(+ens) N €i€n—i
; l(n_l)< T+én _1) ]+£n ;\/7 Z\/i_l Z\/i 5nZ\/7_1

R <ZZ] \/7—1+Z\/818117—11 s“Z \/7—1>

(en posant j = n — i dans la deuxiéme somme).
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n—1 n—1 n—1
: . & 1 : 1
Ensuite, lim 2 =0 (car pour n > 2, et lim ¢ =0
n—-+oo Z Vin—1) ( - ; in—1) ; iln—1) n—+oo n; in—1)
(car Jim_en =0t lim Z Wi i)
n—1
Ei€n—i
Enfin, la suite (&n),, )~ converge et en particulier, la suite (en),,cy- est bornée. Pour n > 2, on a Z q )
, im—1
i=1
—1
\ ‘£i| €i€n—i
Il (ep)pen- lloo Z ———. Ceci montre que hm Z = 0 et finalement que
= Viln—1) Vin—1)

lim (T+e) (M +eni) ]> _o

n—1
3o ; Jim—1) ( T+en
2 Une marche aléatoire
14 > Soit n € N*. Posons p =P (X,, = 1).

EXn)=(=1)x(T=p)+Txp=2p—1.

) =
1
Puisque X, est centrée, 2p —1 =0 puis p = 5

1+X —14+1 141 1+X
Posons alors Y, = + . Ona Ye(Q) = { ;_ ,%} = {0,1}. De plus, P(Yo=1) = [P<%:]> =
1
PXn=1)= 7 Donc, la variable Yy, suit la loi de BERNOULLI de paramétre 7
o . T+ Xy .
15 > Soit i € [1,n]. Soit w € Q. En posant Yy = pour k € [1,2i],
1+X 1+X
weA S X (wWH+...+ Xs(w)=0& 5 1(w)—k... 3 21 = <E Yk> =1i.

1
D’aprés la question 14, les variables Yy, 1 < k < 21i, suivent la loi de BERNOULLI de paramétre 7 Ces variables étant

2i
1
indépendantes, on sait que la variable Z Yk suit la loi binomiale de paramétres 21 et 7 Donc,
k=1

e (Evemd) - (3 (2)"-

16 > Soient n > 1 et £ € Z.

@Zxk:“®Z]+zxk n+e ZYk_n_H
k=1 k=1

n

1
ot Z Yy suit la loi binomiale de paramétres n et 7
k=1

. . . . . . .o, M+
Si £ et 1 n’ont pas méme parité ou bien si n et { ont méme parité et

Lol P(Sn=0) =0,

L
Sinon, il existe k € [0,n] tel que n;—

- () () () - (2)

17>¢chn  ~ dpouencorecn,—d, = o0f(cn). Puisque la suite (¢, ) est strictement positive et que la série de terme
n—-+oo n—-+o00

général c,, diverge, d’aprés le résultat admis par 1’énoncé,

= k ou encore { = 2k —n. Dans ce cas,
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n n n n
ch—de ch—dk :OOO<ZCk>
k=1 k=1

k=1 k=1

n n
ou encore E Ck ~ E dy.
n—-+oo
k=1 k=1

18 > Pour i € [1,n], notons 14, la variable indicatrice de I’événement A; : pour tout w € Q, Ta, (w) = { Tslwe A

0siw ¢ Ai
On sait que E (1a,) = P (Ai). Redémontrons-le.

EAD)=1XxP(a, =1)4+0xP(1a, =0)=P(1a, =1)=P{w e Q/w e Ai}) =P (A4).

i

n n

De plus, pour tout w € Q, N, (w) = Z 1A, (w) ou encore Ny, = Z 1a,. Par linéarité de l’espérance,
= =
i N N i=1 N (21)
EMNn) =) E(la)=) P(A)=} -2,
i=1 i=1 i=1

d’aprés la question 15.

19 > D’apres la formule de STIRLING

1020\ 1 (20
w(3) == e

(ORI
e 1

1.,%100 ﬁ 27 Vi
. : 1 . s .
Puisque la suite | — est strictement positive et que la série de terme général — d1verge, d’aprés les questions
Vi VT
16 et 17,
2i )
= 1. ~ — e ~ —\/E
; 41 n—+4oo ﬁ ; \/{ n—+oo \/ﬁ !

d’aprés la question 10.

n
20 > Les indices d’égalité sont des entiers pairs compris entre 1 et 2n. Comme a la question 18, E (M) = Z P (Bax).
k=1

Un tirage successif des 2n boules peut s’identifier & un anagramme du mot B...BN ... N et tous ces anagrammes sont équi-
—— ——
n n
probables. Le nombre de ces anagrammes est le nombre de choix des emplacements des n lettres B dans 2n emplacements,
n
& savoir ( ) .
n
Soit k € [1,1n]. Un tirage réalisant I’événement By « est » encore un anagramme de B...BN...N pour lequel les 2k
———

n n
premiéres lettres sont constituées de k lettres B et de k lettres N. Le nombre de ces anagrammes est le nombre de choix
des emplacements des k lettres B dans les 2k premiers emplacements et des emplacements des n — k derniéres lettres B

2K\ [2n—2k ()
dans les 2n — 2k emplacements restants, & savoir < k> X < Kk > Finalement P (Byy) = k(zinn)_k On en déduit
que "
n n Z(n—k)) n—1 (21) (Z(n—_l))
:Z[P Boxk) :Z = ~——5——— (en posant i = n — k).
k=1 k=1 i=0 ( n )

221
Vi

. _ 2i 22'1 .
21 > On a vu a la question 19 que | ~ (14 &) ou (€1)iepe
i

i—+o00 e
est une suite de réels strictement supérieurs & —1, convergente de limite nulle. On a alors

2i
. Pour i € N*, on peut donc poser < . ) =
i
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= (14 ¢n)

Jrn
VI 1 (T+e)(1+eny)

= X +1
Na im—1) T+en

VI Vi 1 ((1+sim+en_i)_)
T = i(n \/ﬁz\/i—l 1+en T+t

et donc E (M) ~ /7.

n—-+oo
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