SESSION 2024

Concours commun Mines-Ponts

DEUXIEME EPREUVE. FILIERE MP

Partie I - Quelques propriétés algébriques des matrices d’adjacence

1 > Soient M = (mivj)lgijgn € Mn(R) et p € Sp. On pose P, = (6i‘pm) . On sait que P, € GLn(R) et que

1<ij<n

(Ppr] =Py = (51,0*‘ (J’))]gi,jgn = (60(1),j)1gi,j§n'

Soit (i,j) € [1,n]?. Le coefficient ligne i, colonne j, de (Pp)q X M x P, est

D Bl kM tde0() = Mp(i),o()-
1<k, 1<n

Donc, (F‘p)_1 MP, = (mp(i),p(j)) puis les matrices M et (mp(i)yp(j)) sont semblables.

1<i,j<n 1<i,j<n

Soient ¢ et o’ deux bijections de [1,n] sur S. p = (/)"

pour (i,j) € [1,n]?,

o 0 est une permutation de [1,n] telle que ¢’ o p = 0. Ensuite,

(Ma,o)i; =1 & {00, 0()} € A & {0’ (p(D)), 0" (0(1))} € A & (Mo o155 = 1-

Donc, Mg,s = ((MG,G’)p(i) p(j)) . D’aprés le début de la question Mg o et Mg, o/ sont semblables.
’ 1<ij<n

2 > Une matrice d’adjacence est symétrique réelle et est donc diagonalisable dans ., (R) d’aprés le théoréme spectral.
3 > Soit Mg, une matrice d’adjacence. Si A = @, alors Mg, est de rang 0. Sinon, il existe (i,j) € [1,n]? tel que i < j
et (MG’U)i,j = (MG’U)j’i =1.0na
(MG,G)i,i (MG,G)i‘j _ 0
(MG,G)J’@ (MG,O')]‘,J' 1
Ainsi, il existe dans Mg, ¢ une matrice carrée extraite inversible de format 2 et donc rg (Mg,s) > 2. Une matrice d’adjacence
n’est jamais de rang 1.

1

ol =—1#0.

4 > Soit Mg, une matrice d’adjacence associé & un graphe du type de 1'énoncé. Soit i € [1,n] tel que I'étoile est de

centre o(i). En notant (Ej,...,En) la base canonique de .#4 1(R), chaque colonne Cj, j # 1, est colinéaire & E; et donc

rg (Mg,s) < 2. Mais Mg, n'est pas nulle et n’est pas de rang 1 d’aprés la question précédente. Donc, rg (Mg, o) = 2.
01 01

Considérons la matrice d’adjacence Mg, = g) ? (1) (1) .1g(Mg,s) =1g(C1,C2,C3,Cs) =1g(Cq,C2) = 2. Mais le
1T 010

graphe correspondant n’est pas du type de 1’énoncé :

5 > Soient G = (S, A) un graphe non vide et G’ = (S, A’) une copie de G. ’Soit ¢ une bijection de S’ sur S telle que

V(s',t') €S2, {s',t'} e A & {o(s"),o(t")} € A.
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Soit ¢ une indexation de G. Alors, @’ = 0~ o @ est une indexation de G’ (car bijective de [1,n] sur S’) puis
Mg/, o' = Mg, car pour tout (i,j) € [1,n],

(Mg =16 {0’ W), 0 ()} e A’ & {0 (o), 0 (e())} €A’ & {0l),0()} € A& (Mg,p);; = 1.

Donce, X6 = Xa'-

6 > Avec tout ce qui précéde, on peut supposer sans perte de généralité que S = [1,n] et 0 = Id[; nj. On note plus
simplement Mg la matrice d’adjacence correspondante.

Les coefficients diagonaux de Mg, sont nuls. Donc, an—1 = —tr (Mg,s) = 0.
Déterminons maintenant a,_>.

On a xg = Z e(o) (XI, — Mg)g(]m e (XIy — MG)G(n),n' Dans cette somme, le terme correspondant & ¢ = Id est
0ESn
X™. Ensuite, si 0 a un nombre de points fixes inférieur ou égal & n — 3, le terme correspondant est un polynéme de degré

inférieur ou égal & n — 3. Ensuite, il n’existe pas de permutation de [1,n] ayant exactement n— 1 points fixes (si c an—1
points fixes, alors 0 = Id puis ¢ a en fait n points fixes). Le coefficient a,_ est donc issu exclusivement des termes o ¢
a exactement n — 2 points fixes, c’est-a-dire des termes oil ¢ est une transposition. Or, en notant &2, ([1,n]) ensemble
des parties & deux éléments de [1,n],

Z 3 (Ti,j) (XIn — MG)TM (1),1 "+ (XIn — MG)TM (n),n
(1L,j)e(Z2([1,n]))?

= X" > (XIn —Mg)j s -+ - (XIn — M)y 5
(L,i)e(22 ([1,n]))?

- XY (Ma)y)

(i,j)e(22([1,n]))?
=—X"2 3 T=—]AX"
(i,j)eA
Donc, a2 = —|A|.

7TSin=2 xg=X?>—|Al=X?—d. Sinon, n > 3. Si G est du type de ’énoncé, Mg est de rang 2 d’aprés la question 4
puis 0 est valeur propre de MG d’ordre n — 2 d’aprés le théoréme du rang et car Mg est diagonalisable. Donc, pour tout
k <n—3, ax =0. On obtient xg = X™ — |[A[X"2 = X2 (X2 — d), ce qui reste vrai quand n = 2. Donc,

c=X"7?(X*-4d).
Sin=2, Sp(Mg) = (\F \/_)etsnt 3,8p(Mg) = (Vd,~vVd,0,...,0

nZ

Ensuite, on peut suppose sans perte de généralité de ’étoile est de centre 1 et que les branches de 1’étoile sont {1,2}, ...
{1,d+ 1}. On a donc

)

0 1 1 0 0
1 0 0
Mg =11
0
00 0
Eo (Mg) est le sous-espace d’équations X1 =0 . Il est constitué n-uplets de la forme
X2+ ...+%xq.1 =0

(0y%X2yveyXdy—X2 — ... — XdyXd+1y---,Xn) (en identifiant vecteurs colonnes et n-uplets).
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0 1 1 0 0 Vvd d
10 o[ 1 Vd \qa
Ensuite, | 1 1 =|vd| =+vd]| 1 [. Puisque E /g (Mg) est une droite, E 5 (Mg) =
0 0 0 0
0 0 ... 0 0 0 0
Vect(u) ouu = (vd, 1,...,1,0,...,0). Un calcul conjugué fournit encore E_ g (Mg) = Vect(v) ouv = (—Vd, 1,...,1,0,..

d d
8 > On note nj (resp. ny) le cardinal de Sy (resp. S2). On numérote les sommets de sorte que les sommets de Sy

apparaissent en premier en finissant par s; puis apparait le sommet s, et enfin les autres sommets de S;. Le polyndéme
caractéristique de G est alors :

o 0 0 cee 0
XIn, -1 — Mg\, : ; :
Ony—1 0 0 cee 0
% Kny—1 X —1 0 0
X6 = 1o 0 —1 X B Brs—i
0 0 0 B
: ; XIn, -1 —Mag,\s,
0 0 0 an,]
ol les «; et les 35 sont éléments de {—1,0}.
X1 0
Xny—1 0
On écrit ensuite, la ny-éme colonne comme somme des deux colonnes X et | —1|. Par linéarité par rapport
0 0
0 0

a la ni-éme colonne g est somme de deux déterminants. Le premier est un déterminant triangulaire par blocs égal &
XG; XXG,- On développe le deuxiéme suivant sa nj-éme colonne. On obtient en tenant compte de (—1)™ F1Hm1 x (1) =1

0 0 0
XITH—] MG1\S|
0 0 0
o Xny—1 —1 0 0l  (x).
0 0 1
: : ; XIn,—1 — Mg,\s,
0 0 anfl

Ce dernier déterminant est encore triangulaire par blocs. Le déterminant du premier bloc est Xg,\s, - Le deuxiéme, une
fois développé suivant sa premiére ligne est —xg,\s, et donc le déterminant () est égal & —xg,\s, X XG,\s,- Finalement,

XG =XG1 XXGz2 —XGi\s1 XXG\sz2-

9 > D’apreés ce qui précéde et la question 7,

XG = Xd] —1 (XZ o d]) Xdzfl (XZ o dZ) o Xd] Xdz — Xd] +d+2 (d] + dZ) Xd1+dz + d] dzxlerdsz o Xd1+d72
=X"—(dy +d2 + ) X" 2+ dydo X"

Puisque dyd; # 0, 0 est racine d’ordre n — 4 de xg puis Mg est de rang 4.
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—1
10 > Soit G = (S, A). On rappelle que le nombre de paires {i,j} d’éléments de [1,n] est N = n(ni)

D’aprés une remarque de I’énoncé, G = ﬂ (X(i,j) = 1) N m (X(i,j) = 0) . Puisque les variables X j, {i,]j} €
{i,jteA {i,j}gA
Z5([1,n]) (ou L2([1,1n]) est 'ensemble des parties & 2 éléments de [1,n]), sont indépendantes,

PG = J] Xapn=0x [T Kiy=0)=pi00—pa)™ °.
{i,jleA {1,jilg¢A
. . N .
Ensuite, pour a € [0,N] donné, il y a (a) parties A de [[1,n] telles que |A| = a et donc,
N _
POn) =3 (a>v:1(1 —pn)" = a1 ) =T,
a=0

Partie IT - Une premiére fonction de seuil

Section A - Deux inégalités

11 > Puisque X est a valeurs dans N,

+oo +o0o
P(X>0)=) P(X=k <) kP(X=k)=E(X).
k=1 k=1

12 > Supposons E(X) # 0 et donc E(X) > 0. Pour tout w € Q, X(w) = 0 entraine |X(w)—E(X)| = |—E(X)| = E(X) et donc
X(w) —E(X)] = E(X). Ainsi, (X =0) C (X —=E(X)| = E(X)).Puisque E(X) > 0, I'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV
fournit

V(X
P(X = 0) < P(X— E(X) > E(X)) < o
Section B - Une fonction de seuil
13 > Soit G = ([1,n],A) € Qn. An(G) = |A] = Z X(i,j)- Puisque les variables X(; ;) sont N variables

(1,j)e22 ([1,N])
indépendantes suivant une méme loi de BERNOULLI de paramétre py, on sait que A, suit la loi binomiale de paramétres
N et pn. Donc,

An (Qn) = [0,N] puis Va € [O,N], P(An =a) = (:)pﬁ (T—p)N .

—1 1
14 > Donc, E (A,) = Np,, = %pn. Si pn =0 (¥>, alors
n [ee]

2
npn

n—-+oo 2 n—>_+oo

E(An)

Puisque pour tout n > 2, 0 < P (A, >0) < E(An), le théoréme des gendarmes montre que lim P (A, > 0) =0.

n—-+oo

V(An) an(]_pn)l<L_]> 2 (L_])
(E(A)? (Npn)?  Nipa “nn—1) \pn '

15 > Pour n > 2,

. 1 . V(A4) .
Si de pl t prépondérant d t —, alors — = 2 —_— = 1. P tout n > 2,
i de plus, pn est prépondérant devan 7 alors P nieo 0 (n ) puis (E (An))z T o(1). Puisque pour tout n
V(A
O<P(An:0)<ﬂ,onendéduitque lim P(AL,=0)=0puis lim P(A,>0)=1— lim P(A,=0)=1.
(E (An))z n—+oo n—+oo n—-+oo

1
16 > Pour la propriété P, : A, > 0, la suite <—2> est une fonction de seuil.
n>2
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Partie III - Fonction de seuil de la copie d’un graphe

17 > Soit G € Q. La probabilité que H soit contenu dans G est la probabilité que chaque aréte de H soit contenu dans
G. pn étant la probabilité qu'une aréte donnée de H soit contenue dans G et par indépendance,

PMMG%ﬂ)zHHCG)zP(f]@EA@)z [ PlacAc)=par.

acAn acAn
Xn suit la loi de BERNOULLI de parameétre pSH et donc E (Xp) = pan.

1851lya (“
So

est S} et qui sont des copies de Go s’obtiennent par permutations des so sommets. Donc, ¢o < so! puis,

n
) choix de sp sommets parmi n et donc, |Co| = ( )co. Ensuite, les graphes dont ’ensemble des sommets
S0

ICol < (:)so! =nmn—-1)...(n—so+ 1) <n®.
0

19> X0 = Z XH puis

HeC,
E (X?L) = Z E(Xp) = Z PHCG)= Z patt (d’apres la question 17)
HeCo HeCo HeCo
—pp Y 1=l
HeCy,
<ppint.
SH,

20 > Soit Hy tel que wpy = . On note C§ = {H | H est une copie de Hp et H = (St, An) avec Sy C [1,n]} et X?L/ la

aH,
variable aléatoire définie par : VG € Q,, X?lI(G) est égal au nombre de copies de Hp contenues dans G.

En appliquant la question 19 & Hp, on obtient
0 < E (X?ll) < nSHOpﬁHO — nwoaHop?lHo — (pnnwo)aHo .

On en déduit que E (X?L/) = 0o(1) (car ap, = 1) puis que 11111 P (X?l/ > 0) =0 d’aprés la question 11.
n——+oo

n—-+oo

Ensuite, je suppose qu’il faut montrer que pour tout graphe G = (S, A), G contient un nombre de copies de Gg inférieur
ou égal au no/mbre de copies de Hy qu’il contient, ce que je ne parviens pas a faire. En admettant ce résultat, on a donc
0 < X% < X8 puis par croissance de l'espérance,

0<E(XS) <E(XY).

Mais alors, lim E (X?l) =0 d’aprés le théoréme des gendarmes. Avec la question 11, on en déduit encore que

n—-+oo
. 0 _
ngrfm P (X;, >0) =0.
21 >

E((6)7)

(22 (Z.2))

Z E (XuXn-)

(H,H")ec?

Maintenant, pour G € Q,,
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XuXu) (G) =1 Xu(G) =X/ (G)=1T&HCGetH CcG
S Sy CSget Ag CAget Sy CSget A C Ag
&S SHUSH CSget AHUAR C Ag
& HUH' CG,

(en supposant que HUH' est le graphe dont ensemble des sommets est Sy U Sy et Pensemble des arétes est Ay UAp,).
En appliquant la question 16 & HU H’, on obtient pour tout G € Q,,,

P(HU H' G) :pIT?HUAH'I :pf‘-H"'aH_aHﬁH/ :pﬁﬂo*ﬂnmw.

2a0—ayqn 2a0—ayqn’

Ainsi, Xy X X suit la loi de BERNOULLI de paramétre py . On en déduit que E (Xyy x Xp/) = pn
que

puis

E())= Y PHUWCG = Y pitr

(H,H")ec? (H,H")ec?
22 > Si Sy NSy = @, pour tout G € Oy, les événements {H C G} et {H’ C G} sont indépendants (par indépendance des
variables X(; j, définies avant la question 10). Donc,
PHUH CcG)=P(HCG)N(H'cG))=P(HC G) x P(H' Cc G),
puis

So= Y PHCG)xPH' CG)< Y PHCG) xPH cG)=(EX).

(H,H")ec? (H,H")ec?
er‘nH/:o

23 > Soit k € [1,s0].

Se=) | Y pHuWcGE =Y | Y pateenw

HeCo H’eC, HeCo H'€eC,
SHAH/ =K SHAH/ =K
2 k SHNH’ . k
Pour tout (H,H’) € (Co)” tel que synn: =k, = > wo puis —apnps = ——— et donc, en tenant compte de
AHAH’ AHAH/ Wo

k

Pn €10, 1[, pn MM’ < p;TO. Pour H € Cp, on note alors En,x ={H’ € Co/ IHNH'| =k} et on a

k k
2 Two 2 Two
T < Z Z 1 pnaopnwo — <Z gH,k) pnaopnwo_
HeC, HIGCO HeCy,
SHAH/ =K

Il reste a déterminer [y x| pour H € Cp fixé. Pour H' € &k, il s’agit de choisir d’abord ’ensemble S} des sommets de H” :

—k
k des sp de sommets sont dans H et so—k sont dans [1,n]\ (HNH’). I y a donc (73) X (Sn k) choix de S. Pour chacun
0—

—k
de ces choix de S}, il y a ¢o graphes H’ € Cp dont ensemble des sommets est S§. Donc, |En k| = (73) X (n k) Co.
So —
Finalement,

) n—k dd T
Iy < ao °.
= 5 () (e

HeCy

24 > Soient q et T deux entiers naturels tels que 1 < q <.
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Pour k € [0, — 1], 0 < ];

Epuis]—]—<>1—;>0etdonc
q T q

Soit alors k € [1,s0]. On a vu aux questions 17 et 18 que |Co| = (Sn>c0 puis E (X?l) = po |Cpl. Donc,
0

: ()
a Cpn pn
(E(X9))? ~ p2oe lCo\z H; —k

() ()
< C_o<50> <T1.—SQ) T—lwfko o k So—k _Tko

SCol\ k) \so —k o n Pn
So
< (% ] noso) ws (d’apres le début de la question)
< T u uestion
k ) nso 1 so—1 so so—k Pn P 1
S()! So
S n—s R
_SQ!<£)SZO <SQ—‘(().)TL Sopn ° (*)
Sofk
) n—so)  (Mm—so)(n—so—1)...(n—2s0+k) nso—k . ~so! 50\ s
Maintenant, (So —k) = (50— K] e m puis, en posant K = m K Sy
(K est constant quand n varie),
S n—s . —= a5 ok
so!<]j>sg° (SO_]i)n Sop, O e Kn Fpn “° =K Mn%p,) o .
k _x
Par hypothése, n“°p,, — 400 et donc, puisque ——— < 0, K (n“°py,) - o(1). Mais alors, 'inégalité (x)
n—-+oo Wo n—-+oo
z
montre que lim 7]{2 =0 puis

n=ie (E (X9)) (
0 E
vy E(0) 2)

25 > D’aprés la formule de KOENIG-HUYGENS, =
E(XQ)?  (E(X9)?

Ensuite, d’aprés les questions 21 et 24, E ( ) Z Yk = Zo+o ((E (X%))z) et donc

n—+
V(X?l) 2o
_—_vnJ_ - _ = 1 1
o)) nree Exoy? o

V(X8 b V(XS
ou encore ( n)z +1- 0 5 tend vers 0 quand n tend vers +oo. Les suites (un) = <(7n)2> et (vn) =
(E(X2)) (E(X2)) (E(X2))
>
(1 — m sont positives (pour la suite (vn) d’aprés la question 22) et leur somme tend vers 0. Donc, la suite
n

(/l(un,vn)|l;) tend vers O puis chacune des suites (un) et (vn) tend vers O quand n tend vers +oco. En particulier,

Vv (X©
i ) g
noree (E(XY))
26 > D’aprés les questions 25 et 12,sin"%° = o(pn),alors lim P (X?l = 0) =0puis lim P (X, >0)=1.D%autre

n—-+oo n—-+oo n—-+oo

part, d’apreés la question 20, si p, = o(n %®°) alors lim P(X;, >0)=0.
n—-+oo n—-+oo
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Donc, la suite (k=%°), o, est une fonction seuil pour la propriété Py : « contenir une copie de Go ».
=

27 > e On se place d’abord dans le cas particulier ou Gp est un graphe a deux sommets et une aréte. Le nombre de copies
de Gy contenu dans un graphe G est alors le nombre d’arétes de G ou encore A,, = X% (A,, ayant été définie a la question
13). Le seul graphe contenu dans Go possédant au moins une aréte est Go lui-méme. Donc iici we = 2. On retrouve donc

1
le fait que la suite —2) est une fonction de seuil de la propriété « A, > 0 ».
k>2

e On se place maintenant dans le cas particulier ot Gg est I’étoile & d branches de sommet 1 et d’arétes {1,2}, ..., {1,d+1}.
Dans ce cas, si H est un sous-graphe de Go ne contenant pas 1, ay = 0, et si H contient 1,

SH SH 1 1 d
aHy SH—] +SH—] +d—1 d—1
R . d . . . . 1
avec égalité obtenue si H = Go. Donc, wg = —— puis une fonction seuil est la suite | —;— .
d—1 kT /x>2
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