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Partie I - Quelques propriétés algébriques des matrices d’adjacence

1 ⊲ Soient M = (mi,j)16i,j6n
∈ Mn(R) et ρ ∈ Sn. On pose Pρ =

(

δi,ρ(j)
)

16i,j6n
. On sait que Pρ ∈ GLn(R) et que

(Pρ)
−1

= Pρ−1 =
(

δi,ρ−1(j)

)

16i,j6n
=
(

δρ(i),j
)

16i,j6n
.

Soit (i, j) ∈ J1, nK2. Le coefficient ligne i, colonne j, de (Pρ)
−1 ×M× Pρ est

∑

16k,l6n

δρ(i),kmk,ℓδℓ,ρ(j) = mρ(i),ρ(j).

Donc, (Pρ)
−1

MPρ =
(

mρ(i),ρ(j)

)

16i,j6n
puis les matrices M et

(

mρ(i),ρ(j)

)

16i,j6n
sont semblables.

Soient σ et σ ′ deux bijections de J1, nK sur S. ρ = (σ ′)−1 ◦ σ est une permutation de J1, nK telle que σ ′ ◦ ρ = σ. Ensuite,
pour (i, j) ∈ J1, nK2,

(MG,σ)i,j = 1 ⇔ {σ(i), σ(j)} ∈ A ⇔ {σ ′(ρ(i)), σ ′(ρ(j))} ∈ A ⇔ (MG,σ ′)ρ(i),ρ(j) = 1.

Donc, MG,σ =
(

(MG,σ ′)ρ(i),ρ(j)

)

16i,j6n
. D’après le début de la question MG,σ et MG,σ ′ sont semblables.

2 ⊲ Une matrice d’adjacence est symétrique réelle et est donc diagonalisable dans Mn(R) d’après le théorème spectral.

3 ⊲ Soit MG,σ une matrice d’adjacence. Si A = ∅, alors MG,σ est de rang 0. Sinon, il existe (i, j) ∈ J1, nK2 tel que i < j

et (MG,σ)i,j = (MG,σ)j,i = 1. On a

∣

∣

∣

∣

(MG,σ)i,i (MG,σ)i,j
(MG,σ)j,i (MG,σ)j,j

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

0 1
1 0

∣

∣

∣

∣

= −1 6= 0.

Ainsi, il existe dans MG,σ une matrice carrée extraite inversible de format 2 et donc rg (MG,σ) > 2. Une matrice d’adjacence
n’est jamais de rang 1.

4 ⊲ Soit MG,σ une matrice d’adjacence associé à un graphe du type de l’énoncé. Soit i ∈ J1, nK tel que l’étoile est de
centre σ(i). En notant (E1, . . . , En) la base canonique de Mn,1(R), chaque colonne Cj, j 6= i, est colinéaire à Ei et donc
rg (MG,σ) 6 2. Mais MG,σ n’est pas nulle et n’est pas de rang 1 d’après la question précédente. Donc, rg (MG,σ) = 2.

Considérons la matrice d’adjacence MG,σ =









0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1
1 0 1 0









. rg (MG,σ) = rg (C1, C2, C3, C4) = rg (C1, C2) = 2. Mais le

graphe correspondant n’est pas du type de l’énoncé :

s1 s2

s3s4

5 ⊲ Soient G = (S,A) un graphe non vide et G ′ = (S ′, A ′) une copie de G. ’Soit σ une bijection de S ′ sur S telle que

∀(s ′, t ′) ∈ S ′2, {s ′, t ′} ∈ A ′ ⇔ {σ(s ′), σ(t ′)} ∈ A.
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Soit ϕ une indexation de G. Alors, ϕ ′ = σ−1 ◦ϕ est une indexation de G ′ (car bijective de J1, nK sur S ′) puis
MG ′,ϕ ′ = MG,ϕ car pour tout (i, j) ∈ J1, nK,

(MG ′,ϕ ′)i,j = 1 ⇔ {ϕ ′(i), ϕ ′(j)} ∈ A ′ ⇔
{
σ−1(ϕ(i)), σ−1(ϕ(j))

}
∈ A ′ ⇔ {ϕ(i), ϕ(j)} ∈ A ⇔ (MG,ϕ)i,j = 1.

Donc, χG = χG ′ .

6 ⊲ Avec tout ce qui précède, on peut supposer sans perte de généralité que S = J1, nK et σ = IdJ1,nK. On note plus
simplement MG la matrice d’adjacence correspondante.

Les coefficients diagonaux de MG, sont nuls. Donc, an−1 = −tr (MG,σ) = 0.

Déterminons maintenant an−2.

On a χG =
∑

σ∈Sn

ε(σ) (XIn −MG)σ(1),1 . . . (XIn −MG)σ(n),n. Dans cette somme, le terme correspondant à σ = Id est

Xn. Ensuite, si σ a un nombre de points fixes inférieur ou égal à n− 3, le terme correspondant est un polynôme de degré
inférieur ou égal à n− 3. Ensuite, il n’existe pas de permutation de J1, nK ayant exactement n− 1 points fixes (si σ a n− 1

points fixes, alors σ = Id puis σ a en fait n points fixes). Le coefficient an−2 est donc issu exclusivement des termes où σ
a exactement n − 2 points fixes, c’est-à-dire des termes où σ est une transposition. Or, en notant P2(J1, nK) l’ensemble
des parties à deux éléments de J1, nK,

∑

(i,j)∈(P2(J1,nK))2

ε (τi,j) (XIn −MG)τi,j(1),1
. . . (XIn −MG)τi,j(n),n

= −Xn−2
∑

(i,j)∈(P2(J1,nK))2

(XIn −MG)j,i . . . (XIn −MG)i,j

= −Xn−2
∑

(i,j)∈(P2(J1,nK))2

(

(−MG)i,j

)2

= −Xn−2
∑

(i,j)∈A

1 = −|A|Xn−2.

Donc, an−2 = −|A|.

7 ⊲ Si n = 2, χG = X2 − |A| = X2 − d. Sinon, n > 3. Si G est du type de l’énoncé, MG est de rang 2 d’après la question 4
puis 0 est valeur propre de MG d’ordre n− 2 d’après le théorème du rang et car MG est diagonalisable. Donc, pour tout
k 6 n − 3, ak = 0. On obtient χG = Xn − |A|Xn−2 = Xn−2

(

X2 − d
)

, ce qui reste vrai quand n = 2. Donc,

χG = Xn−2
(

X2 − d
)

.

Si n = 2, Sp (MG) =
(√

d,−
√
d
)

et si n > 3, Sp (MG) = (
√
d,−

√
d, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−2

).

Ensuite, on peut suppose sans perte de généralité de l’étoile est de centre 1 et que les branches de l’étoile sont {1, 2}, . . . ,
{1, d + 1}. On a donc

MG =

























0 1 . . . 1 0 . . . 0

1 0 . . . . . . 0
...

...
...

1

0
...

...
...

0 0 . . . . . . 0

























.

E0 (MG) est le sous-espace d’équations

{
x1 = 0

x2 + . . .+ xd+1 = 0
. Il est constitué n-uplets de la forme

(0, x2, . . . , xd,−x2 − . . .− xd, xd+1, . . . , xn) (en identifiant vecteurs colonnes et n-uplets).
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Ensuite,

























0 1 . . . 1 0 . . . 0

1 0 . . . . . . 0
...

...
...

1
0
...

...
...

0 0 . . . . . . 0

















































√
d

1
...
1

0
...
0

























=

























d√
d
...√
d

0
...
0

























=
√
d





















√
d

1

. . .
1

0

. . .
0





















. Puisque E√
d (Mg) est une droite, E√

d (Mg) =

Vect(u) où u = (
√
d, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

d

, 0, . . . , 0). Un calcul conjugué fournit encore E−
√
d (Mg) = Vect(v) où v = (−

√
d, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

d

, 0, . . . , 0).

8 ⊲ On note n1 (resp. n2) le cardinal de S1 (resp. S2). On numérote les sommets de sorte que les sommets de S1
apparaissent en premier en finissant par s1 puis apparaît le sommet s2 et enfin les autres sommets de S2. Le polynôme
caractéristique de G est alors :

χG =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

α1 0 0 . . . 0

XIn1−1 −MG1\s1

...
...

...
αn1−1 0 0 . . . 0

α1 . . . αn1−1 X −1 0 . . . 0
0 . . . 0 −1 X β1 . . . βn2−1

0 . . . 0 0 β1

...
...

...
... XIn2−1 −MG2\s2

0 . . . 0 0 βn2−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

où les αi et les βj sont éléments de {−1, 0}.

On écrit ensuite, la n1-ème colonne comme somme des deux colonnes

























α1

...
αn1−1

X

0
...
0

























et

























0
...
0
−1

0
...
0

























. Par linéarité par rapport

à la n1-ème colonne χG est somme de deux déterminants. Le premier est un déterminant triangulaire par blocs égal à
χG1

×χG2
. On développe le deuxième suivant sa n1-ème colonne. On obtient en tenant compte de (−1)n1+1+n1×(−1) = 1 :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 . . . 0

XIn1−1 −MG1\s1

...
...

0 0 . . . 0
α1 . . . αn1−1 −1 0 . . . 0

0 . . . 0 β1

...
...

... XIn2−1 −MG2\s2

0 . . . 0 βn2−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(∗).

Ce dernier déterminant est encore triangulaire par blocs. Le déterminant du premier bloc est χG1\s1 . Le deuxième, une
fois développé suivant sa première ligne est −χG2\s2 et donc le déterminant (∗) est égal à −χG1\s1 × χG2\s2 . Finalement,

χG = χG1
× χG2

− χG1\s1 × χG2\s2 .

9 ⊲ D’après ce qui précède et la question 7,

χG = Xd1−1
(

X2 − d1

)

Xd2−1
(

X2 − d2

)

− Xd1Xd2 = Xd1+d2+2 − (d1 + d2)X
d1+d2 + d1d2X

d1+d2−2 − Xd1+d−2

= Xn − (d1 + d2 + 1)Xn−2 + d1d2X
n−4.

Puisque d1d2 6= 0, 0 est racine d’ordre n − 4 de χG puis MG est de rang 4.
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10 ⊲ Soit G = (S,A). On rappelle que le nombre de paires {i, j} d’éléments de J1, nK est N =
n(n − 1)

2
.

D’après une remarque de l’énoncé, G =





⋂

{i,j}∈A

(

X(i,j) = 1
)



 ∩





⋂

{i,j}/∈A

(

X(i,j) = 0
)



. Puisque les variables Xi,j, {i, j} ∈

P2(J1, nK) (où P2(J1, nK) est l’ensemble des parties à 2 éléments de J1, nK), sont indépendantes,

P(G) =
∏

{i,j}∈A

(

X(i,j) = 1
)

×
∏

{i,j}/∈A

(

X(i,j) = 0
)

= pa
n (1− pn)

N−a
.

Ensuite, pour a ∈ J0,NK donné, il y a

(

N

a

)

parties A de J1, nK telles que |A| = a et donc,

P (Ωn) =

N∑

a=0

(

N

a

)

pa
n (1− pn)

N−a
= (pn + 1− pn)

N
= 1.

Partie II - Une première fonction de seuil

Section A - Deux inégalités

11 ⊲ Puisque X est à valeurs dans N,

P(X > 0) =

+∞∑

k=1

P(X = k) 6

+∞∑

k=1

kP(X = k) = E(X).

12 ⊲ Supposons E(X) 6= 0 et donc E(X) > 0. Pour tout ω ∈ Ω, X(ω) = 0 entraine |X(ω)−E(X)| = |−E(X)| = E(X) et donc
|X(ω) − E(X)| > E(X). Ainsi, (X = 0) ⊂ (|X − E(X)| > E(X)).Puisque E(X) > 0, l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev

fournit

P(X = 0) 6 P(|X− E(X) > E(X)) 6
V(X)

(E(X)2
.

Section B - Une fonction de seuil

13 ⊲ Soit G = (J1, nK, A) ∈ Ωn. An(G) = |A| =
∑

(i,j)∈P2(J1,NK)

X(i,j). Puisque les variables X(i,j) sont N variables

indépendantes suivant une même loi de Bernoulli de paramètre pn, on sait que An suit la loi binomiale de paramètres
N et pn. Donc,

An (Ωn) = J0,NK puis ∀a ∈ J0,NK, P (An = a) =

(

N

a

)

pa
n (1− pn)

N−a
.

14 ⊲ Donc, E (An) = Npn =
n(n − 1)

2
pn. Si pn =

n→+∞

o

(

1

n2

)

, alors

E (An) ∼
n→+∞

n2pn

2
=

n→+∞

o(1).

Puisque pour tout n > 2, 0 6 P (An > 0) 6 E (An), le théorème des gendarmes montre que lim
n→+∞

P (An > 0) = 0.

15 ⊲ Pour n > 2,

V (An)

(E (An))
2
=

Npn (1− pn)

(Npn)
2

=
1

N

(

1

pn
− 1

)

=
2

n(n − 1)

(

1

pn
− 1

)

.

Si de plus, pn est prépondérant devant
1

n2
, alors

1

pn
=

n→+∞

o
(

n2
)

puis
V (An)

(E (An))
2

=
n→+∞

o(1). Puisque pour tout n > 2,

0 6 P (An = 0) 6
V (An)

(E (An))
2
, on en déduit que lim

n→+∞

P (An = 0) = 0 puis lim
n→+∞

P (An > 0) = 1− lim
n→+∞

P (An = 0) = 1.

16 ⊲ Pour la propriété Pn : An > 0, la suite

(

1

n2

)

n>2

est une fonction de seuil.
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Partie III - Fonction de seuil de la copie d’un graphe

17 ⊲ Soit G ∈ Ωn. La probabilité que H soit contenu dans G est la probabilité que chaque arête de H soit contenu dans
G. pn étant la probabilité qu’une arête donnée de H soit contenue dans G et par indépendance,

P (XH(G) = 1) = P(H ⊂ G) = P

(

⋂

a∈AH

(a ∈ AG)

)

=
∏

a∈AH

P(a ∈ AG) = paH
n .

XH suit la loi de Bernoulli de paramètre paH
n et donc E (XH) = paH

n .

18 ⊲ Il y a

(

n

s0

)

choix de s0 sommets parmi n et donc, |C0| =
(

n

s0

)

c0. Ensuite, les graphes dont l’ensemble des sommets

est S ′
0 et qui sont des copies de G0 s’obtiennent par permutations des s0 sommets. Donc, c0 6 s0! puis,

|C0| 6
(

n

s0

)

s0! = n(n − 1) . . . (n− s0 + 1) 6 ns0 .

19 ⊲ X0
n =

∑

H∈C0

XH puis

E
(

X0
n

)

=
∑

H∈C0

E (XH) =
∑

H∈C0

P (H ⊂ G) =
∑

H∈C0

paH
n (d’après la question 17)

= pa0
n

∑

H∈C0

1 = |C0|pa0
n

6 pa0
n ns0 .

20 ⊲ Soit H0 tel que ω0 =
sH0

aH0

. On note C ′
0 = {H | H est une copie de H0 et H = (SH, AH) avec SH ⊂ J1, nK} et X0

n

′
la

variable aléatoire définie par : ∀G ∈ Ωn, X0
n

′
(G) est égal au nombre de copies de H0 contenues dans G.

En appliquant la question 19 à H0, on obtient

0 6 E
(

X0
n

′)
6 nsH0p

aH0
n = nω0aH0p

aH0
n = (pnn

ω0)
aH0 .

On en déduit que E
(

X0
n

′
)

=
n→+∞

o(1) (car aH0
> 1) puis que lim

n→+∞

P
(

X0
n

′
> 0
)

= 0 d’après la question 11.

Ensuite, je suppose qu’il faut montrer que pour tout graphe G = (S,A), G contient un nombre de copies de G0 inférieur
ou égal au nombre de copies de H0 qu’il contient, ce que je ne parviens pas à faire. En admettant ce résultat, on a donc
0 6 X0

n 6 X0
n

′
puis par croissance de l’espérance,

0 6 E
(

X0
n

)

6 E
(

X0
n

′)
.

Mais alors, lim
n→+∞

E
(

X0
n

)

= 0 d’après le théorème des gendarmes. Avec la question 11, on en déduit encore que

lim
n→+∞

P
(

X0
n > 0

)

= 0.

21 ⊲

E
(

(

X0
n

)2
)

= E

((

∑

H∈C0

XH

)(

∑

H ′∈C0

XH ′

))

=
∑

(H,H ′)∈C2
0

E (XHXH ′)

Maintenant, pour G ∈ Ωn,
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(XHXH ′) (G) = 1 ⇔ XH(G) = XH ′(G) = 1 ⇔ H ⊂ G et H ′ ⊂ G

⇔ SH ⊂ SG et AH ⊂ AG et SH ′ ⊂ SG et AH ′ ⊂ AG

⇔ SH ∪ SH ′ ⊂ SG et AH ∪AH ′ ⊂ AG

⇔ H ∪H ′ ⊂ G,

(en supposant que H∪H ′ est le graphe dont l’ensemble des sommets est SH ∪SH ′ et l’ensemble des arêtes est AH ∪AH ′).
En appliquant la question 16 à H ∪H ′, on obtient pour tout G ∈ Ωn,

P(H ∪H ′ ⊂ G) = p
|AH∪AH ′ |
n = p

aH+a ′

H−aH∩H ′

n = p
2a0−aH∩H ′

n .

Ainsi, XH ×XH ′ suit la loi de Bernoulli de paramètre p
2a0−aH∩H ′

n . On en déduit que E (XH × XH ′) = p
2a0−aH∩H ′

n puis
que

E
(

(

X0
n

)2
)

=
∑

(H,H ′)∈C2
0

P(H ∪H ′ ⊂ G) =
∑

(H,H ′)∈C2
0

p
2a0−aH∩H ′

n .

22 ⊲ Si SH ∩ SH ′ = ∅, pour tout G ∈ Ωn, les événements {H ⊂ G} et {H ′ ⊂ G} sont indépendants (par indépendance des
variables X{i,j} définies avant la question 10). Donc,

P(H ∪H ′ ⊂ G) = P((H ⊂ G) ∩ (H ′ ⊂ G)) = P(H ⊂ G)× P(H ′ ⊂ G),

puis

Σ0 =
∑

(H,H ′)∈C2
0

sH∩H ′=0

P(H ⊂ G)× P(H ′ ⊂ G) 6
∑

(H,H ′)∈C2
0

P(H ⊂ G)× P(H ′ ⊂ G) =
(

E
(

X0
n

))2
.

23 ⊲ Soit k ∈ J1, s0K.

Σk =
∑

H∈C0









∑

H ′∈C0

sH∩H ′=k

P(H ∪H ′ ⊂ G)









=
∑

H∈C0









∑

H ′∈C0

sH∩H ′=k

p
2a0−aH∩H ′

n









.

Pour tout (H,H ′) ∈ (C0)2 tel que sH∩H ′ = k,
k

aH∩H ′

=
sH∩H ′

aH∩H ′

> ω0 puis −aH∩H ′ > −
k

ω0
et donc, en tenant compte de

pn ∈]0, 1[, p−aH∩H ′

n 6 p
− k

ω0
n . Pour H ∈ C0, on note alors EH,k = {H ′ ∈ C0/ |H ∩H ′| = k} et on a

Σk 6
∑

H∈C0









∑

H ′∈C0
sH∩H ′=k

1









p2a0
n p

− k
ω0

n =

(

∑

H∈C0

|EH,k|

)

p2a0
n p

− k
ω0

n .

Il reste à déterminer |EH,k| pour H ∈ C0 fixé. Pour H ′ ∈ EH,k, il s’agit de choisir d’abord l’ensemble S ′
0 des sommets de H ′ :

k des s0 de sommets sont dans H et s0−k sont dans J1, nK\(H∩H ′). Il y a donc

(

s0

k

)

×
(

n− k

s0 − k

)

choix de S ′
0. Pour chacun

de ces choix de S ′
0, il y a c0 graphes H ′ ∈ C0 dont l’ensemble des sommets est S ′

0. Donc, |EH,k| =

(

s0

k

)

×
(

n − k

s0 − k

)

c0.

Finalement,

Σk 6
∑

H∈C0

(

s0

k

)

×
(

n − k

s0 − k

)

c0p
2a0
n p

− k
ω0

n .

24 ⊲ Soient q et r deux entiers naturels tels que 1 6 q 6 r.

(

r

q

)

r−q =
1

q!

r(r − 1) . . . (r − (q− 1))

rq
=

1

q!

q−1∏

k=0

(

1−
k

r

)

.
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Pour k ∈ J0, q− 1K, 0 6
k

r
6

q− 1

q
puis 1−

k

r
> 1−

q− 1

q
> 0 et donc

(

r

q

)

r−q
>

1

q!

q−1∏

k=0

(

1−
q− 1

q

)

=
1

q!

(

1−
q− 1

q

)q

.

Soit alors k ∈ J1, s0K. On a vu aux questions 17 et 18 que |C0| =
(

n

s0

)

c0 puis E
(

X0
n

)

= pa0
n |C0|. Donc,

Σk

(E (X0
n))

2
6

1

p2a0
n |C0|2

∑

H∈C0

(

s0

k

)(

n− s0

s0 − k

)

c0p
2a0
n p

− k
ω0

n

6
c0

|C0|

(

s0

k

)(

n − s0

s0 − k

)

p
− k

ω0
n =

(

s0

k

)(

n − s0

s0 − k

)

(

n

s0

) p
− k

ω0
n

6

(

s0

k

)

1

ns0

s0!

(

1−
s0 − 1

s0

)s0

(

n − s0

s0 − k

)

p
− k

n0
n (d’après le début de la question)

= s0!

(

s0

k

)

ss00

(

n − s0

s0 − k

)

n−s0p
− k

n0
n (∗).

Maintenant,

(

n − s0

s0 − k

)

=

s0−k
︷ ︸︸ ︷
(n − s0) (n − s0 − 1) . . . (n− 2s0 + k)

(s0 − k) !
∼

n→+∞

ns0−k

(s0 − k) !
puis, en posant K =

s0!

(s0 − k) !

(

s0

k

)

ss00

(K est constant quand n varie),

s0!

(

s0

k

)

ss00

(

n − s0

s0 − k

)

n−s0p
− k

n0
n ∼

n→+∞

Kn−kp
− k

ω0
n = K (nω0pn)

− k
ω0 .

Par hypothèse, nω0pn →
n→+∞

+∞ et donc, puisque −
k

ω0
< 0, K (nω0pn)

− k
ω0 =

n→+∞

o(1). Mais alors, l’inégalité (∗)

montre que lim
n→+∞

Σk

(E (X0
n))

2
= 0 puis

Σk =
n→+∞

o
(

E
(

X0
n

)2
)

.

25 ⊲ D’après la formule de Koenig-Huygens,
V
(

X0
n

)

(E (X0
n))

2
=

E
(

(

X0
n

)2
)

(E (X0
n))

2
− 1.

Ensuite, d’après les questions 21 et 24, E
(

(

X0
n

)2
)

=

s0∑

k=0

Σk =
n→+∞

Σ0 + o
(

(

E
(

X0
n

))2
)

et donc

V
(

X0
n

)

(E (X0
n))

2
=

n→+∞

Σ0

(E (X0
n))

2
− 1+ o(1),

ou encore
V
(

X0
n

)

(E (X0
n))

2
+ 1 −

Σ0

(E (X0
n))

2
tend vers 0 quand n tend vers +∞. Les suites (un) =

(

V
(

X0
n

)

(E (X0
n))

2

)

et (vn) =

(

1−
Σ0

(E (X0
n))

2

)

sont positives (pour la suite (vn) d’après la question 22) et leur somme tend vers 0. Donc, la suite

(‖(un, vn)‖1) tend vers 0 puis chacune des suites (un) et (vn) tend vers 0 quand n tend vers +∞. En particulier,

lim
n→+∞

V
(

X0
n

)

(

E
(

X0
N

))2
= 0.

26 ⊲ D’après les questions 25 et 12, si n−ω0 =
n→+∞

o (pn), alors lim
n→+∞

P
(

X0
n = 0

)

= 0 puis lim
n→+∞

P (Xn > 0) = 1. D’autre

part, d’après la question 20, si pn =
n→+∞

o (n−ω0), alors lim
n→+∞

P (Xn > 0) = 0.
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Donc, la suite (k−ω0)k>2 est une fonction seuil pour la propriété Pn : « contenir une copie de G0 ».

27 ⊲ • On se place d’abord dans le cas particulier où G0 est un graphe à deux sommets et une arête. Le nombre de copies
de G0 contenu dans un graphe G est alors le nombre d’arêtes de G ou encore An = X0

n (An ayant été définie à la question
13). Le seul graphe contenu dans G0 possédant au moins une arête est G0 lui-même. Donc iici ω0 = 2. On retrouve donc

le fait que la suite

(

1

k2

)

k>2

est une fonction de seuil de la propriété « An > 0 ».

• On se place maintenant dans le cas particulier où G0 est l’étoile à d branches de sommet 1 et d’arêtes {1, 2}, . . . , {1, d+1}.
Dans ce cas, si H est un sous-graphe de G0 ne contenant pas 1, aH = 0, et si H contient 1,

sH

aH
=

sH

sH − 1
= 1+

1

sH − 1
> 1+

1

d− 1
=

d

d− 1

avec égalité obtenue si H = G0. Donc, ω0 =
d

d − 1
puis une fonction seuil est la suite

(

1

k
d

d−1

)

k>2

.
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