SESSION 2024

Concours commun Mines-Ponts

PREMIERE EPREUVE. FILIERE MP

Partie I : Calcul d’une intégrale
1 > Soit x €]0, 1[. Soit (t,0) €]0, +oo[x] — 7, 7t[. Alors,

T+te® =0& T+tcos(0) =tsin(0) =0 0=0et1+t=0.
Mais pour t > 0, 1+t # 0. Donc, pour tout (t,0) €]0,4+oco[x] — 7, 7t[, T + te'® #£ 0.

La fonction f est bien définie sur ]0,+oo[. De plus, la fonction f est continue sur ]0, +oo[ en tant que quotient de fonctions
continues sur ]0, +oo[ dont le dénominateur ne s’annule pas sur 0, +ool.

Ensuite, [f(t)] o t*~ 1 avec x — 1 > —1. Donc la fonction f est intégrable sur un voisinage de 0 & droite.
50, t>

el 1

Ensuite, |f(t)‘ t—;-oo W = -tZ——X

avec 2 —x > 1. Donc la fonction f est intégrable sur un voisinage de +o0.

Finalement, la fonction f est intégrable sur ]0, +ool.

2 > Soit x €]0, 1[. Soit B €]0,7t[. Soit (t,0) € [0, +oo[x[—p, B]. Alors, cos(0) > cos(pB) puis 2t cos(0) > 2t cos(p) et donc

|1 +te19| (1+ tcos(0))? + (tsin(0))* = t? + 2tcos(0) + 1 > t* + 2tcos(B) + 1 = |1 +tem‘2
+oo
Ensuite, posons @ [—f, B]x]0,+oc0[ — C de sorte que pour tout 0 € [—f3, B], r(0) = J O(0,t) dt.
tXf] 0
(6,1) T T3 te®

e Pour chaque 0 € [, B], la fonction t — ®(0,t) est continue par morceaux et intégrable sur ]0, +oo[ d’apreés la question
précédente.

e La fonction @ admet sur [—f3, B]x]0, +oo[ une dérivée partielle par rapport & sa premiére variable 6 définie par

10 : t*
v(6,t) € [-B, BIx]0, +ool, == (0,t) = —ie'® x —————.

) ) ) J0 (] +tele)2
De plus,

G0)
- pour tout 6 € [—f, B], la fonction t — %

(6,t) est continue par morceaux sur ]0, +ool,

- pour tout t €]0, +o0[, la fonction 6 — — (9 t) est continue sur [—f3, B],

00

) t* t*

=5 (0 t)’Z — < — = o(t).

00 1+ tet®] |1+ teib|?

La fonction ¢ est continue par morceaux sur 0, +oo[ d’aprés la question précédente, prolongeable par continuité en 0

tX

(car x > 0) et donc intégrable sur un voisinage de 0. De plus, |@(t)] ~ — = —=— avec2—x > 1. La fonction ¢
to+oo t2 t27x

est donc intégrable sur un voisinage de +o0o et finalement sur ]0, +ool.

- pour tout (0,t) € [, B]x]0, +ool,

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétre, la fonction t est de classe C! sur [—f,B] et sa dérivée
s’obtient par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai pour tout B €]0,7t[, on a montré que la fonction r est de
classe C! sur ] — 7, 7t[ et de plus,
. +oo tx
VO 6] — 7'[,7'[[, Tl(e) = —:Lele J P E—— dt.
o (1+1tei?9)
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3 > Soit x €]0,1[. La fonction g est de classe C! sur ] — 7, 7t[ en tant que produit de fonctions de classe C' sur | — m, 7.
Pour tout 6 €] — 7, 7,

+oo x—1 +oo x +o00 x—1 i0 104 x
i i i t ; xt 1+tet?) —et
9/(6) — ixelxe J — dt + eLxQ % (_iele) J — dt = ielx@ J ( : )2 dt

o l+te o (1+1tei?) 0 (1 + tei®)

. +oo d tx . +o00
= ie”‘eJ — <79> dt = ie”‘QJ h'(t) dt.
o dt \ 1+ tet o
X tX

Or, h(0) = TI0xed = 0 D’autre part, [h(t)] e T t*~ 1 avec x — 1 < 0. On en déduit que pour tout réel

e —+o0
0 €] —m, 7,

g'(0) =ie™® ( lim h(t) — h(0)> =0.

t—+o00

La fonction g est donc constante sur | — 7t, 7t[ puis, pour tout réel 0 €] — 7, 7,

+oo tx 1
al0) =90 = |

4 1> Soit x €]0, 1[. Soit 8 €]0, 7t[. Puisque la fonction g est constante sur | — 7, 7t[, g(—6) = g(0) puis

g(0) sin(x0) = g(6) x = ( x0 eﬂxe) _ le (9(—8)e™® — g(B)e—?)

] tX—] +oo tX—]
o elxe —1x9 __ dt— e—ixe eix@ J __dt
T2 o 1+ te 10 o 1+teid

1 J~+oo -I +te19) (1 +te—ie)) tx—] dt — 1 J~+oo t (eie _ e—i@) tx—] dt
T2, (1 +tei®) (1 +te—19) 21, t2+2tcos(0)+1
tX
=sin(0 dt
= sin )L —2tcos(x) + 1
. ) . t+ cos(0) 1 )
5 > Soit x €]0, 1[. Soit 8 €]0, 7t[. Alors, sin(6) > 0. Donc, la fonction t — T est de classe C' sur ]0, +oo[, strictement
sin
. o t + cos(0) .
monotone sur cet intervalle, bijective de ]0, +oo[ sur ] cotan(0), +ool. En posant u = OB et donc t = usin(0)—cos(0)
sin

et dt = sin(0)du, on obtient

+oo tx
g(0)sin(x0) = sin(0) L 27 2tcos(0) 71 dt
. oo (usin(0) — cos(0))* )
=sin(0) Lotan(e) (usin(0) — cos(0))2 + 2(usin(0) — cos(0)) cos(0) + 1 sin(6)du
_J+°° sin’ (0 )(usm(e) —COS(GJ) du — J+°° (usin(0) — cos(0))* du
- cotan(0) u? sin ( ) + sin ( ) cotan(0) u? +1

6 > Soit x €]0, 1. Soit (), ¢, une suite de réels de ]0, 7t[ convergeant vers 7. Pour n € N et u € R, posons

(usin(0y,) — cos(04))*
D) = T siu > cotan (0n) )
0siu < cotan (0,)

+oo
de sorte que pour tout n € N, g (0, ) sin (x0,) = J P (u) du

e Chaque fonction 1y, est continue par morceaux sur ] — 0o, +o0l.

e Soit u €] — 0o, +oo[. Puisque lim cotan(0,,) = —oo, il existe ng tel que, pour tout n > nop, cotan (0,,) < u puis
n—-+oo
(usin(Bn) — cos(6n))* . ) o (usin(0n) —cos(0))% (0 — (—1))* 1
Pn(u) = 21 . Mais alors, ngxfoolj)n(u) = ngr—ro—loo 2T v e by s
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La suite de fonctions (P ), ¢, converge simplement sur ] — oo, +oo[ vers la fonction p : u 5. De plus, la fonction

1
1+u
Y est continue par morceaux sur ] — oo, +ool.

e Soit n € N. Pour u € [cotan (0, ), +ool, usin (0,,) —cos (0) = Jusin (0) — cos ()] < [ul|sin (01 )]+ ]cos (04)] < [u|+1

] X
puis [P (w)] < % Cette inégalité reste vraie quand u < cotan (6,,) et donc
. (] +1)*
vn € N, Yu €] — oo, +ool, [hn(u)] < @(u) ou Vu €] — oo, +o0l, @(u) = 2

La fonction @ est continue par morceaux sur ] — 0o, +00[, positive et intégrable sur ] — co, 400l car équivalente en +oo a

M? avec 2 —x > 1.

D’aprés le théoréme de convergence dominée,

e (chaque fonction 1, est intégrable sur ] — oo, 400[)
e (la fonction 1\ est intégrable sur | — oo, +00l),

“+o00
e la suite (J Pn(u) du) converge,
—0o0o nen

e lim Jt: Pn(u) du= J+oolj)(u) du.

n—-+oo PN

+o0o ]

Plus explicitement, lim ¢ (0y)sin(x0,) = J du.
n—-+oo

w 1+u?

+o0o ]
Ainsi, pour toute suite (6,,) de réels de 10, 7t[ convergeant vers 7, lim g (0 )sin (x0n) = J ——— du. On sait

nenN NS too o 1+u
alors que
lim g(0)sinx0) = [ du = [Arctan(w)] "% =
eig[l*g S (X! = _OOH——lLZ u = I'C&nu_oo—'n.
+o0 tx71 oo 4x—1
7 > D’autre part, pour tout réel 6 €]0, 7t[, g(0) sin(x0) = sin(xG)J dtet donc lim g(0)sin(x0) = sin(nx)J dt.
0 ] + 0—m— 0 ] +t

+00 txfl
On en déduit que pour tout x €]0, 11, sin(ﬂx)J Tt dt = 7t puis, en tenant compte de sin(7x) # 0,
0
+0o 1x—1
t
VXE]O,][,J dt=—~
o T+t sin(7rx)

Partie II : Une expression (utile) de la fonction sinus

oo x—1 1 =1 oo x—1 1
81>Soitx€]0,1[.J ]—Hdt:Lmdt—&—L ]+tdtpuis, enposantuz?

0
+00 yx—1 0 . 1—x 1 —x 1T 41—
J : dt:J = ](—d—?)zj = du:J L g,
1 1+t ]]+_ w O]+u’ O]+t

Finalement,

9 > Soit x €]0, 1[. Pour N € N fixé,
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T x—1 +o0 » N N+]tN+1
J 1+tdt:J t nZ:O(—I) th 4 (=1) T dt

0 0
N 1 1 tX+N
= Z (—1)“J T dt 4 (—1)NHT J ——— dt (toutes les intégrales convergent)
N 1 N
_] n tX+
=y ST J ——dt (%)
= x+n o 1+t
De plus, pour N € N,
1 tX+N 1 .tX+N 1 ]
(—UN“J — dt :J dth N dt= —— .
o T+t o 14+t 0 x+N+1
] 1 tX+N
Puisque lim ———— = 0, le théoréme des gendarmes montre que lim (—1)N*! J —— dt = 0. Quand N tend
N—+oo X+ N+ 1 NS +oo o T+t
1
vers 400 dans I’égalité (), on obtient la convergence de la série de terme général ( +)n et de plus,
1T (x—1 400 n
t —
[ )
o T+t X+n

puis, d’aprés la question Q8,

oo px—1 1 x—1 1 x +oo (=)™ +oo (=)™
t = t t = .
|, rreas ] e e £y

11 > Soit x €]0, 1[. D’apreés la question Q7,

7T oo px—1 too (_])n +oo (=)™
= dt = .
sin () L D M e M e
n=0 n=0
1 +oo (—])n +oo (_.I)n_] 1 +oo 1 1
= — = — —] n —
X+ZTL+X+Z n—x X+Z( ) (n+x n—x)
n=1 n=1 n=1
1 E 2(—=1)"x
X n2 —x2’
n=1
12 > Soit y €]0, 7t[. Alors, x = :‘JT[ €]0, 1[ puis d’apreés la question précédente,
nooon 1 +Z°° 2(-1)"y
sinly) y = oy
puis
Ef 2-)hy 1
—nint—y? o osin(y) oy
et finalement,
+oo

2(=1)"ysin(y) _, _sinfy)

— -y’ y

3
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Partie III : Calcul d’une intégrale de Dirichlet généralisée

1 — (cos(t))?PH!

13 > Soit p € N. La fonction f : t+— est continue sur ]0, +ool.

2
2p+1 2
t2 2 (Zp+1)t 2
S 1—(1—7+o(t)) 1—(1_ ot —I—o(t)) T L ction £t
= = = (6] . -
nsuite, o 2 o 2 o 2 a fonction f est pro
longeable par continuité en 0 et donc intégrable sur un voisinage de 0.

1
Enfin, f(t) e 0] <—> La fonction f est donc intégrable sur un voisinage de 4+oo puis sur ]0,+oo[. On en déduit

—+ t2
T 1 — (cos(t))2PH!
Pexistence de l'intégrale J %

dt.
0 t2

1
Soit (g,A) € R? tel que 0 < £ < A. Les deux fonctions t — 1 — (cos(t))?P+! et t — 1 sont de classe C! sur le segment

[¢, A]. On peut donc effectuer une intégration par parties qui fournit

A1 — (cos(t))2Pt! dt = 1 — (cos(t))?PH! A A —(2p + 1)(—sin(t))(cos(t))2P d
— e U= - n t
€ £ €
1— 2p+1 1— A 2p+1 A in(t
_ (cos(e)) . (cos(A)) +(2p+ 1)J (COS(t))Zp sin(t) dt.
€ A e t
1— 2p+1 2 1 1— A 2p+1 2 1— A 2p+1
(cosg(s)) o ( p—Z’_ Je +o(e) s 0. D’autre part, (cosﬁk ) < x et donc (cosﬁk ) Ajw 0.
+oo in(t
Quand ¢ tend vers 0 et A tend vers 400, on obtient la convergence de 'intégrale J (cos(t))2p¥ dt et de plus
0
“+o00 1— t 2p+1 +o0 in(t
J —(COS(Z D g p+ 1)J (cos(t))2 ). g
0 t 0 t
14 > Soit p € N. Soit n € N*.
ztnm sin(t) [ sin(t) Zhmm sin(t)
J (cos(t))?P =—— dt = (cos(t))?P dt +J (cos(t))?P —— dt
T+n-1)7 t JE4(n—1)m t nm t
0 . _ z .
— [ (costnm — w2 SROVTZW gy +J (cos(nm 4 w))2° SO W g,
Jz nmw—u 0 nm+u
—|° —(=1)"(cos(u))?? sin(u) dU.—#—Jz (—1)™(cos(u))?P sin(u) du
Jo nmw—u 0 nmw+u
h%( 1™ (cos(1))?P sin(w) ] ] du
= - in -
Jo nT+u mmT—u
3 2(—1)"tsin(t)
= )PP gt
R ——

15 > Soit p € N.

o0 4 too Zinm .
[Tteostiprr B a= 3 | (cos(t)) 220 gy
n—1J5+n-1)m t

dt.
o 2 — 22

2(—1)"t sin(t)
12 — n2m2
2tsin(t) T
‘fn(t” - TI27'[2 o tz X n27'[2 - nTz

Pourn e N*et t € [O, ;}, posons fr (t) = (cos(t))?P .PourneN"ette [0, ;}, on a
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m
puis |[fn|] — - On en déduit que la série de terme général ||fy||,, converge.

<
2
* T nin? - T

Ainsi, pour tout n € N*, la fonction f,; est continue sur le segment [0, } et la série de fonctions de terme général f,

converge normalement et en particulier uniformément sur le segment [O, } . Mais alors, d’aprés le théoréme d’intégration

terme a terme sur un segment,

J+Oo(cos(t))2p+] w dt = Ji cos(t <Zjo _“Tt;:z )> dt.

16 > Soit p € N.

“+o0 . = +o00 .
J (cos(£))2P S8 gy — [ (gos ()2 SR dt—s—J (cos())2P S8 g
0 t Jo t z t
ud jus +oo n
= Oz (cos(t))?P sin(t dt+ JOZ cos(t <Z 2= :12?2 )> dt (d’aprés la question Q15)
v n=1
~ | (cos(t))?P smt( ) dt + JZ (cos(t))?P (1 — s1n(t)) dt (d’apreés la question Q12)
JO 0
= | " (cos(t))?P at
JO

-1 2p
1 <2P) g <2P> 2 k)t ( > 2 k
= + e-t'p + Z Hp—k)
2
277 ( p k=0 k k=p+1
-1 p—1
(2 L5 (2P i P 2ip-(2p-0t
“a () E (e 5 (7 )
1 p—1
1 2p E 2p 2i(p—k)t 2p —2i(p—k)t
_ZTP<(p>+]§(k e —&-];) K e
-1
1 2p E 2p 2i(p—k)t —2i(p—Kk)t
_2_P<(p>+];)(k (e +e )
-1
1 (2, (2
_Z_P<<p>+2 k)cos((p—k)t))
k=0

18 & Soit p € N.

ud ud —1 s
2 1 2p 2 R 2p 2
(cos(t))?P dt = —— < ) J dt+2 < ) J cos((p —k)t) dt
Jo 222 \\r / Jo 1;) k/Jo P
1 ( (Z‘p) TR (Z‘p> [sm((‘p - k)t)} ?>
- (D)5 2%
2 _
2%p p)2 = k p—k o
o by (2p)!
27220 \p) 27 2%(pl)?
Mais alors, d’aprés les questions Q13 et Q16,
T 1 — (cos(t))2Pt! T (2p+1)!
Vp € N, Jo — = dt 5 % 270 (p1)2
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Partie IV : Calcul de E (|S,,])

19> Soit n e N*. E(X7) = (—1) x P(Xy ==1)4+ 1 x P(X; =1) =0 puis, par linéarité de ’espérance

D’aprés la formule de KOENIG-HUYGENS, V (X7)
et en particulier deux & deux indépendantes,

E(S :Z (Xx) =nE (X;) =0.
(%

) =1—0=1 puis, les variables Xy étant indépendantes

=) V(X)) =nV(X;) =
k=1

20 > Les variables S et T sont indépendantes et il en est de méme des variables cos(S) et cos(T) et des variables sin(S) et
sin(T). Donc,
E(cos(S+T)) = E(cos(S) cos(T) — sin(S) sin(T)) = E(cos(S))E(cos(T) — E(sin(S))E(sin(T)).
Ensuite, puisque les variables T et —T suivent la méme loi, il en est de méme des variables sin(T) et sin(—T). On en déduit
que
E(sin(T)) = E(sin(—T)) = —E(sin(T))
et donc E(sin(T)) = 0. On a montré que E(cos(S + T)) = E(cos(S))E(cos(T)).
21 > Soit t € R. Montrons par récurrence que pour tout 1 € N*, E (cos (tSn)) = (cos(t))™.
e D’aprés la formule de transfert,

lcos(—t) + !

E (cos (tS1)) = E (cos (tX;)) = 3 2

cos(t) = cos(t).
L’égalité est vraie quand n =1

e Soit m > 1. Supposons que E (cos (tSy,)) = (cos(t))™. Alors E (cos (tSn11)) = E(cos (tSn, + tXn11)). D’aprés le lemme
des coalitions, les variables tS;, et tX;;41 sont indépendantes. Mais alors, d’aprés la question précédente,

E (cos (tSns1)) = E (cos (tSn)) x E (cos (tXni1)) = (cos(t))™ x cos(t) = (cos(t))™.
On a montré par récurrence que pour tout n € N*, E (cos (tS,)) = (cos(t))™.

22 > Soient a et b deux réels tels que a # 0 et [b] < |al.
Sia>0,a+b>a—|b|>0etdoncla+b/=a+b=]al+b.

Sia<0,alors —a>0et|—b<|—al. Donc, l[a+bl|=|—a—b|=|—al+ (—=b) =]a|] —
Dans les deux cas, |a + b| = |a| + sgn(a)b.

Soit n € N*. Puisque 2n — 1 est impair, pour tout w € Q, on a |Son_1(w)| = 1 =X, (w)| > 0. D’aprés ce qui précede,

ISon| =1S2n—1 4+ Xonl = 1Son—1l +sgn (Son—1) Xon.

Ensuite, d’aprés le lemme des coalitions, les variables sgn (Szn—1) et X2, sont indépendantes. Donc,

E(IS2nl) = E(IS2n—11) + E(sgn (San—1) X2n) = E(IS2n—11) + E(sgn (S2n—1)) E(X2n) = E(IS2n—11).

T 1 —cos(t)

T
23 > D’aprés la question Q18, J' dt = =. Soit s € R.

0 2 2

ooy — t oo — d
Sis>O,J Ciozs(s)dtzj Lsz(u)_u:fs:fm_

0 t 0 l_t) s 2

%01 — cos(st +20 1 — cos((—s)t
Sis<0,J Ci(;s(s)dtzj Mdtzf\_s\zfm

0 t 0 t 2 2

“+o00 1— t
Sis=0, J 0728(5) dt=0= E|s|. Finalement,

0 t 2

+2° 1 — cos(st) U
Vs € [R, JO T dt = E|S|
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24 > Soit n € N*. D’aprés la formule de transfert,

E(Sn)= ) IsIP(Sn=5)

sESL(Q)
2 (T 11— t
oy ([T e, o
o t
seESH(Q)
Z P(Sn=5)— Z cos(st)P (Sn =s)
2 [T sesn(Q) SESH(Q)
_ =z dt
T Jo t2
2 (t©1—E t
= ~ M dt (d’apres la formule de transfert)
vJO
== w dt (d’apres la question Q21).
Jo

25 > Soit n € N*. D’aprés les questions Q24, Q22 et Q18,

E(IS2nl) = E(IS2n-1l) = zzng?(;l););)z
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