SESSION 2018

Concours commun Mines-Ponts

DEUXIEME EPREUVE. FILIERE MP

A. Quelques exemples

cosB® sinB

1) Pour tout réel 0, posons Sg = ( Gn0 —cosO

) . Pour tout réel 8, Sg est la matrice dans une base orthonormée de R?

0
muni de sa structure euclidienne canonique, de la symétrie orthogonale par rapport a la droite d’angle polaire 5 Donc,
pour tout réel 0, Sé = I,. La matrice A = I, admet donc une infinité de racines carrées deux a deux distinctes.

Soit X une racine carrée de A dans .#>(C) qui est un polynéme en A. Puisque A est une matrice scalaire, il en est de
méme de X. Donc, il existe A € C tel que X = Al,. L’égalité X* = I, fournit A2 = 1 puis X = £I,. Réciproquement, les
matrices I, et —I; sont de racines carrées de A = I, qui sont des polynémes en A.

2) A = E; 3 puis A? = 03. Donc, A est nilpotente d’indice 2. Une matrice X qui est un polynéme en A est donc une
matrice de la forme X = I3 + BEq 3, (o, B) € C2. Pour une telle matrice,

X% = o153 + 2aBEq 3

et donc, la famille (I3, Eq 3) étant libre,

X2 =A& a3 +20pE13=E138 o’ =0et 2af =1

ce qui est impossible. Donc, aucune éventuelle racine carrée de A = Eq 3 n’est un polynéme en A.

2
1 1
Maintenant, pour & € C*, (othz + —E2,3) = ocZE% >+ Ei2E23+E23E1 2+ —2E§ 3 = E1,3. Donc, les matrices
104 ’ oz o

0 « O
1
OCE]‘2+1E2,3 = 0 0 — , x € C*,
0.8 [0 8
0 0 O

sont des racines carrées deux & deux distinctes de A = E; 3. Ainsi, A = E; 3 admet une infinité de racines carrées deux a
deux distinctes.

3) e Soit A € S, (R). D’apreés le théoréme spectral, il existe P € On(R) et D = diag (7‘1)1<ign € Z:(R) telles que
A = PD'P.

Supposons de plus que A soit définie positive. Done, pour tout i € [1,n], Ay > 0. Soit alors A = diag (\/7\_1)]@@1 puis
R = PA!P. R est orthogonalement semblable & une matrice diagonale et donc R est symétrique. De plus, les valeurs propres

de R, & savoir les v/Ai, 1 < 1 < n, sont des réels strictement positifs. Finalement, R est une matrice symétrique définie
positive vérifiant

2
R? = (PA'P)” = PA?'P =PD'P = A.
R est une racine carrée de A qui est une matrice symétrique définie positive. Ceci montre I'existence d’une telle matrice.

e Par construction, la matrice R vérifie : si Sp(A) = (A1,...,An), alors Sp(R) = (V/A1,...,v/An) et d’autre part, si on
munit .#n,1(R) du produit scalaire canonique, les colonnes de P constituent une base orthonormée de vecteurs propres
associée a la famille (A1,...,An) de valeurs propres de A et aussi une base orthonormée de vecteurs propres associée a la
famille (v/A7,...,v/An) de valeurs propres de R.

Soit S une racine carrée de A qui est une matrice symétrique définie positive. Soit A une valeur propre de A. A est un réel
strictement positif. Les polynomes X — v/A et X 4+ v/A sont premiers entre eux (car A # 0) et donc, d’apreés le théoréme de
décomposition des noyaux,

Ker (A —A) = Ker (Sz — 7\In) = Ker (S — \/XIH) @ Ker (S + \/Xln) = Ker (S — \/Xln) ,
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car —V/A < 0 et donc —v/A n’est pas valeur propre de S. Par suite, puisque

€L
Mai(R) = (P Ker(A-AL),
AESP(A)

une base orthonormée de .#y 1(R) constituée de vecteurs propres de A et associée a la famille (A1,...,An) de valeurs
propres de A est encore une base orthonormée de .#x1(R) de vecteurs propres de S associée & la famille de valeurs propres
(VA1,...,vAn). Dit autrement, si P et A sont les matrices telles que R = PA'R, la matrice "PSP est la matrice A et donc
S = R. Ceci montre I'unicité de R.

B. Existence et calcul d’une racine carrée

4) Soit (i,j) € [1,n]?.

n
e Sii>j, le coeflicient ligne i, colonne j, de U2 est Z Ui kUk,j = 0 car dans cette somme sii >k, uyx =0etsik >1>j,
k=1
Uk,j = 0.
n
ca . . . . . 2 2
e Sii=j, le coefficient ligne 1, colonne j, de U~ est Z Wi kUk,i = Uj ;.
k=1
n j
e S5i i< j, le coefficient ligne i, colonne j, de U? est Z Uik Uk,i = Z Ui kUk,j car si k <i, upx =0et si k> j, ue; =0.
k=1 k=1
Vie [[],Tl]], uiz,i =tii
Donc U2 =T & .. .. ! ou encore
V(l,]) € [[1anﬂ2 1<) = Zui,kuk,j = ti,j
k=i
Vie [[],Tl]], ‘LLiZ’i :ti,i (])
j—1
w=Ts ’

V(i,j) € [1,n]? (i <j= (Wi tu)uy =t — Z Ui KUk, j

) 2) (Le cas o j =1+ 1 est conven-
k=i+1

j—1
tionnel : la somme Z Ui kUk,j est vide et sa valeur est 0).
k=i+1
Tout nombre complexe non nul z admet deux racines carrées distinctes non nulles et opposées 'une a I’autre. Sur ces deux
racines carrées, ou bien I'une des deux a une partie réelle strictement positive, ou bien I'une des deux a une partie réelle
nulle et une partie imaginaire strictement positive (dans le cas ol z est un réel strictement négatif et uniquement dans ce
cas). Puisque T est inversible, tous les ti i, 1 <1 < m, sont non nuls et on peut donc, pour chaque équation uii = ti,
choisir pour solution un nombre u;; du type précédent, ce que 'on fait. Par construction, pour tout (i,j) € [,n]?,
Uii +u4,; # 0, car ce nombre a soit une partie réelle strictement positive, soit une partie imaginaire strictement positive.

Soit i € [1,n]. Quand j = i+ 1, I'équation (2) s’écrit (Wi + Uit1,i+1) Wi,iv1 = tiip1 et se résout en Uqjy1 =
ti,i1
Wi i+ Wit1,it]
Soient i € [1,n] puis p € [i + 1,n — 1] (si cela est possible). Supposons avoir résolu les équations (ui; +uj;)ui; =
i—1
ti; — Z Ui kUk,j pour i+ 1 <j < p et donc avoir obtenu les u;j pour 1 <i<neti+1<j<p.

k=i+1
P
Quand j =p+1, les équations (2) s’écrivent (Ui i + Upy1,pr1) Uipr1 =tipp1— Z Ui,k Uk,j et se résolvent en Ui pi1 =
k=i+1
1

P
(ti,er] — Z ui,kuk,j>, les Wi Uk j, 1<i<k<j< p étant déja connus.

Uii+ Upt1,pt1 Syl

On a résolu par récurrence le systéme de I’énoncé et donc toute matrice triangulaire inversible admet au moins une racine
carrée.

5) A est triangulable dans .#, (C) et donc il existe P € GL,(C) et T € 5, 5(C) telles que A = PTP~'. De plus, A est
inversible et donc T est inversible. On pose R = PUP~! ot U est la matrice de la question précédente. On a

RZ = (PUP~')? = PUZP~ = PTP ! = A.

Donc, A admet au moins une racine carrée. Si de plus, aucune valeur propre de A n’est un réel strictement négatif, il en
est de méme de T et donc les t;i ; ne sont pas des réels strictement négatifs. Mais alors les u; i, 1 < i < n, qui sont les
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valeurs propres de U et donc de R, ont tous une partie réelle strictement positive. Donc, A admet une racine carrée dont
les valeurs propres ont des parties réelles strictement positives.

C. Algorithme de Newton
6) Soit (A, B) € .4, (C)2.

n 2
[AB| = Z Z ai, kb,
1<i,j<n [k=1
n 2
< Z < ai,k||bk,j|>
1<i,j<n \k=1
n n
< Z < ai,k|2> <Z Ibl‘j2> (d’apreés 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ)
1<i,j<n \k=1 1=1
2 2 2 2 2 2
= > > alf oyl | = > ail oyl = > lawk > [bugl
1<ij<n 1<k l<n 1<i,j,k,L<n 1<i,k<n 1<5,1<n
= [IALIB]-
Dong, || || est une norme sous-multiplicative.
K

7) Posons ma = H (X — 7\1)[51 ou les A; sont les valeurs propres deux & deux distinctes de A dans C et les 3; sont des

i=1
entiers naturels non nuls.

k
ma(B) € GLa(C) & [ (B —AiLn)™ € GLa(C)

i=1

k
& det (H (B — mn)ﬁi> #£0

i=1
k

& [ (det (B —NIn) #0

i=1
& Vie [1,k], det (B—AiLy) #£ 0
&Yie[l,K], A & Sp(B) & Sp(A) N Sp(B) = 2.

Montrons par récurrence que pour tout k € N, AXM = MBk.
e [’égalité est vraie quand k = 0.
e Soit k > 0. Supposons que AXM = MB¥. Alors,
A¥TTM = AA*M = AMB* = MBB* = MB*"'.

Le résultat est démontré par récurrence. Mais alors, pour tout polynéme P = Z aX* de C[X]
PAM =) arA*M =) axMB* = MP(B).
En particulier, si P = ma, on obtient

0= mA(A)M = MmA(B)

Si ma (B) est inversible, alors M = 0. Par contraposition, puisque M # 0, ma (B) n’est pas inversible et donc A et B ont
une valeur propre en commun.

8) Soit A € C une valeur propre commune a A et B. Soient X un vecteur propre de A associé & A et Y un vecteur propre
de BT associé a A (qui est également valeur propre de 'B) puis M = XYT. M est un élément de .#y, 1(R).
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AM = AXYT =AXYT =AM
et

MB =XY'B =X (BTY) T =AXYT =M.
Donc, AM = MB. De plus, M = (xiy]-)]gi j<n- Puisque X#0et Y #0, il existe (i,j) € [1,n]?* tel que x{y; # 0 et donc
M #£ 0.
En résumé, A et B ont une valeur propre en commun si et seulement si il existe M € .#,,(C) \ {0} telle que AM = MB.

9) Soit X € #,(C). Pour H € .#,,(C),

[F(X +H) = F(X) — (XH + HX)|| = ||(X + H)? = X? — (XH + HX)|| = |[H?|| < [[H]]%.

1 1
— [|[F(X+H) = F(X) = (XH+ HX)|| < ||H|| puis lim —— (F(
THI o THT
Finalement, F(X + H) o F(X) + (XH 4+ HX) + o(H) ou de plus, 'application H — XH 4+ HX est linéaire. Ceci montre F
—

est différentiable en X et que

Donc, pour H # 0, X +H) —F(X) — (XH + HX)) = 0.

VH € #,(C), dFx(H) = XH + HX.

Ensuite,

dFx ¢ GL (/1 (C)) < Ker (dFx) # {0}
& JH € A (C)\ {0}/ XH = H(=X)

& Xet — X ont une valeur propre en commun

ou aussi dFx est inversible si et seulement si X et —X n’ont pas de valeur propre en commun.

Si X n’est pas inversible, alors 0 est valeur propre commune & X et —X et donc dFx n’est pas inversible. Par contraposition,
si dFx est inversible, alors X est une matrice inversible.

10) Les valeurs propres de X* sont des nombres complexes dont la partie réelle est strictement positive. On sait que
si Sp(X*) = (W1,...,Un), alors Sp (—X*) = (—p1,...,—un) et donc les valeurs propres de —X* ont des parties réelles
strictement négatives. On en déduit que X* et —X* n’ont pas de valeur propre en commun puis que dFx= est inversible.

oF
aXi‘j

Soit X = Y xiEij € #(C). Pour (4,j) € [1,n]?,

1<i,j<n

(X) = dFx (Ei;j) = XEi; + Ei;X. Pour (i,j) € [[],Tl]]z,

I’application est linéaire sur .#, (C) et donc continue sur .#, (C).

i,j
L’application F est donc de classe C! sur .#;, (C) puis I'application X — dFx est continue sur .#, (C). Par continuité du
déterminant, on en déduit que I'application X — det (dFx) est une application continue sur .#, (C) & valeurs dans C.
Puisque det (DFx-) # 0, par continuité de 'application X — det (dFx), il existe r > 0 tel que pour tout X € B (X*,1),
det (dFx) # 0 ou encore dFx inversible.

11) G (X*) = X* — (dFx-) " (F(X*)) = X* — (dFx.) " (x*2 - A) — X* — (dFx-) "' (0) = X* car (dFx-)"" est linéaire.
Soit alors H € B(0,7). X* +H € B (X*,r) puis dFx- 1 est inversible et
G (X" +H) =G (X*) = (X + H) = X* — (dFx-414) " (F(X* +H)) = H— (dFx-s1) ' (X*H+HX" + H?).

Maintenant, dFx- 1 (H) = (X* +H)H 4+ H (X* + H) = X*H 4+ HX* 4+ 2H? et donc H = (de*jLH)*1 (X*H + HX* + ZHZ)
puis

G (X* +H) — G (X*) = (dFxy1) " (X*H 4 HX* +2H?) — (dFx-14) " (X*H + HX* + H?)
= (dFx-1n) ' (H?).

Ensuite, dFx- o (Id + (de*)_1 o dFH) = dFx« + dFy puis pour H’ € ., (C),
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(dFxs + dFp) (H)) = X*H + H/X* + H'H+ HH = (X* + H) H + H’ (X* + H) = dFx- 1 (H)

et donc dFx- .y = dFx» + dFy = dFx- o (Id+ (dFx-) "o dFH) puis

(dFx- )" = (1d+ (dFx) o dFH)_1 o (dFx-)"".
12) Soit X € B (X*, ). Soit H= X — X* de sorte que X = X* 4+ H ou H € B(0, ). On munit . (.#»(C)) d’une norme N.
L’application M + dFpz est continue .#, (C) (car F est de classe C' sur .#,(C) d’aprés des théorémes généraux). On
en déduit que P'application M +— (Id—i— (dFx~ )7] o dFM)_1 est continue sur le compact B(0,1) (d’aprés des théorémes

généraux). En particulier, cette application est bornée sur le compact B(0,7) et donc sur B(0,r). Donc, il existe C; > 0
tel que

-1
VM € B(0,r), N <(Id+ (dFx-) "o dFM) ) <.
L’application @ : (L (#n(C)),N) x (An(C),|||I) — (An(C),|]]) est bilinéaire sur l’espace de dimension finie

(@,M) — (M)
L (M (C)) x M1 (C). « On sait » alors qu’il existe C, > 0 tel que

V(e,M) € Z (n(C)) x 4:(C), [|@(@,M)| < C2N(9)[[M]].

Enfin, puisque (dFx- )7] est une endomorphisme de 1’espace de dimension finie .#;, (C), on sait qu’il existe une constante
C3 > 0 tel que

YM € 4 (C),

(aFx-) " (M) < Ml

Donc, pour toute matrice H de B(0, ),

IGX) = X*|| = |G (X*+H)—G (X*)|| = H (Id+ (dFx-) "o dFH) o (dFyx-)"" (H?)

< CoN ((Id+ (dFx-) "' o dFH)1> x H(dFX*Y1 (HZ)H

< C1C2C3 ||H?|| < C1C2C3l[H||* (d’aprés la question 6)
= C1C,Cs I X — X*||%.

Le nombre C = C;C2C3 > 0 convient.

13) Puisque C peut étre quelconque, le résultat de I’énoncé est faux quand k = 0. On va montrer par récurrence que pour

zk
(pC)
C

On choisit déja p < v de sorte que si Xo € B (X*,p) C B(X*,r), alors X; existe. On choisit aussi p tel que pC < 1. On

prend donc p = Min{ } > 0. Dans ce cas,

tout k € N, Xy existe et est dans B (X*, p) et que || Xx — X*|| < en choisissant correctement p.

1
T, z
(pC)%

C

=p<p

k

C)2
) étant décroissante (car 0 < pC < 1), pour tout k € N, (G C) <p
keN

. . ((pCJZ
puis, la suite C

Montrons alors par récurrence que, si Xo € B (X*, p),

(pCO)

pour tout k € N, Xy existe et est dans B (X*, p) et que || Xy —X*|| < C

().
e Xo est dans B (X*, p) C B (X*,r). De plus,

(pC)%’
=

[Xo =X < p =
e Soit k > 0. Supposons (Zy). Alors, Xy 1 existe
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K 2
C)? C
|xk+1—x*|—|e(xk)—x*|<cn><k—><*|2<c<(p ) ) — e

En particulier, || Xx+1 — X*|| < p.

Le résultat est démontré par récurrence. Puisque qu’on a choisit p tel que 0 < pC < 1, klim = 0 puis la suite

—+00

X t lim X = X*.
(Xk) ey converge e k_lf-loo "

D. Forme équivalente

14) Supposons la suite (Xi ),y bien définie par (N) et que Uo = Xo. Montrons par récurrence que pour tout k € N, Uy
est défini et que Uy = Xy.

e C’est vrai quand k = 0.

e Soit k > 0. Supposons que Uy existe et que Uy = X. La matrice Hy vérifie alors X Hyx + Hi X = A — Xi ou encore
dFx, (Hx) = —F (Xx). Xk est dans B (X*, 1) et donc dFx, est inversible. L’équation dFx, (Hx) = —F (Xk) a une solution
et une seule a savoir Hy = — (dek)_1 (F(Xx)). On en déduit que Uy 7 existe et que

Ugyr = Uk + Hi = Xy — (dek)” (F(Xk)) = Xyq1.

Le résultat est démontré par récurrence.

Réciproquement, supposons la suite (Uy), .y bien définie par (I) et que Xo = Up. Montrons par récurrence que pour tout
k € N, Xk est défini et que Ky = Uy.

e C’est vrai quand k = 0.

e Soit k > 0. Supposons que X existe et que Xx = Uy. L’équation UxHy + Hi Uy = A — Uﬁ s’écrit encore

dFy, (Hy) = —F(Uy). Le fait que la suite U soit bien définie sous-entend probablement le fait que cette équation,
d’inconnue Hy, a une solution et une seule. Si dFy, n’était pas inversible, on sait que I’ensemble des solutions de
Péquation dFy, (M) = —F (Uy) est soit vide, soit de la forme {Mo}+ Ker (dFy, ) # {Mo} et, en aucun cas, I’équation
considérée a une et une seule solution. Donc, dFy, = dFx, est inversible puis X1 existe et

Xier1 = Xk — (dFx, )" (F(Xi)) = Ui — (dFu, )" (F(Uk)) = Uy
Le résultat est démontré par récurrence.

15) Par hypothése, la suite (Xx),y est bien définie. En particulier, pour tout k € N, dFx, est inversible. D’aprés la
question 9), pour tout k € N, Uy = Xy est une matrice inversible.

Supposons que les conditions (I) sont vérifiées et que Uy = Vp commute avec A. Montrons par récurrence que pour tout
k € N, Vi existe et Vi = Uy commute avec A.

o Vo = Up existe et commute avec A.
1
e Soit k > 0. Supposons le résultat pour k. Puisque Uy est inversible, on peut poser Gy = 7 (U;]A — Uk). Puisque

Uy commute avec A, il en est de méme de U;] car U A = AUy = AU]Z1 = U;]A.

1
UG+ Gicllie = 5 (Ui (Ui ' A = Uie) + (AU = Ui Use) = A = U,
1
Par unicité, on a donc Hy = Gy = 5 (U?A — Uk) puis
1 1 1
Uit = Ui+ 5 (U A = Ui) = 5 (U TA + U) = 5 (Vie+ Vi ' A) = Vieg.

1
Enfin, Uy ; = 5 (U;]A — Uk) € C(A) car U;], A et Uy sont dans C(A) et car C(A) est une sous-algébre de
(A (C),+, ., x).

Le résultat est démontré par récurrence.

16) La matrice Vo = pl, commute avec A. Il s’agit de démontrer que pour tout k € N, V, = PDPT ou Dy est une
matrice diagonale a coefficients strictement positifs : Dy = diag (Ak,1,...,Ak,n) o0 V€ € [1,1n], Ak,¢ > 0.
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On montre ce résultat par récurrence. Le résultat & démontrer est vrai quand k = 0 : Vo = plp = PDoPT oit Dy =
diag(,..., ). Onadonc Ag;1 =...=Aon =p>0.

Soit k > 0. Supposons que Vi = PDyPT ou Dy = diag (Ak, 15+ s Akn) avee VE € [T,n], Ay,e > 0. Alors, 0 n’est pas valeur
propre de Vi et donc Vi est inversible puis

Vk+vl:]A): 2(

N —

Vi1 :z(

=PDy4 i P"

1
(PD«P" + PD,'PTPDP') =P <— Dy + Dy’ D)> PT

1 1 1 1
ou Dy = diag <§ <7\k ¢+ m?\g)) . Enfin, les coefficients Ayy1,¢ = 5 <7\k ¢+ m?\g) 1 < € < n, sont stricte-
1<l<n

ment positifs.
Le résultat est démontré par récurrence.

17) Soient k € N et £ € [[1,n].

1 1 2
Aeite — VA= 5 (7\k2+ ) \/_— = (Ai+1,z_27\k+l,€\/7\_€+7\2) = e (7\k+1,e—\/ﬁ)

1
et de méme, A1, + VA = I (7\k+1 ¢+ \/_z) puis, puisque Axy1,¢ +vA¢ #0,

Ak,
2
Aer1,e — VAL _ (Ak,f — \/7\_z>
Aer1,e + VA Ao + VA
2k+1 2k+1
. ) Merte— VAl (Ao — VA (u—VA¢ i
Mais alors, par récurrence, pour tout k € N, = = ——= (ou aussi, pour tout
A1, + VA Ao,e +VA¢ w+vAg

Ax,e — VA — VA
cen MV _ (v

TAetVAC e+ VA

18) On en déduit encore que pour k € N et £ € [1,n],

(1 (R ) v (e ()

On choisit alors b = /A, > 0 (ou A, est la plus grande valeur propre de A).

zk
H— VA H+V = VA .
=1 (car A¢ #0) et donc lim ( ) =0 puis
u+\/ u+\/ ( ) k—+oo \ L=+ /A

Ve e [[],TI]], kErJIrlooAkJr]’z = v/ A¢.

> qui paraissait plus naturel).

Pour tout £ € [1,n], on a 0 <

On en déduit encore que

lim Vi= lim PDPT = Pdiag (\/)\— ) PT — VA.

k—+o00 1<e<n

E. Stabilité

19) Puisque Vp = VA, il est clair par récurrence que pour tout k € N, Vi, = V/A.
(Vo+A) (Vo' = Vo TAVs ) =T — AV, + AV, T — (AV, 1) =T, — (AVy 1) Vérifions que (AV,')* = 0.

(AVEI )2 =¢? CiCjTV(j] C; CjTV(;]. Puisque Vy = VA = Pdiag (\/?\_0 PT, C; est un vecteur propre de Vj associé a la

1<e<n

\/])\_i. Donc, Vg1 Ci = \/]—7\_1Ci puis

valeur propre A; puis C; est un vecteur propre de V, ! associé a la valeur propre

(av, ") = reclvy

2
VAL
Maintenant, CjT Cj est le produit scalaire usuel des colonnes C; et C; de la matrice orthogonale P. Puisque i # j, C].T Ci=0
et donc (AVO_1 )2 =0. On a montré que (Vo + A) (VO_1 — Vo_lAVO_]) = I,,. Donc, la matrice \//S = Vp + A est inversible et

—~—1
Vo =MVo+A) =Vl —vylavy!
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Ensuite, puisque Vi =V, = VA,

A =Vi—Vy =1 (\70+\70_1A) —Vo = % (Vo+ A+ (Vo' = V5 'avy ") VE —2Vo)

(A= VAV 'VE) = 5 (A= VAV 'A).

Nl—‘

20) Maintenant, VA est symétrique, et donc
—1Ay—1 B T T Aj T Aj
V; AVOA:e(\/K) CiCIVA =¢ (\/K) Ci) (VAG)) =e o] = /2.
1 1
. 1 A
Finalement, A7 = 5 1— A A puis V1 = A.

13
Mais alors, par récurrence, pour tout k € N, Ay = <— <

)) A puis
As
1—4/2 A.
_ ! 1— A convient
n—z - nvient.

A
21) On prend en particulier i =1 et j = n et on note ¢ = — le conditionnement de A. D’aprés la question précédente,
1

|

|

N —

Vk—\/_+<

vkeN, Vi = VA + (1 (1—\/E)>kA.

2

La suite (\//1:) converge si et seulement si —1 < = (1 — \/E) < 1 ou encore —3 < —/c < 1 ou enfin ¢ < 9.
keN
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