CONCOURS DE RECRUTEMENT

D’ELEVES PILOTE DE LIGNE

ANNEE 2024
EPREUVE DE MATHEMATIQUES

PARTIE 1

Question 1 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

2 1 1
Explication 1 : S, = —1%2 422 =3 et Z k? =12 422 =5. Donc, A est faux. u; =S, =3 et Z(Zk)2 — Z(Zk—l— 1)? =
k=1 k=1 k=1
—3? = —5. Donc, B est faux. Ensuite, pour n € N*,

2n+2 2n
Uni1 =Somi1) =Sani2= D) (D2 =) (D2 —(2n+ 12+ (2n+2)? =un — (2n+1)2 + (2n +2)%.
k=1 k=1

Donc, D est faux. Enfin, pour n € N*,

2n n n n n
Son=) (=) (-1)P@2p)+ > (-D¥ '2p-12 =) (2> - (2k—1)?
k=1 p=1 p=1 k=1 k=1
=Y (2% = (2k—=1)?) >0,
k=1
et
2n+1 n n n
Sanr= ) (D2 =) (2p)2 =) (2p+DP=—-1+ Z (2K)2 = > (2k+1)?
k=1 p=1 p=0 k=1 k=1
=—1-> ((2k+1)?—(2k)?*) <o.
k=1
Donc, C est vrai.
Question 2 :
A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI
Explication 2 : Z <2 x ]1+ ]> = (3) + G) =4 et 22X7=1 = 2. Donc, A est faux. Pour n € N,
2n+1 | 12
) _@n+nt o om ntl mdn+l L om 1.
(2;1) M+~ 2n)! n+1 n+1 n+1
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2n 2n+1
Donc, pour tout n € N, ( ) < ( + ) B est faux. Ensuite, pour n € N*, d’aprés la formule du binéme de NEWTON,

n n+1
2n
2n 2n
= ]211:2211:411.
(2) <L (&) -0

Done, D est vrai. Enfin, pour C, il n’y a rien a vérifier quand n = 3 puis pour n > 4 et k € [2,n — 2],

n—2 n—2 n—2\ (n—2)! (n—2)! (n—2)!
( k )+2(k—1)+<k—2)_k!(n—k—Z)!+2(k—1)!(n—k—1)!+(k—2)!(n—k)!
(n—2)!

:m((ﬂ—k)(n—k—1)+2k(n—k)+k(k—1))

_ (n—=2)! 5 B n! _(n
T Xm—k)! (n®—m) = Km—k) (k>

C est faux.

PARTIE II

Question 3 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

Explication 3 : On note (E) I’équation proposée. Soit z € C une éventuelle solution de (E). Donc, z2 —4zZ—4 = 0 puis en
conjuguant 7?> —4z — 4 = 0. En retranchant membre a membre, on obtient (22 —z? ) + 4 (z—Z) = 0 puis nécessairement,
(z—Z)(z+Z+4) =0. D est vral.

Ainsi, si z est solution, nécessairement Z = z et donc z est réel, ou bien z+Z+4 = 0 puis 2Re(z) +4 = 0 puis Re(z) = —2.
Soit x un réel. x est solution de (E) si et seulement si x2 —4x —4 = 0 ou encore (x —2)2 — 8 = 0 ou encore
(x —2— zﬁ) (x -2+ zﬁ) = 0. L’équation (E) admet les deux solutions réelles distinctes z; = 2—2v/2 et zp = 24+2/2.
B est faux.

Soient x un réel puis z = —2 + ix. Alors, z2 —4z — 4 = (=2 + ix)? —4(—2 — ix) — 4 = —x? + 8 puis z est solution si et
seulement si x = +2v/2 si et seulement si z = —2 + 2iv/2. A et C sont faux.

Question 4 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 4 : D’aprés la question précédente, I’ensemble des solutions de (E) est {2 —2V2,242v/2,-2 - 2ivV2, -2 + 21\/2}.

C est vrail et le reste est faux.

Question 5 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

Explication 5 : L’ensemble des racines du polynéome X?™ — 1 est
{ezz— k € [0,2n — 1]}} - {e— k € [0,2n — 1]}} = {wk, ke [0,2n—1]}.
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AT .
A est faux. Ensuite, pour n € N*, wl} = (eT) =e'" = —1## 1. Donc, wn ¢ Un puis B est faux. Mais, wi +1 =0 et

donc w] est racine du polynéme X™ + 1. D est vrai.

Sin=2,P=(X—-¢€%)(X—e") =(X-1)(X+1)=X?+ (1 —i)X—1i¢ R[X]. Donc, C est faux.

Question 6 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

T .
Explication 6 : Pour n > 1, 0 < o < 7 < 27 et donc wy # 1 puis, en tenant compte de wp = e'™ = —1,
n
1—wh 2w
Z Wy = wn = .
= 1—wn 1—wn

puis A et B sont faux. Ensuite, pour k € [1,n],

(1 _w]ri) (] _w_nk) = (] _e“:‘ﬂ) (] _eiian) =1- (ei]:‘ﬂ +67“<Tﬂ) +1=2—2cos (k_;r)

C est vrai. Enfin,

n « ix\ 14244
| | wﬂ. = en
k=1

et donc D est faux.

Question 7 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

Explication 7 :

& 2Wn — 2Wn @ = 207 — 2WnWn & Wy = Wy S e €R

T—w, 1-w.

(:)genZ(:HEnZ(:)nzl.

A est vrai. Ensuite,

2w, . 2w 2 (wWn + @) — 4 B 4cos(§)—4 _—4(1—(:05(%))

T—wn 1-Wy (I-—w)(1-Tn) T—eF—eF4+1 2(1_005(3))

= -2

B est faux. Ensuite,

2wn 2Wn 4 4 2

]_wnx1_w_n (1_wn)(]_w_n)_2(1—cos(r—7:)) 1—cos(§).

im

2wn 2en 2e 2ern iezn .

C est faux. Enfin, = — = _ . = = et donc D est vrail.
1—w 1 i im _im im .. T . T
n —en eIn (e In —en —2isin [ — sin [ =—
n 2n
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Question 8 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 8 : S, = |1 —i]24+ |1+ 1> =6 >4 =2 x 2. Donc, A est faux. Ensuite,
2 2
D (1—wh)x ) (1-@") = —i+T1+D)+i+1+1)=3-1)B+i)=10#£S.
k=1 k=1

Donc, C est faux. S7 + ’1 — wﬂ =4+4=8+#S;. Donc, D est faux. Enfin, pour n > 1,

Zw— GEP= Y (1—wk) (- m) = Y (2 ok —an)

k=1 k=1

B est vrai.

PARTIE 111

Question 9 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 9 : Le décimal 0, 1 est solution de I’équation |2x| = |x] et pas de ’équation |2x| = x. A est faux. Ensuite,
si pour x € R, x = |2x], alors x € Z puis 2x = x puis x = 0 qui réciproquement convient. B et D sont faux et C est vrai.

Question 10 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

Exphcatlon 10 : Six > 2, et |2x] < 2x < x? car x> — 2x = x(x — 2) > 0. Dans ce cas, x n’est pas solution. Si x < 0,
|2x] < 0 < %% et x n’est pas solution. Donc, si x solution alors x € [0,2]. B et D sont vrais. Mais alors x* est un entier,

élément de {0;1;2;3;4}, ce qui implique x € {0; V2 \/§,2} et donc A est faux. Enfin, [2 x 1] =2 # 12 puis x*> # 1 si x

est solution. Donc, C est faux.

Question 11 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 11 : On sait que pour tout réel x, 2x —1 < |2x] < 2x et dong, si x est solution, 2x —1 < x™ < 2x. A est vrai.
Si n est pair, si x > 2, x™ > %% > 2x > |2x] et si x < 0, [2x] < 0 < x™. Donc, S, C [0,2] puis C est faux. De méme, D
est faux car si (xn) est une suite telle, pour tout n € N*| x,, € Sy, alors la suite (x2n) est bornée puis la suite (|xn|) ne
tend pas vers +o0.
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On se place toujours dans le cas ou n est pair.

Sixe O,% ,LZXJ:Opuisx“:L2xJ(:)x“:O(:)x:Oe[O,%{

Six e %,1 ,LZXJ—1puisx“—L2xJ<:>x“—1<:>x—1¢[%,1{

) 3 . PE 3
Six e 1,5 ,[12x] =2 puisx" = |2x] &x"=2&x =2 n€[1 [ z
Sixe %,2,L2x]z3puisx“z[2xj(:)x =3&x=3w @é{ [pourn 3.

Six=2,x"=2">4=|2x] pour n > 3. Pour n pair tel que n >4, S,, = {0,23 } Donc, B est faux.

PARTIE IV

Question 12 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 12 : Soit f une fonction dérivable sur ]0, +ool.

Vx>0, xf'(x) +f(x) =0 & ¥x >0, (xf)'(x) =0 & IA € R/ Vx>0, xf(x) = A
A
&S IAeR/ Vx>0, f(x) =-.
A A
SH=4¢xH— " A €R ;. A et B sont faux. Pour tout A € R*, S e tend pas vers 0 quand x tend vers 0. Donc, C est faux.

Enfin, sur |0, 400, une constante non nulle vérifie xy” + 2y’ = 0 et ne vérifie pas xy’ +y = 0. Donc, D est faux.

Question 13 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

Explication 13 : Une intégration par parties fournit

J'Arcsin (%) dx = x Arcsin (%) —J Xi/zxz dx = x Arcsin (%) +24/1— 2—2 + C.

12
4

D est vrai et le reste est faux.

Question 14 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 14 : Soit f une fonction dérivable sur ]0, 2.
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Vx €10, 2[, xf'(x) + f(x) = Arcsin (;) & wx €10, 2], (xf)'(x) = Arcsin (;)

2

& IN e R/ ¥x €0, 2], xf'(x) = x Arcsin (3) +2\/1— 7= +2

2 2 A

& INER/ VX €l0,2], 1'(x) = Aresin (3) + ST =T+ 5

2 X 4 x

. (X x 2 . (X N x? x2 ;

Ensuite, Arcsin (z) ) +o0 (X ) (la fonction x — Arcsin (E) est impaire) et 4/ 1 — T o 1— 3 +o0 (X ) Donc,
x— x—
-z 2, 2(1_x 3 A _A+2 x 2
f(x)X:OZ+o(x)+X<1 8+o(x))+XX:O - +4+o(x).

C est vrai et le reste est faux.

Question 15 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

Explication 15 : De méme, les solutions sur | — 2,0[ sont les fonctions de la forme x — Arcsin (;) 4+ —4/1—
X

A € R. Soit f une éventuelle solution sur | — 2, 2[. Nécessairement, il existe (A, ) € R? tel que

Cox 2 /. x2  A
Arcsm(z)—}—; 1—74-;817\6]0,2[

Vx €] —2,2[, f(x) =< 0six =0 (fourni par I’équation)

2
Arcsin (;) +§\/1 —%—i—%sixe]—Z,O[

Réciproquement, une telle fonction est solution de I’équation sur ] — 2, 2[ si et seulement si cette fonction est dérivable en

A2
0. Si A # —2, d’aprés la question précédente, |f(x)| . A+2 puis lir(x)l+ [f(x)| = 400. Dans ce cas, f n’est pas dérivable
X— X—
en 0. Donc, nécessairement A = —2. De méme, = —2 puis f est nécessairement la fonction fy définie par :
X 2 x?
(X 2 R . B 1
Wx €] — 2,21, fo(x) = Arcsin (3 ) + 1 (\/] 1 1) SiA €= 2,0000,20 _ o) i 3) -
2 2 X2
Osix=0 14+4/1— T

La fonction fy étant dérivable en 0, fo est solution de I’équation sur ] —2,2[. A et B sont faux. C est faux car 1’équation

X 1
n’a pas de sens sur R. Enfin, d’aprés la question précédente, fo(x) =, +o0 (xz) puis f§(0) = T D est vral.
xX—

PARTIE V

Question 16 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 16 : Pour n € N, posons v, = In (1 4+ uy) de sorte que u,, = e’ —1.Si lim wu, =0, alors lim v, =
n—-+oo n—+oo

In(140)=0etsi lim vy =0,alors lim u, =e®°—1=0.
n—+oo n—+oo

Ainsi, si u, ne tend pas vers 0, alors v;; ne tend pas vers 0 et dans ce cas, les séries de termes généraux respectifs 1, et
v, sont grossiérement divergentes et en particulier de méme nature.
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Si u, tend vers O, alors v, ~ u, > 0 et encore une fois les séries de termes généraux respectifs u,, et v, sont de
n—-+oo

meéme nature. A est vral.

n

Pour tout n € N, In (1 —u,,) < 0 et donc la suite des sommes partielles <Z In(1— uk)> est strictement décroissante.
k=0 nenN
n
Donc, la série de terme général In (1 — wy ) converge si et seulement si la suite des sommes partielles <Z In(1— uk)>
k=0 nenN
est minorée. B est faux.

Pour n € N*, posons un, = 1 — —. un ne tend pas vers 0 et donc la série de terme général u, diverge grossierement.
n
Mais,

unﬂ—un):(]—i)i ~ l>O

puis la série de terme général u, (1 —uy,) converge. Done, C est faux. D est évidemment faux car pour x > 0, In(1+x) < x.

Question 17 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

Explication 17 : Soit a €]0,1[. Pour n € N, Pn+1(a)

pnla)
croissante. Mais ceci n’impose pas lim pn(a) = 4o00. A est faux.
n—-+oo

=T+a > 1. La suite (pn(a)),cy est donc strictement

Pnyi(a)
pn(a)

2n+l

Pour n € N, posons u, = In(pnyi(a)) —In(pn(a)) =1In ( ) =In (1 + aan) > 0. Puisque a €]0,1[, a =

efz“+1 In(a)  _, ¢
n—-+oo

n-+1 n—+1 ]
In (1 +a? ) ~ a? = o <—2)
n—-+oo n—-+oo n

N A N . L n+1 n+1
d’aprés un théoréme de croissances comparées car n?a? =2 In(a)2ln(n)

Dong, la série de terme général In (pny1(a)) —In(pn(a)) converge. On sait alors que la suite (In(pn(a))), oy converge
vers un certain réel que I'on note L(a). De plus, la suite (pn(a)), cy étant strictement croissante,

L(a) 2 In(po(a)) =In(1 +a) > 0.

Mais alors pn(a) = e2®Pn(@)) 4 (a) = e > 1. B est vrai.
n—-+oo

Par un raisonnement analogue, la suite (In (qn(a))) converge vers un réel M(a) < 0 puis la suite (qn(a)) converge vers
un réel m(a) = eM(@) €]0,1[. C est faux et D est vrai.

Question 18 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI

Bxplication 18 & pala) x gu(a) = [ (1+0) (1-a®) = [T (1- () = [T (1-*"") = [T (1-*) =
k=0 k=1

k=0 k=0
4ni119) ((1)' A est faux. Ensuite, pour tout n € N, pp(a) = -1 (a) X 1 - Puisque lim gn(a)=m(a) >0,
T—a qn(a) 1—a n—-+oo
. _m@ 1T 1
i pnla) = T X S T
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B est faux. Soit n > 3.

dn(a) = (1—a)(1- a?) (1—a?) ﬁ (1+0(a)) =,0-a) (- a?) (1—a*) (1+0(a”)
=, 0-a(1-a*)(1-a") TZ (@®) = (1—a—a*+a%) (1-a’)+0o(a”)
= 1-a-a+a’—a'+a’+o(a”).
C est vrai et D est faux.
PARTIE VI
Question 19 :

A) VRAI
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 19 : P(1) =1-3+4+5—-7+6—2=0,P'(1)=5—-12415—-14+6=0et P’(1) =20—-36+ 30— 14 = 0.
Donc, 1 est racine de P d’ordre au moins 3. P(*)(1) =120 — 72 =48 # 0. Donc, 1 est racine de P d’ordre 3 exactement.
A est vrai. Ensuite, (X —1)3 = X3 —3X2 4+ 3X — 1 puis
P=(X>—3X2+3X-1) (X*+2).
Le polynéme X? + 2 n’a pas de racine réelle et donc 1 est 'unique racine réelle de P. B est faux. Ensuite,
X5 —3X 45X —7X2 46X —2= (X2 —1) (X* —3X* +6X —10) + 12X — 12
avec deg(12X —12) < deg (X2 — 1). C est vrai et D est faux.

Question 20 :

A) FAUX
B) VRAI
C) VRAI
D) VRAI

Explication 20 : Soit P € R[X]. La division euclidienne de P par (X — 1)™*! g%crit P = Q x (X — 1)™*! 4 R avec
(Q,R) € (}R[X])2 et deg(R) < n. Le nombre 1 est racine d’ordre n + 1 du polynéme Q x (X — 1)™*! est donc racine au

moins une fois des polyndémes (Q X (X = 1)nt] ) (k) pour 0 < k < n.. Par suite,
wk € [0,n], PX(1) = (Q x (X — 1™ )™ (1) £ RMI (1) = ROI(1)
puis (Vk € [0,n], PR)(1) = 1) & (Vk € [0,n], R(1) = 1). B est vrai.
= plk(1)

D’aprés la formule de TAYLOR, si P est un polynéme de degré inférieur ou égal a n, P = Z o
k=0 )

(X — 1)* puis, la

famille ((X — étant libre,

”k)ogkgn

(k)
P € E, & Vk € [0,n], PT'(Uz%<:>P=PO.

C est donc vrai. A et D sont donc nécessairement faux. A est faux car P’ € E,_7 % P(©)(1) = 1.Mais malheureusement
D est vrai. En effet, 0 =Py — Py € F,, et si (P,Q) € (En)2 et (\, 1) € R? car

A(P—Po) +1(Q—Po) = AP+ uQ — (A+ 1 — 1)Pg — Pg
ot de plus le polynome AP 4+ nQ — (A + u— 1)Py est dans E,, car, pour tout k € [0,n],

AP+pQ—A+pu—1P) (1) =A+pu—A+p—1)=1.
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PARTIE VII

Question 21 :

A) FAUX
B) VRAI
C) VRAI
D) FAUX

Explication 21 : Soit wu= (1,1,0) e FCFUGetv=(0,1,1) e GCFUG. u+v=(1,2,1) ¢ Fcar 1 —2—1#0 et
u+vegGear1+2—1#0. Donc, u+v ¢ FUG. FUG n’est pas un sous-espace vectoriel de R3 et donc A est faux.
Xx—y—z=0 {Zy:O(II—I) @{yzO(II—I)  Donc
x+y—z=0 x—z=0 zZ=x

FNG ={(x,0,x), x € R}. FN G est une droite vectorielle. Cette droite est engendrée par n’importe quel vecteur non nul
de FN G comme (2,0,2) par exemple. B est vrai.

)

Soit (x,y,z) € R3. (x,y,z) e FNG & {

F et G sont des plans vectoriels. D’aprés la relation de GRASSMAN, dim(F+G) = dim(F)+dim(G)—dim(FNG) =2+2—1 =
3 =dim (R3) < 400. Donc, F4+ G =R3. C est vrai.

u = (1,0,1) est un vecteur non nul de F. Soit D = Vect(u). Puisque u € G, DN G # {0} et donc D et G ne sont pas
supplémentaires. D est faux.

Question 22 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) VRAI

Explication 22 : En développant suivant la premiére colonne,

1Tt 2
det(Me)=|1 2 t |=1x(8—4t)—(4t—8)+t(t?—4) =—-8(t—2) +t(t—2)(t+2)
t 4 4

=(t—2)(t(t+2)—8) =(t—2) (P +2t—8) = (t—2)(t +4)(t—2) = (t —2)*(t +4).

Par suite, det (M) =0 & t € {2,—4}. A est faux. Si t =0, det (M) # 0 et donc My € GL3(R). C est vrai.

1 2 2

rg(Ma)=rg| 1 2 2 | =1car Cy #0, Ca =2Cy et C3 =2C; (en notant Cq, Cz et C3 les colonnes de M;). B est
2 4 4

faux. D’aprés le théoréme du rang, dim (Ker (M3)) =3 —rg (M) = 2. Donc D est vrai.

Question 23 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 23 : Le déterminant du systéme (S) est det (My). det(S) Z0 & t € {2,—4}. Sit ¢ {2,—4}, (S) est un systéme
de CRAMER et donc (S) admet un triplet solution et un seul.
x+2y+2z=a
Sit=2 (S)&{ x+2y+2z= tc) Sx+2y+2z=aeta=b= % Si les égalités a = b = % ne sont pas vérifiées (c’est
X+2y+2z= 5

le cas par exemple pour (a,b,c) = (1,0,0)), alors (S) n’a pas de solution. Donc, A est faux. Si les égalités sont vérifiées,
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(c’est le cas pour (a,b,c) = (0,0,0) par exemple), alors I’ensemble des solutions de (S) est le plan affine d’équation
x4+ 2y + 2z = a. C est faux.

D est faux car ensemble des solutions de (S) n’est un espace vectoriel que quand (a,b,c) = (0,0,0) (sinon le triplet
(0,0,0) n’est pas solution de (S)) et pour (a,b,c) = (1,1,2) par exemple, 'ensemble des solutions n’est ni vide, ni un
espace vectoriel.
Sit=—4,

x—4y+2z=a x=4y—2z+a x=4y—2z+a

(S)e< x+2y—4z=> S (y—2z4+a)+2y—4z=> S 6y—6z=—a+b
—4x+4y+4z=c —4(4y—2z+a)+4y+4z=c —12y+12z=4a+c
a—b
z=y+——o0

6
& x:4y—2(y+—agb)+a
2(a—b)=4da+c

(S) a des solutions & 2(a —b) =4a+c & 2a+2b+ ¢ =0. B est vrai.

Question 24 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 24 : Hy € H; + Hz C E puis dim (H; + Hz) € {d — 1, d}. Plus précisément,

dim(H1+Hz):d—1<:>H1+H2:H1(:}HzCH1<:>H1:H2

(car Hy et Hy ont mémes dimensions finies). Puisque Hy et Hy sont distincts, dim (H; + Hz) = d = dim(E) < 400 puis
H; + Hy = E (et de méme, E = H; + H3 = H, + H3). Mais alors,

dim (H; NH2) =dim (H7) + dim (H2) —dim (H; + Hy) =2(d—1) —d =d — 2,
(et de méme dim (Hy N H3) = dim (H, N H3) = d — 2). En particulier , dim (H; N Hz) > 0 puis H; N H, # {0}. Donc, A
est faux.

B et C sont équivalents car :

E=H;+(H;NH3) & dim(E) =dim(H; + (HNH3)) &d=d—1+d—2—dim(H; NnHz NH;3)
& dim (HyNnH, NH3) =d - 3.

Si E =R™, si Hy (rep. Hz, H3) est 'hyperplan d’équation x; = 0 (resp. x2 = 0, x3 = 0) alors Hy, Hy et Hz sont trois
hyperplans deux & deux distincts et Hy N Hy N H3, qui a pour systéme d’équations x; = x; = x3 = 0, est de dimension
d — 3. Donc, D est faux.
Si E =R™, si Hy (rep. Ha, H3) est P'hyperplan d’équation x; = 0 (resp. x2 = 0, x1 +x2 = 0) alors Hy, H, et H3 sont trois
hyperplans deux & deux distincts et H; N H, N H3z, qui a pour systéme d’équations x; = x; = 0, est de dimension d — 2.
Donc, B et C sont faux.

Question 25 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

1 1 1 1 1
Explication 25 : Soit p = Ef' p2 = Zf ) §f> = Zfz = Ef = p. Donc, D est vrai. On sait que Ker(p) NIm(p) = {0}

Mais alors, puisque Ker(f) = Ker(2p) = Ker(p) et Im(f) = Im(2p) = Im(p), Ker(f) N Im(f) = {0}. B est vrai.

http ://www.maths-france.fr 10 © Jean-Louis Rouget, 2024. Tous droits réservés.



En prenant pour p une projection non nulle distincte de l'identité de E (ce qui est possible si dim(E) > 2), f> = 4p? =
4p = 2f mais f = 2p # 21de. Donc, A est faux. Ensuite, pour tout x de E, f(f(x)) = 2f(x) ou encore, pour tout y € Im(f),
f(y) = 2y. Comme Im(f) # {0}, il existe y # 0 dans Im(f). Pour cet y, f(y) = 2y #y. C est faux.

Question 26 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 26 : A = I, + N fournit A> = I, + 2N + N? (car I, et N commutent). Donc, Vect (In,A, AZ) -
Vect (In,N,Nz). Mais on a aussi N = A — I, puis N2 = A2 —2A + I, et donc Vect (In,N,Nz) C Vect (In,A, Az).
Finalement, Vect (In, A, AZ) = Vect (In, N, Nz).

LN
Puisque I,, et N commutent, pour k € N*, le binome de NEWTON fournit A* = Z <1> N' =1, + kN +

i=0
pour i > 3, Nt = 0. Donc, pour k € N*, A* € Vect (In, N, NZ) = Vect (In,A, AZ). A est vrai. Ensuite,

K(k—1)

5 N? car

A* = (In+N)* =1 + 4N +6N2 +4N3 + N* =1, + 4N + 6N? # I, + 4N + 8N2 si N2 £ 0.
Dongc, C est faux. Ensuite, A (ITL — N+ NZ) = (In+N) (ITL —N+ NZ) =1, + N3 =1,. Donc, A est inversible et

A =1, —N+N2 =1, — (A—1I,) + (A2 =2A + I,,) = A2 = 3A + 3L,.
2 2
Ensuite, A2 —3A 43I, = A2 +3A+ 1, ©6A =21, &3(I. +N) =1, &N =—ZI,. —ZI, n’est pas nilpotente et donc

3 3
A? —3A +31,, # A% +3A +1,, puis B est faux.

Soit X € #n1(R). AX=X& (A-In)X=0& NX=0& X e Ker(N). Ker(N) est un sous-espace vectoriel différent
{0} (N étant nilpotente et en particulier non inversible) de .#n,1(R). Ker(N) est donc constitué d’une infinité de vecteurs
puis D est faux.

Question 27 :

A) FAUX
B) VRAI
C) VRAI
D) FAUX

1 -1 2
Explication 27 : Soit T=| 0 1 1 de sorte que A =PTP~! puis P(T—I3)P ' =PTP ' — I3 = A — ;.
0 0 1

(T—13)% = (—BE1,2+2E13+E23) (—E12+2E13+Ex3) =—FEi3

puis (T —T3)° = —F1 3 (—E1,, + 2E1 3 + E2.3) = 0. Ensuite, (A —13)2 = (P(T—13) P~ )2 = P(T—13)? P~ (T—13)* #
0 (car P et P~ sont inversibles) et donc (A — I3)2 #0. A est faux.

SiM=P(A—-13)P ' =P2(T—13)P 2, alors M3 = (P2 (T—13) P_2)3 =P2(T— 13)3 P=2 =0. C est vrai.
Posons N = T — I3 de sorte que T = I3 + N avec N2 = —Eq3 et N3 = 0. Pour k € N*, A¥ = PT*P—1 avec

10 0 0o -1 2 00 —1
Tk:13+kN+MN2: 01 0 |+x[ o o 1 k(k—1) 00 0
2 0 0 1 0 0 0 2 00 0
1k 2k KD L
= o 1 k =0 1 k
0 0 1 0 0 1

Donc, D est faux. Enfin, pour k € N*, le coefficient ligne 1, colonne 3 de A¥ est nul si et seulement si k = 5. Donc, B est
vrail.
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Question 28 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 28 : En développant suivant la premiére colonne,

C et D sont faux. Ensuite, sia =0, b #0 et ¢ # b (et donc a # b et ¢ # b), D(a,b,c) = 0. Donc, B est faux. Enfin,
D(c,b,a) =ca(b—c)(a—b) =ac(b—a)(c—Db) =D(a,b,c). Donc, A est vrai.

PARTIE VIII

Question 29 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

Explication 29 : |le; £ e,||* = [le1]|* £ 2 (e1les) + |[e2]|* =2 # 1. Donc, A est faux.
En prenant u=e; = —v, on a |[u+v|* =0 < 5 = —|[ul|? + —||v||%. Donc, B est faux. En prenant u =v = eq, w et v ne

sont pas orthogonaux mais |[u+v|| =2 = |Ju|| + ||v||. Donc, C est faux.

Soit u = (x,y,z) € R3 tel que la famille (e7 + u, e2 + u, e3 + u) soit une base orthogonale de R3. Alors, la base (e1, ez, e3)
étant orthonormée,

0= (e1 +ules +u) = (er,e2) + (e1,u) + (e2,u) + ul? = x+y + [luf? ()
et de méme, x +z + |[ul|? = 0 (II) et y +z + |[u/|? = 0 (III). (I) + (II) + (III) fournit x +y +z = —%Hqu (IV) puis

1 1
(IV) — (D), (IV) — (II) et (IV) — (III) fournissent x =y =z = —z||u|\2. Donc, u = —EHU.HZ(], 1,1). En prenant la norme

3 2
des deux membres, on obtient |Ju|| = £||u|\2 et donc |ju|| =0 ou |Jul| = —.
2 V3
Si ||ul]] =0, alors u =0 et la famille (e; +u, ez +u, e3 +u) est orthonormée.
2 2
Sinon, nécessairement u = —§(1, 1,1) = —3 (e1 + ez + e3). Dans ce cas,

—_

3 3> 3'"37 3> 3" 3773

2 2 2
(vilv2) = —% X33 % %—&- 3%X3= 0= (nv3) = (valvs) et |jv1]|* = % + g t5= 1= |v2]* = |[v3]|*. Encore une fois,

la famille (e7 +u, ez 4+ 1, e3 +u) est une base orthonormale de R3. Donc, D est vrai.

w

2 2 1 2 1
(e1 +u,e2 +u,e3+u)=|-e; —-ex—se3,—=e; +-ex—-e3,—=e; — e+ =e3 | = (vi,v2,v3).

Question 30 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX
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Explication 30 : H est un plan vectoriel de vecteur normal n = (2,—1,—1). On sait alors que

Im(p) = H = {vecteurs invariants par p} = n' et Ker(p) = Vect(n). Donc, C est faux. Ensuite, le vecteur (1,1,1) est dans
H et donc p((1,1,1)) = (1,1,1) puis B est faux. (0,1,1) n’est pas dans H = Im(p) et donc D est faux.

Enfin, pour tout (x,y,2) € R?, p(p((x,y,2)) — (x,yY,2)) = p*((x,y,2)) = p((x,y,2)) = 0. Donc, A est vrai.

Question 31 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

T
Explication 31 : (uyle;) = (cos(a)eq + sin(ac)esler) = cos(a) et (uglez) =0.Si o = 5, ona donc (ugler) = (uxle2) =0
puis uy € (e, ez)J‘ et finalement D, = F*. Dans ce cas, py est une projection orthogonale. A est faux.

1
cos(o) Uy avec —C?S—W)e] eFet ——uy € Dg.
sin(a) sin(a)

Si « €]0, 7[, sin(x) # 0 puis e3 = —— €] -
sin(a) sin( o)

cos(a)

sin(a)

De maniére générale, soit x = (a,b,c) € R3. Soit A € R.

Donc, py (e3) = — e1. B est faux.

Xx—Auy € FS (a—Acos(a))er +bey + (c —Asin(a))es €e F& ¢ —Asin(a) =0 & A = sinc(oc)'
. cos() . T )
Pour cette valeur de A, on obtient py(x) =x —Auy = [ a — Cm + be;,. Dans le cas ol o« = 7 on obtient

p%((aabac)) = (a—c)e +bey,

puis (pz(x)Ix) = a(a —c¢) + b? Ainsi, par exemple (pz (e3)les) = 0 et e3 n'est pas dans Ker (po) = Vect (uz) =
Vect (w1 +uz). C est faux.

T
Enfin, supposons o # 5 Pour x = (a,b,c) € R3,

2 2
lpaX)|l = |Ix]| & (a—cz,os((x)> +bt=a’+b’+cte _zacc?s(cx)) +c? (1 -8 (oc)) =0

in(x) sin(o sin? ()
Sc=00u — Zacos(“) +c (1 — sz(cx))
(x)

sin(a) sin

L’ensemble d’équation ¢ = 0 est F. L’ensemble d’équation —2a

cos(a) te ( B cos? ()
sin

- 5 = 0 est un plan vectoriel, distinct
sin( o) ()

de F car cos(a) # 0. D est vrai.
PARTIE IX

Question 32 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 32 : Pour calculer py, on peut supposer que les tirages sont simultanés, ce qui ne change pas la valeur de la

() xG _0)

probabilité. Mais alors, p; = ~*—5—5~ = -2~ Donc, C est vrai.

6 6

3
Pour calculer py, on note que le nombre X de boules rouges suit une loi binomiale de parameétres n =5 et p = < puis que

8
3 2
p2=PX=3) = (2) (%) (g) . Donc,
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p_] - (g_) 85 _ 85 _ 84

) OEem B Txsas
A est faux. Enfin, dans le cas de tirages avec remise, on cherche la probabilité de I’événement (NRNRN)U (RNRNR). Cette

probabilité est

32 x 53433 %52
85 )

§X§X§X§XE+§XEX§XEX§7
8§ 88 88 8 8 8 8 8

Donc, D est faux.

Question 33 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 33 : Encore une fois les probabilités ne changent pas si on suppose les tirages simulyanés. Soit Y le nombre
de boules rouges obtenues au cours des cing tirages sans remise. Le nombre de boules noires obtenues est donc 5 —Y. On
a X=2Y—(5—Y)=3Y—5. Puisque Y(Q) = [0, 3], X(Q) ={-5,-2,1,4}. B est faux.

—~

w
~—
—~
w
~

2

3\ /5
mx_—m_Pw_oy_&%gnmx_—m_my_n_
5
)G

()

E(X) —ﬁ (—5“—“ <?> @ 1 @ @ T @ @)

JP(X=1)=P(Y=2) =

P(X=4)=P(Y=3) =

. On en déduit que

5

:L(—5—30+30+40)=3—5.

@ 3)

D’autre part, 6 X (i) +4 x (2) +2x (i) =60+...> 35. Donc, A et D sont faux.

Question 34 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

1
Explication 34 : Si X est le nombre de Face obtenus en n lancers, X suit la loi binomiale de paramétres n et p = 7 puis,

pour o e o rix =10 = (1) (1) (12 1) = () ()"

P(A)=PX<1)=PX=0)+P(X=1)= (%) +n (%) = nz—t] Donc, A est faux. D est faux car A est 'événement

« on obtient au moins deux fois face ».

B est I’événement {1 < X<n—1} Donc, P(B)=1—P(X=0)—PX=n)=1-2x zln =1- Ensuite, AN B est

I’événement « on obtient exactement une fois face et au moins une fois pile » c’est-a-dire I’événement {X = 1} car n > 2.
n
Donc, PLANB) =P(X =1) = —. B est faux.

n—1"

2n
1 1 1 LA - 1
P(A) x P(B)—P(ANB) = nzt x [1— T ) T 21“ = 5%~ ;2:71 = 22n(j + ). Cette expression est nulle pour

n =3 et donc, quand n = 3, les événements A et B sont indépendants. C est faux.

http ://www.maths-france.fr 14 © Jean-Louis Rouget, 2024. Tous droits réservés.



Question 35 :

A) FAUX
B) VRAI
C) VRAI
D) FAUX

Explication 35 : L’énoncé donne P(V) = 0,9 et Py(V) = 0,5. On en déduit encore que P (V) =0,1 et Py (V) =0,5.
En particulier, P(V) # Py (V) et donc V et H ne sont pas indépendants. A est faux.

On pose alors p = P(H). On en déduit que

P(VAH) P(V)—=P(VAH) 0,9—P(H) xPy(V) 0,9—0,5p
Pﬁ(v): - = = = )

P (H) 1—-p 1—p 1—p
et
oy a1 99-0,5p 0,1-0,5p
P (V) =1-P(V)=1 T
. CPyMH)
En C et D, on s’intéresse a . D’aprés la formule de BAYES,
Pv(H)
Po(H) = P(H) x Py (V) _ 0,5p _0,5p 5
v )_P(H)XP V) +P(H) x P (V) 0,705 0,1 7
et de méme,
Py(H) = P(H) x Py (V) _ 0,5p _5p
VU T PH) < Pr (V) + P (H) x P (V) 0,9-0,5p 9"
H H 0,5p + (1 —P)ﬁ
Donc, EXEﬂ% = 9. C est vrai et D est faux.
Question 36 :
A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 36 : 20 expériences identiques et indépendantes sont effectuées (répondre a 20 questions). Chaque expérience

a deux issues a savoir « répondre juste & la question » avec une probabilité p = et « ne pas répondre juste a la

=

3
question » avec une probabilité 1 —p = 1 X étant le nombre de bonnes réponses ou encore le nombre de « succés », X

suit la loi binomiale de parameétres n =20 et p = 411 Done, A est faux.

20\ (1\* 3\ 1 /3\"”
Pour tout k € [0,20], P(X =k) = <k> (Z) <4_1> . En particulier, P(X =1) = 20 x 7 X <4_1) . D est faux.
Soit k € [0, 19].

20 ] k+1 3 19—k
P(X=k+1) (k+1) (Z> <Z)

R CTONO

B 20! Ko
T k+ N9 —k)! 20!

1

><4—
3_

N
w| =
=~
_|_
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puis

PX=k+1) 1 20—

_— > - > —k > <

PX=K) /1(:)3><k+] >1520—k=23k+1) &4k <17
7

1
Gk 7 ek<4n.

Donc, B est vrai. On en déduit que P(X =5) > P(X =4) > ... > P(X = 0) et aussi que P(X =5) > P(X = 6) >
L. P(X =5) 20—4 16
... > P(X = 20). Plus précisément, =

PIX=4) _34+1) =15 > 1 et donc la note la plus probable est 5. D’autre part,
2
EX—1=EX)—1=np—-1= ZO_] = 4. Donc, C est faux.
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