CONCOURS DE RECRUTEMENT

D’ELEVES PILOTE DE LIGNE

ANNEE 2023
EPREUVE DE MATHEMATIQUES

PARTIE 1

Question 1 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 1 : La négation de (Ix € E, A(x)) = (Vx € E, A(x)) est (Ix € E, A(x)) A —(vVx € E, A(x)) ou encore
(Ix € B, A(x)) A (Ix € E, —=A(x)). A est vrai et B est faux.

La négation de VN e N, In e Nyn < Nest N € N, ¥n € Ny n > N. C est faux.

Pour D), la négation est : (il n’existe pas x € R/ x = x?) ou (il existe au moins deux réels distincts x1 et x, tels que x; = x3

et x2 = x3). Plus précisément, la négation demandée est (Vx € R, x =x?)V (3 (x1,x2) € R?, (x1 #x2) A (x1 =x%) A (x2 =x3)).
D est faux.

Question 2 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

Explication 2 : Six =0ety =0, x+y? # 1. Donc A est faux. Si x = 2, x +y?> = 1 & y? = —1. Cette derniére équation
n’a pas de solution dans R. Donc, B est faux.

Pour x réel donné, la phrase « Yy € R, y> =1 —x » est fausse. Donc, C est faux.

Enfin, si x =1 et y = 0, alors x +y? = 1. Donc D est vrai.

Question 3 :

A) VRAI
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 3 : R est : (Ix; € R/ f(x1) < 0) A (Ixa € R/ f(x2) > 0). Puisque f est continue sur R, ceci entraine la
proposition Q d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires. A est vrai.

—Q est la proposition « f ne s’annule pas » et —P est la proposition « f n’est pas la fonction nulle ». L’implication =Q = —P
est vraie puis B est vrai.

La fonction f : x +— e* vérifie =P et ne vérifie pas —R. Donc, C est faux. La fonction nulle vérifie Q et ne vérifie pas R.
Donc, D est faux.

Question 4 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI
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Explication 4 : Soient f : E — F une application puis E’ une partie de E. Si f est injective, alors V (x1,x2) €
E2, (f(x1) =f(x2) = x1 = x2). En particulier, V (x1,x2) € E’?, (f(x1) =f(x2) = x1 = x2) et donc f,e/ est injective. A
est vrai.

Soient f : E — F une application puis E’ un ensemble contenant E puis g : E’ — F telle que g,g. = f. Si f est surjective,
alors Vy € F; 3x € E/ f(x) = y. En particulier, Yy € F, Ix € E’/ g(x) =y et donc g est surjective. D est vrai.

Donc, B et C sont nécessairement faux. Pour B, en retirant des éléments a E, on cout le risque de retirer les antécédents
d’un élément de F et pour C, en ajoutant des éléments a E, on court le risque de créer un nouvel élément non dans E ayant
méme image qu'un élément de E préexistant.

Question 5 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 5 : f = Idy et donc A est vrai. Ensuite, gof =fo g = g. De plus g(1) = g(3) = 0 avec 1 # 3 et donc, ¢
n’est pas injective. B, C et D sont faux.

Question 6 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 6 : Soit x € R. Pour que f(x) existe, il est nécessaire que x > 1. Soit donc x > 1.

x—1<x

2Vx = 2Vx =
f(x) existe & —1 <+]<1(:>+]<1(:)2

S4x—1) < 2(carx>0)
Sx?—Ix+4>208 (x—2)2>0.

Cette derniére égalité est vérifiée par tout réel de [1,+ool. Donc, I'ensemble de définition de f est [1,+oo[. Ensuite, on

2Vx—1

est stir que f est dérivable en tout réel x de [1,4o00[ tel que ————— < 1 ce qui équivaut a (x — 2)?
X

> 0 ou encore

x € [1,2[U]2, +o0ol. La fonction f est dérivable sur [1,2[U]2, +oo[ au moins.

Etudions la dérivabilité en 2. Pour x € [1, +o0l,

(Zs/ x—1 )
X

= — Arccos

f(x) — f(2) = Arcsin

)

— Arcsin(1) = Arcsin (?) (?) .

N

— — Arccos(1) =0 et donc

Ensuite, — Arccos
x—2

— Arccos (@> ~ —sin (Arccos (@» - _\/1 _ (@)2 _ [ hxtd

x—2 X x2
(x —2)2 1
~ — - ——|x—2
x—2 22 |X |
On en déduit que —— f(x) b~ —l M _1/2. six>2 . Par suite, f est dérivable a droite et
x—Z xo2 1/2six <2

1
a gauche en 2 et f/ g(2) = 3 et f3(2) = —z Puisque f’ (2) # f4(2), f n’est pas dérivable en 2 et finalement, f est dérivable

sur [1,2[U]2, +ool[ et pas plus. En particulier,  est dérivable sur ]1,2[U]2, +oo[. C est vrai et le reste est faux.
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Question 7 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 7 : Le déterminant A du systéme (S) est (en développant suivant la premiére colonne) :

a b 1
1 ab 1 :a(azb—b)—(ab—b)—i—(b—ab):ab(a2—1)—2b(a—1)
1 b a

=bla—1N(ala+1)—-2))=bla—1)(a?+a—2) =bla—1)*(a+2).
Siad¢{—2,1} et b#£0, A #0 puis le systéme proposé admet un triplet solution et un seul. D est faux.

Sia=Db =1, le systéme équivaut a 'unique équation x +y+z = 1 et admet une infinité de triplets solutions. A est faux.

ax+z=1 z=—X
Sia#letb=0,(S)&<{ x+z=0 &< (a—1)x=1 . Ce systéme n’a pas de solution. B est faux.
x+az=1 —(a—1)x=1
Sia=—-2etb=-2,
—2x—2y+z=1 z=2x+2y+1 z=2x+2y+1
S)el x+4y+z=-2 & ¢ x+4y+2Xx+2y+1)=-2 &< 3x+6y=-3
x—2y—2z=1 Xx—2y—2(2x+2y+1) =1 —3x—6y =3
z=2x+2y+1 x=—-2y—1
(:){x+2y——1 (:{Z——Zy—]
Ce systéme admet une infinité de triplets solutions. C est vrai.
Question 8 :
A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX
Explication 8 : Soit 0 € D = R\ nZ (donc e® # £1). Soit z € C
T_Z:eieﬁi—z:eie(i—}—z) (car —1in’est pas solution)
14z
. i0 i0
L (i i0 T —e 7
i0 YRT: i(e—1) e: 1(e )
& (e +1)z=—i(e )&z R &z e%x T

0
. 2i s v
n 7_'L>< ISIH(Z) I 0
Zz= W Z = tan z .
2cos 3

C est vrai et le reste est faux.

Question 9 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI
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Explication 9 : Soit 6 € R.

sin(50) = Im (6519) =Im ((cos(G) + isin(G))S)

=Im (coss(e) + 5icos*(0) sin(8) — 10 cos®(0) sin?(0) — 10i cos? (0) sin>(0) + 5 cos(0) sin* () + isins(e))

= 5cos*(0) sin(0) — 10 cos?(0) sin*(0) + sin”(0) =5 (1 — smz(e))2 sin(0) — 10 (1 — sin®(0)) sin’(0) + sin’ ()

= 16sin’(0) — 20sin>(0) + 5sin(0)

D est vrai et le reste est faux.

B) VRAI

Question 10 :
A) FAUX

C) FAUX
D) FAUX

Explication 10 : Les fonctions proposées en A, C et D ne sont pas dérivables en 0. Donc, A, C et D sont faux.

!
Sur ]0, +o0[, 2x (x%) —3x2? =3x2 —3x2 = 0. Les solutions sur ]0, +oco[ de 'équation homogene associée sont les fonctions

de la forme x — Ax2.

! 1
Sur ]0, +ool, 2x (x%) —3xZ =xI—3x2 = —24/x puis une solution particuliére de I’équation sur ]0, +ool est x — —z\/7_<

1
Les solutions de ’équation sur ]0, +oo[ sont les fonctions de la forme x — A3 — z\/i

Soit f une éventuelle solution sur [0, +oo[. La restriction de f a ]0,+oo[ est de la forme précédente puis f est de la forme
précédente sur [0, 400l par continuité en 0. Mais une telle fonction n’est pas dérivable en 0 et donc I’équation n’admet pas

de solution sur [0, 4oco[. B est vrai.

B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

Explication 11 : Une intégration par parties fournit

! 2x

0 0 1+X2

1
=1n(2) — ZJ <1 1 dx) =In(2)—2+2 [Arctan(x)]g) =In(2)—2+

0 1 + Xz
A et B sont faux.

Ensuite, en posant t = e* et donc dt = e*dx,

()  g2x ()
J dx = e*dx
o VerT ol Veid
2
1 Vt+1 1 Vit+1
- 2
2 3 1
=|=(t+12 =2(t+1)2| =
serni-aeent = (5
2V2
3
C est faux et D est vrai.
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Question 11 :
A) FAUX

J] In (14x%) dx = [xIn (1 +x2)};—J' X—— dx =In

(2)_2J'] ﬂ dx
0 X2+1

s
5

- t dt:rﬂ dtzr((t+1)1z—(t+1)—i)dt

1

><3\/§—2\/§> — <§ xzfz—zﬁ)
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Question 12 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 12 : Pour x € R, 3* +4* =5* & 5 + (5) = 1. La fonction f : x +— (E + 5 est strictement

décroissante sur R en tant que somme de fonctions strictement décroissantes sur R. Donc, ’équation admet au plus une
solution. A et B sont faux.

fl0)=2>1et lirf f(x) = 0 < 1. Puisque f est continue sur [0, +o0o[, 'équation admet au moins une solution d’aprés le
X—+00

théoréme des valeurs intermédiaires. Finalement, [’équation admet exactement une solution. C est vrai et D est faux.

Question 13 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

n n
Explication 13 : Pour tout réel x, Z (E)xk = (14x)™ puis, pour n > 1, Z k( > =((1T+x)™) =n(1+x)"".
k=0 k=1
Quand x = 1, on obtient,

n n

n n _ _
§ k<k> = § k<k> =n(1+1)" =n2nT,
ce qui reste vrai pour n = 0. A et C sont faux.

n
Pour n > 2, en redérivant, on obtient Z k(k—1) (2) x*"2 =n(n—1)(1+x)""2 puis, en évaluant en 1,
k=2

n n
—-1) < > Z -1 ( ) n(n—1)2""2, ce qui reste vrai pour n =0 ou n = 1. Mais alors

e R fee )5

k=0 ( ) 1
Z k
Tl( )2 +n2 ]—le (( —1)+2)——n(n+1)2 .

B est faux et D est vrai.

Question 14 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 14 :

1<i,j<n 1<i,j<n I<ij<n I<ij<n 1<i,j<n

(+i2= Y 42 ) g+ Y =2 ) i +2<Zl> (Zi
i=1 j=1
=2 n <i12>+2(M)2_2nxn(n+1)(2n+1)+nz(n+”2

2 6 2

f
nZ(n+1)(7n+5)
6

MO D om0y 434 1)) =
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C est vrail et le reste est faux.

Question 15 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 15 : Sur ]0, +ool,

1 1 1 1 1—5 1+5
- — e _ 4+ —1&82x+1= 1 2 _x—1= = =
|x|+\x+1\ <:>X—|—X+] & 2x + x(x+1) & x X 08 x 5 ou x 5
x—]+\/§(car]_\/§<0)
2 2 '
Sur | —1,0[,
1 1 1 1 5
Cette derniére équation n’a pas de solution dans R car A = —3 < 0. Sur | — o0, —11,
1 1 1 -3-+5 -3+5
I - = —(2 = 2 = = Y- = Y
\x\+|x+1| b 1 —(2x+1)=x(x+1)E&x +3x+1=0&x 5 ou x >
<:>x:_3;\/§(car_3_£\/§>—1).

L’équation proposée a exactement deux solutions. C est vrai et le reste est faux.

Question 16 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 16 : Soit (x,y) € (N*)Z tel que PGCD(x,y) =5. On pose x =5x" et y =5y’ ou x’ Ay’ =1.

PPCM(x,y) = 60 & 5 PPCM(x/,y’) = 60 & x'y’ = 12.

Les décompositions de 12 en produit de deux entiers strictement positifs et premiers entre eux sont 1 x 12, 3 x 4, 4 x 3,
12 x 1. Les solutions du probléme sont alors (5,60), (15,20), (20,15), (60,5). Il y a exactement quatre couples solutions.
B est vrai et le reste est faux.

Question 17 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

an 310
Explication 17 : On pose X, = b, et A= 0 3 1
Cn 0 0 3

Qny1 = 30an + by
VR eEN, { bniy =3bn+en SYREN, Xni1 = AXn & V1 €N, Xp = A™Xo.
Cn+1 :3Cn
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A=3I3+NouN=E2+E3 Ona N2 = Ei3 et N3 = 0 puis N*¥ = 0 pour k > 3. Puisque les matrices 313 et N
commutent, la formule du bindme de NEWTON fournit pour n > 2,

(n—1)

AM = (33 + N)™ =33 +n3™ N4+ 2 3n2N2
_ —1)an—
3N n3n 1 Tl(nz )3n 2
ce qui reste vrai quand n =0 ou n = 1. Mais alors, pour n € N, A™ = 0 3n n3nT puis

0 0 3n

3n n3n! nlnllane2 1 3M+2xm3n 47 x Rsligne2

Xn = 0 3n n3n-! 2 | = 2x 3" 47 xn3n!
0 0 an 7 7 x 3"

A est vrai et le reste est faux.

Question 18 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 18 : det(M) =1x (2m —-2)—(4—-1)+m@4d—-—m) = —-m? +6m—-5=—(m—1)(m —5). Si m ¢ {1,5},
M € GL3(R) ou encore rg(M) = 3 et si m € {1,5}, rg(M) < 3. B, C et D sont faux.

1

Le mineur formé des deux premiéres lignes et deux derniéres colonnes est )

‘ =4 —m. Si m € {1,5}, ce mineur de
format 2 est non nul et donc rg(M) > 2 puis rg(M) = 2.
En résumé, si m ¢ {1,5}, rg(M) = 3 et si m € {1,5}, rg(M) = 2. Tout est faux.

Question 19 :

A) VRAI
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 19 : x; est x2 ne sont pas colinéaires. Donc, la famille (x1,x2) est libre. A est vrai.
10 0
1 1 0|=1x1x1=1%#0. Donc, (x1,x2,%x3) est libre. B est vrai.
1T 11

C et D sont donc nécessairement faux. De fait, dans C, x3 = x2 — x7 et dans D, x3 = —x7.

Question 20 :

A) FAUX
B) VRAI
C) VRAI
D) FAUX

Explication 20 : F est le noyau d’une forme linéaire non nulle sur R*. F est donc un hyperplan de R* puis dim(F) = 3.
Un supplémentaire de F est une droite (donc D est faux) D = Vect(u) avec u ¢ F. Donc, A est faux et B et C sont vrais.

Question 21 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX
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Explication 21 : Puisque p est une projection, on sait que Ker(p) N Im(p) = {0}. Si de plus, Ker(p) = Im(p), alors
Ker(p) = Im(p) ={0}. Par suite, E = Ker(p) ® Im(p) = {0} ce qui est exclu. Dong, il n’existe pas de projecteur p tel que
Ker(p) = Im(p). A est faux.

2p projecteur & (2p)2 =2p & 4p? =2p & 2p =p & p = 0. Il n’existe pas de projecteur non nul p tel que 2p est un
projecteur. B est faux.

On sait que la noyau de q = Idg — p est l'image de p (et 'image de q = Idg — p est le noyau de p). C est vrai.
(21de —p)z =2Idg —p & 4ldg —4p +p? =2Idg —p & 2Idg —2p = 0 & p = Idg ce qui est exclu. D est faux.

Question 22 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 22 : Posons v = (1,2,3). Soit u = (x,y, z). Déterminons le projeté de u sur H parallélement & L. Soit A € R.

LA EHS (x—A)+ (y—2\) + (z—3A) :0@7\:%.
Le projeté p(u) de u sur H parallélement a L est
1
pu) = (xy,2) — %(1,2,3) = g(Sx—y —z,—2x + 4y — 2z, —3x — 3y + 3z).
Mais alors
s(u) =2p(u) —u= %(SX—y —z,—2x+4y — 2z,—3x — 3y + 3z) — (x, y, 2)
= %(2x—y —z,—2x+y —2z,—3x — 3y).

Tout est faux.

Remarque. Si on sait que Tr(s) = dim(H) — dim(L), on voit immédiatement que tout est faux. Par exemple, en A,

5 1 1

Question 23 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 23 :
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1T 1 —m —m -1 1 —m -1
det(M) = o m T m 11
m —I 1 —m m -1 1T -1
m+1 m—1 0 0
| ™2 e O L L e Ly — L, Ls e s+ L)
= m 0 2 0 1 L 4y, L2 — L2 4y L3 — L3 4
m —1 1 —1
m+1 m—1 0
=-m| —1—m 2 —m —1 | (en développant suivant la derniére colonne)
2m 0 2
m+1 m—1 0
=-2m| —1—m 2 —m—1
m 0 1
=—2m (‘ _n]li:n m2—1 ’—Fm‘ m2—1 _nf)_] D (développement suivant la derniére ligne)

=2m2m+1)+m+)(m—1)—mm—-1)(m+1))=-2mm+1) (2+m—1-m? +m)
=2m(m+1) (m?* —2m—1) =2m(m+1) (m— (1+2)) (m— (1-v2))

Donc, M est inversible si et seulement si m ¢ {O, 1,1 +v2,1— \/Z} B est vrai et le reste est faux.

Question 24 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 24 : Le nombre de cas possibles, tous équiprobables, est encore le nombre de permutations de [1,1n], a savoir

n!. Un cas favorable est une permutation qui fixe i. Une telle permutation s’identifie & une permutation de [1,n] \ {i}. I

n—1 1
y en a (n — 1)!. La probabilité qu’il y ait rencontre au i-éme tirage est ( ' ) = —. A est vrai et B est faux.
n! n

C et D sont clairement faux quand n = 1, le nombre moyen de rencontres étant 1, ou n = 2.

Question 25 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

. 4
Explication 25 : P(D) = 5= 13
e Pour A), D C A puis AND =D puis P(AND) =P(D) # P(A) x P(D) car P(A) # 1. A est faux.

e De méme, pour B), D C A puis AND =D puis P(AND) =P(D) # P(A) x P(D) car P(A) # 1. B est faux.
e Pour C), A C D puis AND = A puis P(AND) =P(A) #P(A) x P(D) car P(D) # 1. C est faux.
13 1 1 1 1 1

P(D) = —. Mais alors, P(AND) = —= = — =P(A) x P(D). D est vrai.

* Pour D), P(A) =5 =7, 13 52 3773
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Question 26 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 26 : F = u' est le plan d’équation 4x —y + 2z = 0. A est faux. Notons p,, la projection orthogonale sur

Vect(u) et pr la projection orthogonale sur F. On sait que p, (w) = (|lr|/|v2)u puis que
2 2 2 2
o F) = [ = prlwl = pulwl] = |2z = 2l = 2 = .
’ " [[ul]? [[ul]? ul - v21
C est vrai et B et D sont faux.
Question 27 :
A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI
Explication 27 : Soit n € N*. Puisque e # 1 car 0 < g < 2m,
ke kT[ U ik im k
me(:)-lm Zen =1Im Z(en)
k=1 k=1 k=1
n
i e% - ] % _2 _2 n
= Im eT ( iﬂ) = Im elT( X i7 iz = Im -
en —1 ezn eZn —e 2n Zisin(
e | e ()
=Im 7T = - )
sin (Z) sin (—)
n n
k 1 2 k
puis Z sin <—T[) ~ —— = _n On en déduit que lim sin <—T[> = +400. D est vrai et le reste est faux.
= n J/ no+oo /20 s n—-oo = n
Question 28 :
A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX
1 a b c d
Explication 28 : F = = -+ —.
xplication XCO+X2Z X471 X112 T x " x2
1
1 2 _ _
eb —Xgrgl(x+ 1F(x) = = 1.
1
T 22 _ _
Od—ill)%x F(x)—(0+])2 1.
ea+c= lim xF(x) =0 et doncc=—a.
X—+00
1
e En évaluant en 1, on obtient alors 1= % + 1 a+ 1 puis a = 2. Donc,

http ://www.maths-france.fr 10 © Jean-Louis Rouget, 2023. Tous droits réservés.



1 2 N 1 _2+1
X2(14+X)2  X+1 (X4+12 X X2

Ensuite, pour N € N*,

s T
Quand N tend vers 400, cette derniére expression tend vers —2+2 x — —1 = — — 3. B est vrai et le reste est faux.

6 3

Question 29 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 29 :

X—

x3 x3
In(2 + sin(x)) _oln<2+x—?+o(x3)) = 1n<2+x—?)+0(x3)

A est vrai et le reste est faux.

Question 30 :

A) FAUX
B) VRAI
C) VRAI
D) FAUX

Explication 30 : a — 2nb = n? +5 = b + 4. Ensuite, PGCD(a,b) = PGCD(a — 2nb,b) = PGCD(b + 4,b) puis

PGCD(b +4,b) = PGCD((b +4) —4,b) = PGCD(b, 4).

Si n est pair, b est impair et donc premier & 4. Dans ce cas, PGCD(a,b) = PGCD(b,4) = 1. Si n est impair, on pose
n =2k + 1 de sorte que b = 4k? + 4k + 2. Dans ce cas, les diviseurs communs & b et 4 sont les diviseurs communs a 4 et

b—4k(k+1) =2 et donc PGCD(b,4) = 2.
En résumé, si n est pair, PGCD(a,b) =1 et si n est impair, PGCD(a,b) = 2. C est vrai et D est faux.

Ensuite, si n =5, PGCD(b,3) = PGCD(26,3) =1 et PGCD(a,b) = 2 # 1. Donc, A est faux. Mais si n est pair, b est
impair et donc PGCD(b,2) =1 = PGCD(qa,b) et si n est impair, b est pair puis PGCD(b,2) =2 = PGCD(a,b). Donc,

B est vrai.
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Question 31 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 31 : Pour n € N, posons U, = X, +iyn otl (xn,Yyn) € R2. Alors,

1 . ) x )
Uni1 = = (3 (xn +1yn) — 2 (xn — iyn)) = = + iyn.
5 (3 (xn +iyn) — 2( )) z

X X
Par suite, pour tout n € N, xp41 = ?n et Ynt+1 = Yn puis, pour tout n € N, x,, = S—TOL et yn = yo. Ainsi, pour tout

X0
neN,un:—n

; .
5 + 1Yo puis

nLHE Un = yo = ilm (up).

B est vrai et le reste est faux.

Question 32 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

k 50 x 51
Explication 32 : Z(2k) =2x =50 x 51 = 2550. A et B sont faux.
& (1 +k9:9]) x 50
> (2k—1) = 5 =2500. C et D sont faux.
k=1
Question 33 :
A) VRAI
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX
C . 1 1 1 vn+1—yn
E 1 H *. = =
xplication 33 : Soit n € N NG ﬁ+ﬁ>\/n—+1+\/ﬁ (\/m—\/ﬁ)(\/n——ﬂ-i-\/ﬁ) =vn —Vnet
de méme ! = ! < ! =yn—vn—1.

2/ VRtV Rt vn T

YneN, vVn+1—yn< \/_<\/H—\/n—1.

A est vrai et B est faux (pour n = 1 par exemple). En additionnant membre & membre les inégalités précédentes, on
obtient par télescopage,

n n ] n
10000
et en particulier, pour n = 10000, 100 > —— > V10001 —1 > 100 —1=99. Donc,
p p ]; A

{10000 1 J

> 99.
k=1 2Vk

C est vrai et D est faux.
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Question 34 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 34 : On note T, la tangente & la courbe C, en son point d’abscisse 1.

(x*+1) — (x +A)(2x) 2-2(1+A) A

Pour tout réel x, f}(x) = 5 puis f}(1) = ————— = —=. On note que les coefficients directeurs
(x2+1) 4 2
des tangentes Ty, A € R, sont deux & deux distincts et donc les tangentes Ty sont deux a deux sécantes. B et C sont faux.
. 1+ ) . N . , . T+A A
Puisque fa(1) = —5 une équation de la tangente a la courbe C, en son point d’abscisse 1 est y = — - E(X —1) ou
encore
A 1
T :y=—= A=
ALY zx + A+ 7

1 x 3
To a pour équation y = 7 et Ty a pour équation y = ) + 7 Le point commun a ces deux tangentes est le point I <2, z) .

I est le seul point pouvant étre commun a toutes les tangentes Ty, A € R. Réciproquement, pour tout A € R,

1 A 1 1
—7\2X1+7\+§:—2X§+7\+z:z:y1

et donc le point I est commun a toutes les tangentes Ty, A € R. A est vrai et D est faux.

Question 35 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 35 : On note A, B et M les points d’affixe respectives 2, —1 et z. Pour z # —i, (ce qui équivaut & M # B),

-2 MA
fz)|=1& “z n i? =1& VB = 1 & MA = MB car B n’est pas solution de cette derniére égalité.

L’ensemble solution est la médiatrice du segment [AB], qui est une droite. A est faux et B est vrai. Ensuite, pour z # —i,

flz) eiR& z=20u (z;éZetarg(z_zA) —g[ﬂ])
—zp
S M=Aou (M#Aet (W,Bﬂ):%[[n])

& M appartient au cercle de diamétre [AB] privé du point B.

L’ensemble solution est le cercle de diamétre [AB] privé du point B. C et D sont faux.

Question 36 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI
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11
5] f est strictement décroissante sur
cet intervalle en tant que somme des fonctions x — Arccos(x) et x — — Arcsin(2x), toutes deux strictement décroissantes
sur cet intervalle. En particulier, la fonction f s’annule au plus une fois sur cet intervalle ou encore ’équation proposée

admet au plus une solution (puis B est faux).

Explication 36 : La fonction f : x — Arccos(x) — Arcsin(2x) est définie sur [—

On sait que pour tout y € [—1,1], cos(Arcsin(y)) = y/1 —y2. Puisque 0 <

o ()= () o ()

2 1 s
Ainsi, les deux nombres Arcsin <—) et Arccos <—) ont le méme cosinus. De plus, ces deux nombres sont dans [O, z} .

V5 V5

2 1
On en déduit que Arccos <— = Arcsin | — |. L’équation proposée a une solution et une seule a savoir —. D est vrai

V5 V5 V5

- R
,onau\/5 27|

Sil=
Sl-
N =

et le reste est faux.
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