CONCOURS DE RECRUTEMENT

D’ELEVES PILOTE DE LIGNE

ANNEE 2013
EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Partie 1

Question 1 :

A) FAUX
B) VRAI
C) VRAI
D) FAUX

Explication 1 : E(0) +E(0) = 2I et E(0 x 0) = I. Donc A) est faux. De méme E(0?) = I et 2E(0) = 2I. Donc D) est faux.

Pour tous réels t et s,

tz s2
E(t)E(s) = <1 +tA + 7Az> <1 +sA + 7AZ)

2 2
=1+ (t+s)A+ (?—Fts—k%) A? (car pour k >3, A* =0)
(t+s)?

5 A? =E(t+s).

=1+ (t+s)A+

Dons B) est vrai puis [E(t)]" = E(t) x ... x E(t) = E(t+ ...+ 1) = E(nt) et donc C) est vrai.

Question 2 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 2 : Pour tout réel t, E(t)E(—t) = E(t 4+ (—t)) = E(0) = I = E(—t)E(t). Donc, pour tout réel t, la matrice
E(t) est inversible et a pour inverse E(—t). Donc A) est faux.
E(0) =1 est inversible d’inverse I # —1 = —E(0) et donc B) est faux.

1 1
L’inverse de E(1) est E(—1) =1—A + ZAZ. D’autre part, E(1/1) =1+ A+ zAz. Cette matrice n’est pas E(—1) car sinon

—A = A puis A =0 ce qui n’est pas. Done, C) est faux.

01 0 11 172
Onprend A= 0O O 1 |.A estnilpotente d’indice 3maisE(1)=1| 0 1 1 n’est pas symétrique. Donc D) est
0 00 0 0 1
faux.
Question 3 :
A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI
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Explication 3 : E(0) + E(0) =21 # 1 =E(0 4 0). Donc A) est faux. Par suite, les raisons données en B) et C) sont de
mauvaises raisons et donc B) et C) sont faux.

Montrons que (I, A, Az) est libre. Soit («, B,7v) € R3 tel que &l 4+ BA +yA? = 0. On multiplie les deux membres de cette
égalité par A% et on obtient ®A? = 0 et donc & = 0 car A? # 0. Il reste BA + yA? = 0. Aprés multiplication par A, il
reste BA2 =0 et donc B = 0. Il reste YAZ =0 et donc y = 0.

Ainsi, la famille (I, A, Az) est libre. Montrons que I'application t — E(t) est injective. Pour tous réels t et s

t2 2
E(t) =E(t) = I+tA+7A2:1+SA+%A2
.tZ 82
=t=set 7=7 (car (I,A,A?) est libre)

=t=s.

Donc D) est vrai.

Question 4 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) VRAI

Explication 4 : (x,y) e F & { ix_ 3392_00 Sx=3yet (x,yl eG& { ix_ 23y:_00
F est la droite vectorielle engendrée par u = (3,1) et G est la droite vectorielle engendrée par v = (2,1). Donc C) est vrai.
G # {0} et donc A) est faux. u et v ne sont pas colinéaires et donc B) est faux.

Deux droites vectorielles distinctes de R? sont supplémentaires dans R? et donc D) est vrai.

Ex=2y.

Question 5 :

A) VRAI
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

—_w
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Explication 5 : P~ est la matrice de la base canonique a la base (u,v). Donc, P~! = (

1 =2 ,
( 1 3 ) D’autre part,
D = Mat(yv)(f) = P(uv)os(er,e)Mat(e; ) () Ple; er)= (wy) = PAP
Puisque f(u) = 2u et que f(v) =v, D = diag(2, 1) puis, pour n € N,

n o otrme (302 m 0 1 -2\ _ [3x2™ 2 1 2
A_PDP_(11 0o I -1 3 )= 2 1 -1 3

[ 3x2"—2 —6x2"+6 3x2M—2 3x2"1 46
- M1 —2x2"+3 n 1 -+ y3 )

Donc C) est vrai et D) est faux.

Question 6 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX
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Explication 6 : Soit n € N. L’inégalité de TAYLOR & l'ordre n pour t > 0 est

n g(k) .tn+1 o
i < n
kE:O B (n+ ]) Sup{’g )’ y X S [O) t]}7
et pour t <0
n (k) n+1

9 (0) t (n+1)
t) — < t,0}.
o(0) = 3 S| < el Ul xe 10)

Donc A) et B) sont faux. En appliquant la formule de Taylor a 'ordre n pour t > 0, on obtient

et pour t <0

nosk n+1,/t|
t t e
9(t) — Z al s !
=K m+1)
n+1 e\tl
Un théoréme de croissances comparées permet d’affirmer que pour tout réel t, lim ———— et donc pour tout réel t,

n—+oo (M + 1)!

- ngr—ro—loo Z k!

Question 7 :

A) FAUX
B) VRAI
C) VRAI
D) FAUX

Explication 7 : D’aprés la question 5, pour tout réel t et tout entier naturel n,

3i )k—zz —6i(2t)k+6ii
E s (3x 22 3% 2 46 _ k:o k! = K =K
n(t)—Z_! L _2k+1 13 - Zt)k n

HI\/I
|
N
M-
e
+
w
M
=%

Quand n tend vers +o00, on obtient

[ 3g(2t) —2g(t) —6g(2t) +6g(t) \ _ 3 -6 -2 6
Em_( 9(2t) —g(t) —29(2t)+sg<tJ)—9(2”(1 —2)*9(”(—1 3)-

Donc A) et D) sont vrais et B) et C) sont faux

Question 8 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX
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Explication 8 : Q% = ( ? :g ) (
R#L

(73 )ermere= (5 5)(55)-(53)-

Donc q et T sont des projections distinctes de Id et A) est faux.

R CENETIR

23 2)=e

Donc qor=ro0q =0 puis Imr C Kerq. B) est vrai.

L’image de g est engendrée par les colonnes de Q et donc Imq = Vect(u) = F. De méme, Im(r) = Vect(v) = G. Puisque
Imr C Kerq et que Kerq est de dimension 1, on a Kerq = Imr = G et de méme Kerr =Imq =F.

q est la projection sur F parallélement & G et r est la projection sur G parallélement a F. C) est vrai et D) est faux.

Explication 9 : Si a =0, f4(t) = 1 tend vers 1 quand t tend vers 0 par valeurs supérieures et si a > 0, fq(t) = e

Partie 11

Question 9 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

alnt

tend vers 0 quand t tend vers O par valeurs supérieures car alnt tend vers —co. Donc A), B) et C) sont faux et D) est

vrai.

Question 10 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 10 : Pour tout réel a > 0, la fonction f, est de classe C' sur ]0, +oo[ et pour tout réel t > 0, f/ (t) = at®~ .

C) est vrai et A), B) et D) sont faux.

Question 11 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

Explication 11 : Si a > 1, f) = af,_1 a une limite réelle en 0 d’aprés la question 9. Comme d’autre part, fq est continue
sur [0, 4+o00[ et de classe C' sur ]0, 4+o00[, un théoréme classique d’analyse montre que fq est de classe C' sur [0, +oo[. Donc
A), B) et C) sont faux (pour C), f{ tend vers 1 quand x tend vers 0) et D) est vrai.

Question 12 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 12 : Pour tous réels positifs a et b, hq p(t) tend vers f~a(0)fb(1) quand t tend vers 0 et vers fa(l)f~b(0)
quand t tend vers 1. Donc A) et B) sont faux. Pour tout couple (a,b) de réels positifs, on peut définir le prolongement

par continuité }f;/b de hqp a[0,1].
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ha,b, n'étant pas définie sur [0, 1], ne peut étre de classe C' sur [0,1]. Donc C) et D) sont faux. Néanmoins, si a > 1 et
b>1, }f:b est de classe C! sur [0, 1] en tant que produit de fonctions de classe C! sur [0,1]. Si a < 1, puisque }:av‘b ~Tq(t)
quand t tend vers 0 et que fq n’est pas dérivable en 0, la fonction };;/b n’est pas de classe C! sur [0,1]. De méme si b < 1,
la fonction hf(;, n’est pas de classe C' sur [0, 1].

Question 13 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

Explication 13 : hq p est continue sur |0, 1] et prolongeante par continuité en O et en 1 et donc I(a,b) existe. Donc A)
est faux et B) est vrai.

En posant u =1 —1t, on obtient

1

I{a,b) = J fo(£)fo(1— 1) dt = J

0

Donc C) est faux et D) est vrai.

Question 14 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 14 : Soient a et b deux réels positifs. Puisque a+1 > 1 et b+ 1 > 1, les fonctions t — fq1(t) et
bpi1(1—1)

b1 sont de classe C' sur le segment [0, 1]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

t—

1
I{a+1,b) :J far1()fp(1—1) dt

0
_ for1(1-8)]" [’ forr(1—=t) . atlf
e O e R R e S RAULSE
a+1
= ml(a,b"‘ ]) (fa+] (0) =0 car a+] >0...),
et donc (b+1)I{a+1,b) = (a+ 1)I(a,b+1). A) est vrai et B), C) et D) sont faux.
Question 15 :
A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX
! 1
Explication 15 : Pour a > 0, I(q,0) :J' t¢ dt = FERE A) est faux et B) est vrai.
0
Soit n > 1.
I(a,n) =1I(n a)—LI(n—l a—l—])—an_] X ... X 1 I[(0,a+n) = n
T a4 ’ S a+1 T a+2" 7 Ta+n S (a+ND(a+2)...(a+n)(a+n+1)’

Donc C) et D) sont faux.
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Question 16 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

C . _ p! _ plq! B plq! )
Explication 16 : Donc I(p,q) = qE 1. arpsl) Tq@el) . (arpsl (p-i—q-i-])!'A) est vrai et B),

C) et D) sont faux.

Question 17 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) VRAI

Explication 17 : Soient p et q deux entiers naturels. On pose t = sin® 8 et donc dt = 2sin@cos 6 et cos’® = 1 —t. On
obtient

7T/2 P q 1 d_t ]
J(p,q) :J (sin2 9) (cos2 9) sin 6 cos 0 dO :J tP (1 —t)q7 = zl(p,q),
0 0
et donc
_ plq!
I(p,q)—z(p+q+m-

A), B) et D) sont faux et C) est vrai.

Question 18 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 18 : Soit o« > 0. Pour tout réel x,
104 X — o
fo(x) existe<:>1—; >0<:>T >0& x> aoux<0.

L’ensemble de définition de g4 est donc ] — oo, 0[U]ax, +00[. C) est vrai et A), B) et D) sont faux.

Question 19 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

Explication 19 : Soit x > «. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe un réel ¢ €]x — «, x| tel que

1
Inx —In(x —a) =[x —(x —a)| x - = &
c c
x—(x—oa x—(x —«
Ceci montre que  inf M <Inx—In(x—a) <  sup 7‘ ( ) donc A) est faux et B) est vrai. On en
YE [x—o,x] y yelx—o,x]

déduit plus simplement que

http ://www.maths-france.fr 6 © Jean-Louis Rouget, 2014. Tous droits réservés.



o 1o
— <Inx—In(x —«) <
X

X —o

Comme — (Inx —In(x — «)) =In (1 — %) = gocx( ) , on a encore
9o (x) = =x (Inx —In(x — &)},
et donc cela fournit aussi _x(xxoc < gu(x) < —a. C) est faux et D) est vrai.

Question 20 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 20 : g, est dérivable sur Jo, +00[ et pour x > «,

1 1 x—o+ o o4
gi(x)=In(x—a) —lnx+x (— — —) =lnx—«a«)—Inx+ — —T=In(x—a) —Inx + ——,
X—o X X— o X—
puis
o (x) = 11« :x(x—oc)—(x—oc)z—ocx:_ o2 <0,
« x—a x (x—a)? x(x — a)? x(x — «)?
La fonction g"x est donc strictement décroissante sur ], +ool.
o o
Puisque d’autre part, lim g, (x) = lim In (1 — —) + =0, la fonction g/ est strictement positive sur Ja, +ool.
X—+00 X—+00 X X —x

Finalement, la fonction g4 est strictement croissante sur Ja, +ool. C) est vrai et A), B) et D) sont faux.

Question 21 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

Explication 21 : L’encadrement D) de la question 19 et le théoréme des gendarmes montrent que g4 tend vers —a quand
x tend vers +oo. En particulier, C, admet une asymptote horizontale d’équation y = —«. D’autre part, quand x tend
vers « par valeurs supérieures, g« (x) tend vers —oo et donc C, admet une asymptote verticale d’équation x = «. A) et
D) sont vrais et B) et C) sont faux.

Question 22 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

Explication 22 : Pour n > «, yn = e™ m(1-%) = e9« (M), Donc A) est faux.

La suite (gx(n)), -, est croissante car la fonction gy est croissante sur J&, +-oo[ et donc la suite (yn) est croissante car la
fonction exponentielle est croissante sur R. Donc B) est vrai et C) est faux.

Enfin, la suite gn () converge vers —a d’aprés la question 21 et donc la suite (yn ) converge vers e~* par continuité de la
fonction exponentielle sur R et donc en particulier en —x. D) est vrai.
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Question 23 :

A) VRAI
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

u
Explication 23 : A) est vrai car x > 0. En posant t = on obtient

1
(1 —t)"(nuw)* ndt = n**! J (1T —t)™ dt =n*I(x,n).
0

1

Fulx) = |

0
Donc C) est vrai et B) et D) sont faux.

Question 24 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 24 : Soient x un réel positif ou nul et n un entier naturel non nul.

Soit u €]0,n[. Puisque g, est croissante sur Ju,4+oo[ et que u < n < n+ 1, on a g,(n) < gu(n+ 1) ou encore

u u
— ) K e —
nln(] n)\(n+1)ln(1 n_}_])ouenﬁn

m((1-2)") <m <(1 - ﬁ)nH) .

Par croissance de la fonction exponentielle sur R, on en déduit que pour tout u de Uintervalle ]0, nl,

Uy u n+1
(1 — —) < (1 — n——H> puis que pour tout u de I'intervalle ]0, n[

n
n n+1
(1 — E) u* < (1 — L) ux.
n n+1

Cette inégalité reste valable pour u =0 et u =n par continuité en 0 et en n. Par croissance de 'intégrale, on a alors

n n n+1
J (1—E)nuX dugj <1—L> u* du.
0 n o n+1

C) et D) sont faux.

Question 25 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 25 : Soient x un réel positif ou nul et n un entier naturel non nul. D’apreés la question précédente,

n+1 n+1 n n+1 n+1 n+1
u u u
F = 1—— *du= 11— — *d 1—— *d
i1 (x) JO < n+1> u” du L( n+1> u u+L ( n+1) u” du

> Jn (1 _ %)“ux du+0 = Fp(x).
0

Ainsi, pour tout réel x > 0, la suite (Fn(x))n>] est strictement croissante. B) est vrai et A), C) et D) sont faux.
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Question 26 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

Explication 26 : Soient x un réel positif et 1 un entier naturel non nul. Puisque la fonction gy, est croissante sur Ju, +oo|,
pour tout u de JO,n[, on a g, (n) < . ligl gu(t). Or, quand t tend vers +o0,
—+00

u

gu(t) =tln (1 — %) ~tx (_Y) = —u.

Par suite, pour tout u €]0,n[, gy (n) < —u. A) est vrai et B) est faux. On en déduit que pour tout u €J0,n|

u n
(1 — —) uX = e9n (Wyx < e uyX,
n

n

Cette inégalité reste valable pour u = 0 et uw = n par continuité en 0 et en n.. En intégrant, on obtient F,, (x) < J e "u* du.

0
D) est vrai et C) est faux.

Question 27 :

A) FAUX
B) VRAI
C FAUX
d) FAUX

Explication 27 : Soit x un réel positif ou nul. D’aprés un théoréme de croissances comparées, lim u¥ 2% = 0. Donc
u—-+oo

il existe un réel U > 0 tel que pour tout w > U, w*t2e=% < 1 ou encore e Y < . B) est vrai et A) est faux.

ux+2
Soit alors n un entier supérieur ou égal a .
rm ru n
Fax) < | e™u*du=| e ™u* du+J e "u* du
Jo Jo u
ru M ux
< e_uux du+ X——O-Z du
Jo Juid
u mo u 11
< e "u® du+ — du:J' e " du——+ —
Jo uw 0 n u
u 1
< e "u du+ —.
J O u

L’inégalité de C) n’est vraie qu’a partir d’un certain rang. C) et D) sont faux.

Question 28 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 28 : Soit x un réel positif. D’aprés la question précédente, il existe un réel U > 0 et un entier naturel ng tel
que, pour tout n > nyp

Mais alors, pour tout n € N*,
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u
FnUJSQMaX{FﬂX%FﬂXL'“’E”(XLJ e_uuxd“*“$}'
0

Ainsi, la suite (Fn(x))n>1 est majorée. Comme d’autre part, la suite (Fn(x))n2] est croissante d’aprés la question 25, on
en déduit que la suite (Fn(x))n>] est convergente. A) est vrai et B), C) et D) sont faux.

Question 29 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

Explication 29 : A) est faux d’aprés la question précédente. Une intégration par parties fournit

n u\n < B n u n+1 1 n n(x+]) n u n+1 X
Cn(x+1) (" u\n LA
—‘KIFL(“ﬁﬁ (1= 5w au
n n n n
:Eﬁiilu O_E)lﬁdu_lj @_3)1gﬂd@
n+1 0 n nJo n
= nix+1) (Fn(x) _ an(x + ]))
n+1 n
Par suite <1 + :11:1]) Falx+1) = Tlr(lxi_:_]”l:n(x) et donc
n(x+1
vyn>1, Vx>0, Fu(x+1) = x—(l—n+)2Fn(X)
B) est vrai. Quand n tend vers +o00, on obtient
Vx>0, F(x+1) = (x+ 1)F(x)
i n u\n n u\n+l n
Donc C) est faux. Ensuite, F,,(0) = J'o (1 — E) du = {—n—_'_] (1 — E) L) = niT Quand n tend vers 400, on
obtient F(0) = 1. Mais alors, pour k > 1,

F(k)=kF(k—1)=kx(k—1) x...x2x1xFO0) =kl
et donc D) est vrai.

Partie 111

Question 30 :

A) FAUX
B) VRAI
C) VRAI
D) FAUX

-2
Explication 30 : Sur I, (E) est équivalente a : y’ + (;7”213 = 0. La fonction x —

Pensemble des solutions de (E) sur I est une droite vectorielle. A) est faux et B) est vrai.

x—2 .
(7”2 est continue sur I et donc
X _

Soit f une fonction dérivable sur I
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x—2

f solution de (E) & vx € I, f'(x) +
(x—1)2

f(x) =0& vx € ], f’(x)+<xl] —ﬁ)f(x)_o
1 1

) T =0

/ 1
&S Wxel ((1 —x)e_”Txf) x)=0&3IKeR/Vxel, (1—x)e7T=f(x) =K

Svxel, et/ (x) 4+ <

SIKeR/Wel, (1—x)e ™=f(x) =K

Donc C) est vrai et D) est faux.

Question 31 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 31 : Quand x tend vers 0,

1 ellx — (] +X+X2 +X3+O(X3)) e]+x+x2+x3+o(x3)

f(x) =

1—x

~e(1 +x+x2+x3+o< 3>>ex+xz+xs+o(x3>

<1+2x+§x + 2 +0(x3))

1

=e(lT+x+x*+x° T+ (x+x2 3)+§(x+x2)2+%(x)3+0(x3))

= (1—|—x+x +x3 +o 14 x4+ x +]63x —|—0( 3))

Donc, A) et B) sont faux. D’autre part,

1

1 _XC_HTX _ (] +X+X2 +X3 +o (X3)) e—]—x—xz—xs+o(x3)

g(x) =

2

= (1—|—x+x +x3 —}—o(x3 e XX x40 (x’)

2

=e ' (1+x+x*+ o (x?)) (1+ —Xx—x —X3)+—(—X_X2)2+_(_X)3+O(X3))
— (]+x+x +x3 +o (

1— ——x —éx3+o(x3))

_ 1 2
=e 1<1—zx2—§x3+0(x3)>

Donc C) est vrai et D) est faux.

Question 32 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

1
Explication 32 : Pour n = 0, on a pour tout réel x de I : f(0)(x) = ] eTx = Po <]—) eT = avec Po(X) = X.
—x —x
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Soit n > 0. Supposons qu’il existe un polynéme Py, tel que pour tout réel x de I, (™ (x) = Py, ( ) e . Alors

1—x

n _ n ! _ ] / 1 I]Tx ] 1 1lx
£l +1)(X)_(f( )) (x) = (]_x)ZP“<1—x)e +(]_x)2Pn<]—X)e

_ 1 , 1 1 1

_7(1_@2 (Pn (—]_X>+Pn<1_x)>e1
1 i

=Pnp1 (m)e -

avec Pry1 = X2 (Pn(X) + PZ(X)). Donc C) est faux et D) est vrai.

Ensuite, P1(X) = X2 (Po(X) + P4(X)) = X?(X + 1) = X3 + X2 (donc B) est faux.

Puis P2(X) = X2(X3 + X2 4+ 3X% +2X) = X° +4X* +2X3 et P3(X) = XZ(X® +4X* + 2X3 +5X* +16X3 + 6X?) =
X7 +9X® 4 18X° + 6X* et A) est vrai.

Question 33 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 33 : Puisque f est solution de (E) sur I, pour tout x de I on a
(1—=%)%f'(x) = (2 —x)f(x).
En dérivant n fois cette égalité (n > 1), la formule de LEIBNIZ permet décrire (y compris quand n = 1)

nn-—1)

2 21 (x) = (2 —x)f™ (x) = nf D (x).

(1 —x)2 "D (x) + 2n(x — D™ (x) +
Aprés simplification par el]Tx, on obtient pour tout x de I,

1
1T—x

(1—x)2Pn+1< >+((2n+1)x—2n—2)Pn <]1j)+nzpn1< 1 >_o.

1 1
Ensuite, X = T Sx=1— X’ X décrivant ]0, +oo[ et on a pour tout X > 0,

%mﬁm+Qm+nO—%»4w4ymm+ﬁm1m—o

et donc

Pri1(X) = (2n+ )X+ X?) Pn(X) —n?X*Pn_1(X).

Cette égalité est vraie pour une infinité de valeurs de X et donc pour tout X, et ceci pour tout 1 > 1. B) est vrai et A),
C) et D) sont faux.

Question 34 :

A) VRAI
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 34 : a, = f("(0) = P,(1)e! = eP,(1). Quand X = 0 dans I’égalité de la question précédente, on obtient
pour tout entier naturel n non nul,

ans1 =ePni(1) = (2n+2)ePn(1) —n2ePn (1) =2(n+ 1an —n?an_1.

Par suite, A) est vrai et B) est faux. De plus, ap = f(0) = e puis a; = f'(0) = P;(1)e' = 2e d’aprés la question 32.
Ensuite,
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a; =4a1 —ap =7e, a3 =6a; —4a; = 34eet ag = 8az — %a,; = 209.
La formule de TAYLOR-YOUNG a l'ordre 4 fournit alors quand x tend vers 0

0, , 7o, 3, 209, ,
f() a0+]X+FX +?X +IX +0( ) <1+2X+2X +€ +ﬂ +0( )

Donc C) est vrai et D) est faux.

Question 35 :

A) FAUX
B) VRAI
C) VRAI
D) FAUX

P P
k! 1
Explication 35 : S,,(0) = Z = Z = = up. Ensuite, pour p entier naturel non nul

(k)2
k=0 =0
P (k4 1)! k+1 k& P LIS Tl LA
SP(”:Z (k)2 _Z k! Zf Z Z ])!+ZE:ZE+ZEZHP*1+HP-
k=0 k=0 k=0 k=1 k=0 k=0 k=0

A) est faux et B) est vrai. Puisque u, tend vers e d’aprés la question 6 de la partie I, les suites (S, (0)) et (Sp(1))
convergent respectivement vers e et 2e. C) est vrai et D) est faux.

Question 36 :

A) VRAI
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 36 :

P P P
sp(n+1)—(zn+z)sp(n)+nzsp(n—1):Z(“Tk%;k) )y “““m#ZW
k=0 ’ k=0 k=0 ’
(n—1+M(n+1+MhL ) (2n+2)(n+k) +n?

Il
I\/I'd

i
o

M—T1+K)!1T—-2+1)n2+(2k+1-2—-2k)n+k? —K]|

Il
I\/I'd

i
o

(m—1+k)![-n —k + k2] Y m+k)! & (n—1+k)Kk2

Il
M'd

i
o

) - )
(n)+27(762(_k”!;2))! =—-S,(n)+ Lfk)!

2
k=1 k=0 (k1)
(n+p)
Donc A) est vrai et B) est faux.
Montrons par récurrence que pour tout n = 0, hrf S ( ) = an.
p—+oo
e D’aprés les questions 35 et 34, lim S,(0) =e=apet lim S,(1)=2e=a;.
p—+o0 p—too

e Soit m > 1. Supposons que lim Sy(n—1) =an_jet lim S,(n)=an,.

p=3-+oo p—too

Puisque Sp,(n+1) = (2n + 2)S,(n) — nzS]D (m—1)+Sp_1(n) = Sp(n), quand p tend vers +oo, Sp(n + 1) tend vers
(2n +2)an, —n?an_1 + an — an = any d’aprés la question 34.
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Le résultat est démontré par récurrence.

Mm+k)! Mm+k! nl 'n+k 1
2 - xﬁ_n. Eetdonc
P
n+k\ 1
= 1 = 1 ' b
an = lm Sp(n)=_lm m! < n )k!'

C) est vrai et D) est faux.
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