CONCOURS DE RECRUTEMENT

D’ELEVES PILOTE DE LIGNE

ANNEE 2008
EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Question 1 :

A) FAUX
B) VRAI
C) VRAI
D) FAUX

Explication 1 :
A) Pour 8 =0, on obtient T =16+ 5 ce qui est faux. Donc A) est faux.

B)
cos(50) = Re((cos 0 + isin0)®) = cos® 0 — 10 cos® Osin? 6 + 5 cos O sin* 0
= cos® 0 — 10 cos® 0(1 — cos? 0) + 5cos0(1 — cos? 0)? = 16cos® 0 — 20 cos® 0 + 5 cos 6.
Donc B) est vrai.

C) Pour 6 = %, on obtient 16 cos® © — 20 cos® 0 + 5cos @ = 0.
cos -~ est donc une Pune des racines de P = 16X5 — 20X3 4 5X = X(16X* — 20X2 + 5) ou encore de Q = 16X+ — 20X + 5

10
2
16X4—20X2+5:16< —g) —_16< 5+f><2 5%5>

car cos -~ #£0.
5++V5 5—-+v5 /5 5
Les racines de ce polynoéme sont les nombres + \/— . Puisque cos — 0 > 0, cos % € {\/ 8\/—'\/ +8\/—}' Enfin,

10
5—+v5 /5
8\/_ =0,5.< cos% < cos % et donc €0s 75 . La réponse C) est donc vraie.

D) et par suite, la réponse D) est fausse.

Question 2 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 2 :

2~z (V3D +i(V3+1)

z— 71 14+1

(V3= +i(V3+1)(1—i) = V3 +i=2e"/6.

N —

La similitude considérée est de rapport 2 et d’angle g Donc B), C) et D) sont faux et A) est vrai
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Question 3 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 3 :

= = 1—cos(2k0) 1 [ 2n—1
A) Z (2) sin? Z < )L) =5 (Z (E) — 1) — g =5 La réponse A) est fausse.
k=1

k=0

B) Pour 0 € nZ, ]; (E) cos(2k0) Z ( ) =2" — 1 +# cos(nKm) (COS(ZKW)) . B) est faux.

k=1
. . . I <
C) Si 0 € nZ, 0 n’est pas solution d’aprés B). Or k = —1 fournit — + — =0 € nZ. Donc C) est faux.
non

D) Pour 0 ¢ nZ,

n n
> <L‘> cos(2k0) (Z ( > 210 ) =Re ((e*® +1)" —1) = —1+Re(e!™®(2cos0)™) = —1 + 2™ cos(n®) cos™ 6.
k=1 k=1

et donc pour 0 ¢ nZ,

n
n 1
l; (k> cos(2kB) = 0 & cos(nB) cos™ O = n

1 1
Posons f(0) = cos(nB)cos™6. f(0) =1 > — et f (i) = 0 < =——. f étant continue sur R, le théoréme des valeurs
2n 2n AL

intermédiaires montre que D) est faux.

Question 4 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 4 :
z+1

A) et D) L’équation i 1 n’a pas de solution ou encore 1 n’a pas d’antécédent par f. A) et D) sont faux.
7z —

B) f(2i) =3 ¢ U et donc B) est faux.

2 .
1+ (T+1) — 2 =1. Comme 1 € U, C) est faux.

C) f0 T 1—1 2 2

Question 5 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

Explication 5 :
A) z, z? et z° ne sont pas deux a deux distincts si et seulement si z
FAS {Oa]a_]via_iajvjz}:D

2 =zouz’> =zouz’ =z ce qui équivaut a
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Pour z € D, z, 2% et z° sont alignés et pour z ¢ D,

Z(z—1)(Z2+ 22 +z+1)
z(z—1)

2

z, 22 et 2% alignés & A eR/2° —z=A(z> —2) & eR

SR +224z241eRe 22 +224+2€eR.

Donc A) est faux.
B) Faux pour z = 0.
C) H contient bien str tous les réels et donc C) est faux.

D) D’aprés A), en récupérant les cas particuliers, z est solution si et seulement si z3 + z% + z € R. Posons z = x + iy avec
(x,y) € R%.

P22 tz=(x+iy)P + (x+iy)? + (x +iy) = (x> = 3xy? + x> —y? +x) +i3x%y —y> + 2xy + y).
et donc
z solution & 3x’y —y? +2xy+y=0cy=0o0udx>* —y?2 +2x+1=0.

Ensuite,

1\? 2
-yl +2x+1=0&3(x+5] —y2+5=0&— 7+ 7=
3 3 V2 7
3 3
1
On reconnait I’équation d’une hyperbole de centre (5,0) et d’axe paralléle & I’axe des imaginaires. Le moitié de la

\E +/3.

2 b
distance entre les sommets est b = \/j Enfin les asymptotes ont pour coefficients directeurs +— = ++= =
a

3 2
3
Finalement, D) est vrai.
Question 6 :
A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX
Explication 6 :
A) Puisque cos 2“% €10, 1[, (un)n>2 est strictement décroissante. A) est faux.
B) Pour n > 2,
Lo no.m y
Vi1 Ui sin 5o B €08 Sy Sil oy B lbm(Z X W) B l
Vn Un  gin 21“ sin 21“ 2 sin 2171 2
Donc B) est vrai.
C) et D) Donc, v, tend vers 0. Puis vy, = vz et donc un = ! ! _2 Donc D) est fau
P v ' A 2n—2 o -1 A n—1 sinl 211711 n I x
n pAL

et C) également car u, et v, n’ont pas mémes limites.
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Question 7 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI ou FAUX
D) FAUX

Explication 7 : Je n’aurais pas choisi cette question parmi les 24 autorisées car il y a des erreurs d’énoncés qu’il serait
risqué d’essayer de corriger par soi-méme.

A) La machine fournit le graphique suivant :

1
f)=In(1+t)+1-— T f est donc indéfiniment dérivable sur R™ et strictement croissante sur Rt en tant que somme
de deux fonctions strictement croissantes sur R*. Mais quand t tend vers 0,
2 2

t t
f(t) :t—7+t2+0(t2):t+7+0(t2).

En particulier, f”(0) =1 > 0 et f « démarre strictement convexe ». A) est faux.

B) lim Ltt) =0 et donc B) est faux.

t—+oo

C) Ici, il y a trop de possibilités de correction de 1’énoncé pour se décider.

D) A coup str faux car si f/(xo) =0, f~! n’est pas dérivable en f(xo).

Question 8 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

Explication 8 : f est continue et strictement croissante sur R™ et donc réalise une bijection de R sur f(R*) = R". En

1 1
particulier, Yn € N*| la,, €]0,4o0l/ f(an) = o a savoir an = ! <H)

A) =1 ale méme sens de variations que f et donc f~' est strictement croissante sur R*. A) est faux.

1 1
B) On sait que f~! est continue sur R* et en particulier en 0. - tend vers 0 et donc a,, = f~! (E) tend vers f~1(0) = 0.
B) est vrai.

C) Une suite décroissante positive converge mais pas nécessairement vers 0. C) est faux.

Quand t tend vers 0, on a f(t) ~ t. Comme a,, tend vers 0 quand n tend vers +0c0, — = f(an) ~ an. D) est vrai.
n
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Question 9 :

A) VRAI
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 9 :
A) Probablement vrai si ’on ne se soucie pas de ’emploi de la lettre y et si d’autre part on tient compte du fait que
« dérivable sur Jy,y + a[ » ne veut pas dire pas dire « pas dérivable ailleurs ».

B) Soit ¢ > 0. 1l existe A > 0 tel que pour t > A, on ait [f(t) — | < %. Poury > A, on a

Jy+a(f(t) —9 dt‘ < Jyﬂ (1) — €] dt < Jwa E dt =¢.

y+a
J f(t) dt —af| =
Y Y

y

Donc B) est vrai.

C)
X a+X X X X+a a X
J (f(t +a) — f(t)) dt:J ' fu) du—J f(t) dt:J f(t) dt—l—J ' £(t) dt—J f(t) dth f(t) dt
0 a 0 a X 0 a
a X+a a
= fJ' f(t) dt—}—J f(t) dt — fJ f(t) dt + al.
0 X 0
C) est faux

1

X
D) J (Arctan(t 4+ 1) — Arctant) dt — fJ' Arctant dt+ 1 x ; Or
0 0

t 1
JArctant dt:tArctant—J ——  dt =tArctant — = In(1 +t?) + C,
1+t2 2
¢ done — [ Arets bt x e ) T T o by est &
€ onc . rctan 2 = 4 2 n 2 = 4 2 n-<. es aux.

Question 10 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

Explication 10 :
A) Posons f(x) . La formule de TAYLOR-MAC LAURIN fournit un réel 6 €]0,1[ dépendant de n et de x tel que

)_ n+1 GX) n+1
k' m+1)!

et donc

A) est faux. Notons que la formule de TAYLOR-MAC LAURIN est depuis longtemps hors programme. En maths sup, on ne
dispose que de la formule de TAYLOR-LAPLACE (« avec reste intégral ») :

n
£(k)
b)=)
k=0

b _m
_ a)k +J (b—t) f(n+1)(t) dt
a T
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ce qui fournit

LU

X n_ t

er = E E‘FEJ'O(X*'U e dt.
k=0

B), C) et D) Cette formule fournit déja :

k

n

+ X X_

neN, ¥ x e RT e ZZk!'
k=0

Pour x e R7, on a

n X 0
n! <ex — Z T(—T) :J (x —t)ve' dt = —J (—(t—x))"et dt = (—1)H! J (t—x)™et dt.
k=0

0 X

n
Xk

Pour x e R™, e* — Z 0 est du signe de (—1)™*! et donc positive si n impair et négative si n pair. Donc B) et D) sont
k=0

vrais et C) est faux.

Question 11 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 11 :

A) Puisque a(x) ~ b(x), il existe une fonction € définie sur un voisinage de « telle que a(x) = b(x)(1+€(x)) et lim e(x) = 0.

; X— X
Mais alors
In(a(x)) =In(b(x)) + In(1 + e(x)) avec lim e(x) = 0.
X— X
A) est vrai.

C) et B) Quand x tend vers 0, In (1 + % + sin? x) =In (1 + % + o(x)) = §+o(x) ~ % et In(14x) ~ x. Donc C) est faux.

X
Pourtant, 1+ 5 + sin? x et 14 x sont des expressions équivalentes en 0 car équivalentes & 1. Donc B) est faux.

D) La raison invoquée est insuffisante : il faut a tout prix éviter que les arguments des logarithmes tendent vers 1. D) est
faux.

Question 12 :

A) FAUX
B) VRAI
C) VRAI
D) FAUX

Explication 12 :
A) et B) Quand x tend vers 0, cos(ax) et cos(px) tendent vers 1 et donc

o2x2
In(cos(ax)) cos(ax)—1 ~ 7 o2
In(cos(px)) b cos(Bx) —1 - _BZXZ = @
2

Donc, A) est faux et B) est vrai.
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C) et D) On pose x = s + h de sorte que h = x — s tend vers 0.

6 6
1+ tan —
3x\ s Tt  3h\\ 1 2
tan(3x) In (tan ?> = tan (z + 3h) In (tan (Z + 7)) BRTED In — 3_h
2
B 1 3h 3h _ 3h+o(h)

C) est vrai et D) est faux.

Question 13 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 13 :

A) Pour x # 0,

f(x)—f(0) 1 x=1 x—1 —14+x—x?Inx

——————— = —exZ =exp —Inx ) =exp| ———— |.

x—0 x x2 x2
_ _x2 _
Quand x tend vers 0, —% ~ —X]—z — —oo et donc w — 0. f est dérivable en 0 et A) est faux.
11 12 2—x xo .

B) f'(x) = (; — x_2> f(x) = <_x_2 + x_3> f(x) = 3¢ ~Z . B) est vrai.

C) La raison invoquée est insuffisante. Il faut constater que f’ s’annule en 2 en changeant de signe. C) est faux.

D) Il v’y a pas de rapport entre la raison invoquée et la conclusion (on peut trouver beaucoup de graphes tangents a la
premiére bissectrice et la coupant en 3, 4... points). D) est faux.

Question 14 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 14 :

ix >
A), C) et D) /x(x + 2) est bien définie au voisinage de +o00 et équivalente & vVx? = [x| = { xsix =0

—xsix <0
pement proposé est équivalent & x en +o00. Ce développement est peut-étre le bon en 400 mais ne peut 1’étre en —oo. A)
est faux. Pour les mémes raisons C) et D) ont faux.

B) En +o0,

2\ /2 1 1 1 1 2 1
= (14 0] =x (1o pwo (1)) (1o (5)) =x (1 we (1)) =xr 2o

Donc B) est vrai.

. Le dévelop-
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Question 15 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 15 :
A) et B) A) et B) sont faux. Un résultat exact sur les sommes de RIEMANN est : si f est une fonction continue sur [a, b],

n

. b—a b—a . b—a ' b—a b
B (e Rt e M CEE = B EORT

a

n n K 1/n
C) H(n—i—k)_n(H <1+H)> — new Zi—1 n(145),

k=1 k=1
Donc C) est faux.
1

1 — 3 n
D);{§:}nﬂﬁ—g)&mdvmsj In(1+t) dt =[(t+ 1) In(t+1) —tly = 2In2 — 1 et donc ew Zi=1 m(1+5) L 221 _ Z
k=1 0

puis
D) est faux.
Question 16 :
A) FAUX
B) VRAI
C) VRAI
D) FAUX

Explication 16 :
A) Faux puisque le programme de maths sup ne permet d’intégrer que des fonctions continues par morceaux sur un
segment et pas des fonctions pouvant avoir une infinité de points de discontinuité.

B) Soit n € N*.

n n—1 k41 n—1 k41 n—1 1_-3™m 1-3™m
f(n) :J' 3- gt = Z J' 31t gt = Z J 37K gt — Z 3k _ —= 3 ; .
k=0

0 k=0 "k k=0"k 1— 2
3

Donc B) est vrai.

y
C) Vrai car f est croissante sur [0, +oo[ (pour 0 < x <y, f(y) — f(x) :J 37 gt > 0).

X

D) et donc D) est faux puisqu’au plus deux réponses sont exactes (la majoration par 3 doit étre fausse).

elin
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Question 17 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 17 :

A) Si g est solution, g’ est dérivable sur ]0,4oo[ et donc g est deux fois dérivable sur ]0, +o0o[. De plus pour x > 0,

1 1 1 1
g"(x) = fx—zg’ (—) = 759(1/(1/&) = fgg(XJ-

X

Donc A) est faux.

B) h est deux fois dérivables sur R et h/(t) = e'g’(e') = e*g(e™*) puis h”(t) = e'g(e™ ) —g'(e™") = e'g(e™ ") —g(e') et
donc

h”(t) —h'(t) + h(t) = e'g(e™") — g(e') —e'g(e™") + g(e') =0.

B) est vrai.

V3

C) et D) Les racines de I’équation caractéristique associée & y”’ —y’ +y = 0 sont 3 + = h est de la forme t —

et/? [A cos(v/3t/2) + B sin(\/gt/Z)} et donc g est nécessairement de la forme

g(x) = elmx)/2 [Acos((\/ﬁnx)m +B sm((\/§1nx)/2)] - X [Acos((\/ﬁnx)m n Bsin((ﬁlnx)/Z)]

Donc C) est faux. Réciproquement, g (%) = % {A cos ((\/glnx)/Z) — Bsin ((\/glnx)/Z)} et

g'(x) = 2]7 {Acos ((\/glnx)/z) + Bsin ((\/glnx)/z)} + VX X g {—Asin ((\/glnx)/Z) + B cos ((\/glnx)/z)}

_ 1

VX

A%B\/g coS ((\/glnx)/Z) + ﬁ sin ((\/glnx)/Z)

A+B —A B
;\/g =Acet # = —B ce qui équivaut & A = B+v/3. Il ne reste plus

Donc g est solution si et seulement si

qu’une lettre variable a savoir B et donc D) est faux

Question 18 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

Explication 18 :

d0g Oofox of oy u-+v u—v og T1of 1 of
A)etB) —=——+——.C = ty=—— d — =4 ——.
) et B) S T awou T ayou Commex = ety = onadone o = oo+ 25y
A) et B) sont faux.
. . . o . . . o%f 0% f
C) Si on suppose juste 'existence de dérivées partielles secondes, il n’y a aucune raison que —— =
oyox  0xdy

0l _1(0ox, @ o), 1 (0% ox oy
ovou 2 \0x2dv  dydx v 2¢ \Oxdy ov  dyZ ov
10%f 1 9%f 1 9%f 1 0%f

T 39x2  dcoydx dcoxdy Az oyl

http ://www.maths-france.fr 9 © Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés.



Donc C) est faux.

Zazf aZf 2 ,x X2 “ 3
D) c w2 o2 = c“e*ch(cy) — e*c“ ch(cy) = 0. Donc D) est vrai.

Question 19 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 19 :
A) et B) A) et B) sont faux car on peut avoir p < 0 ou aussi 0 ¢ [0, 27.

C) Faux car dx dy = |p|dp d®.

T T /6 pl
D) Pour 8 € [0, =], 2sin8 <1 & 0 € [0, =] et done Ap =J J' pdpd6. D) est faux.

2 6 0 2sin ©

Question 20 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 20 :

A) (1) x (x™ T —=1)+ (x™2) xx =1 et donc x™ ! —1 et x sont premiers entre eux d’aprés le théoréme de BEzoUT. A)
est vrai.

B) 4 divise 12 = 2 x 6 mais 4 ne divise pas 2 et 4 ne divise pas 6. Donc B) est faux.
C) et D) 6 divise 23 — 2 = 6 mais 2 ¢ 6Z U (1 + 6Z).

Question 21 :

A) VRAI
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 21 :

A) Soit X une partie fixée de E et k € [0,n] son cardinal. Les parties Y telles que XNY = @ sont les parties de X. Comme
le cardinal de Z(X) est 2¥, il y a 2% couples (X,Y) tels que XNY = @.

n
Maintenant, il y a < k) choix de X et k peut prendre toutes les valeurs de 0 & n. Le nombre cherché est

i (‘;)z‘e (24 1) =3"

k=0

B) XUY =E & XNY = @. Comme l'application X + X est une permutation de Z(E) (car est une involution de cet
ensemble), il y a autant de couples (X,Y) tels que XUY = E que de couples (X,Y) tels que XNY = &. Donc B) est vrai

C) et D) et par suite C) et D) sont faux puisqu’il y a au plus deux vrais possibles.
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Question 22 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 22 :
A) X™ + (—X") = 0 n’est pas un polyndéme de degré n. L’ensemble des polynomes de degré n n’est pas stable pour
Paddition et donc A) est faux.

B) Dans un corps, il y a deux opérations et donc B) est faux.

C) La suite nulle est dans I'ensemble et n’a pas d’inverse pour x ou aussi le seul élément neutre possible est la suite
constante (1) mais cette suite ne tend pas vers 0. C) est faux.

D) G = {(x,0), x € R} est un sous-espace de (R? +,.) et en particulier un sous-groupe de (R?,+). Mais (0,1) + G =
{(x,1), x € R} n’est pas un sous-groupe de (R?,+,.) car par exemple ne contient pas (0,0). D) est faux.

Question 23 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 23 :
A) et B) P(a) =0 = P(a?) = P(a)P(a + 1) = 0. Mais alors P((a?)?) = P(((a?)?)?) = ... =P(a?") = 0. A) est faux et
B) est vrai.

omn

C) Un polynoéme non nul n’a qu'un nombre fini de racines. La suite (a* ) ne prend donc qu'un nombre fini de valeurs.

En particulier, il existe n < m tel que a?” = a?" ou encore a? = = a. C) est vrai.
D) D) est faux car 0 peut étre racine de P. Par exemple, si P = X(X — 1), P(X?) = X2(X? — 1) = X(X + )X(X = 1) =
P(X + 1)P(X).

Question 24 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

Explication 24 : (Erreurs d’énoncés probables : il faut certainement supposer an, #0, ap # 0, p € Z*, g € N* et ap € Z*
en D)). Je n’aurais pas choisi cette question dans mes 24, il y a trop de doutes.

A)SiP (%) =0alors anp™ + an_1p™ 'q+...+ a1pq™ ! +apq™ = 0. On en déduit les égalités

aoq™ =p(—arq™ ' — ... —anp™ ) et anp™ =q(—an_1p™ ' —... —aoq™ ).

Ainsi, p divise apq™ et est premier & q™. D’aprés GAUss, p divise ap. De méme, q divise a,. Donc si il y a erreur d’énoncé
et qu’il faut lire p € Z*, alors A) est vrai. Sinon, A) est faux car 0 ne divise pas un entier.
1

5
B) p divise 5 et q divise 2. Donc p € {1,—1,5,—5} et q € {1, 2} puis % € {:H,:I:S,:I:z,:l:z}. B) est (probablement) faux.

1 5 1 5
C) % € {£1, 5, :I:z, :I:z}. Seul un nombre strictement négatif peut étre racine de P et il ne reste que % e{—1,-5, 3 fz}
et on vérifie & la machine qu’aucun de ces nombres ne convient. C) est faux.

D) D) est vrai si on suppose ap € Z*.
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Question 25 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 25 :

A) Faux. Il manque les (—1)¥.

B) V0 € R, T, (cos0) = cos(nb) = Tn(cos 0) et donc Vx € [1,1], T, (x) = Tn(x). Les polynoémes T, et T coincident en
une infinité de valeurs et sont donc égaux. B) est vrai.

C) —X2To + 2Ty = —X2 +2X #2X? — 1 = T,. Donc C) est faux.
D) dom(T;) =2 # 1 et donc D) est faux.

Question 26 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

Explication 26 :
n n
A)YP/ =P, 1 =P — — Une éventuelle racine multiple a de Py, dans C est aussi racine de P}, et donc de R 0 est

donc la seule racine multif)le de P,, possible. Comme 0 n’est pas racine de Py, Py, est a racines simples. A) est faux.

XT'L
B) P,, est une solution de y —y’ = o Les solutions de cette équation sont les x — Py (x) + Ae*. Une telle fonction est

un polynoéme si et seulement si A = 0. Donc B) est vrai.

CO)PM=n—n+2)+(n+2)—n=0.P'(N=nn+2)—n+2)m+1)+nn+2)=n—-1)(n+2) #0 pour n > 2.
Donc C) est faux.

D) Posons m = gn, q € N*.
X™—am = (XM)9—(a™)9 = (X" —a™) (XM +(XM)92(a™) + ...+ (XV)(a™)972 + (a™)9~T).

D) est vrai.

Question 27 :

A) VRAI
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

Explication 27 : (erreur d’énoncé : 3 réponses vraies).

27t

A) Cette famille est orthogonale pour le produit scalaire (f, g) — J' f(t)g(t) dt et comme toutes les fonctions sont non
0

nulles, la famille de fonctions est libre.

B) Soient F = Vect(1,cosx,...,cos(nx)) et G = Vect(1,cosx,...,cos™x). F est de dimension n+ 1 et G est de dimension

au plus n + 1.
De plus, cos(kx) = Ti(cosx) € G ou Ty est le k-éme polynéome de TCHEBYCHEV. Donc F C G puis dim(G) =n+1. On en
déduit que (1, cosx,...,cos™x) est libre.
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C) et D) On doit donc avoir C) et D) faux ce qui est malheureusement faux pour D). D) est effectivement fausse si on
se place sur 10, +oo[. On sait que

Vx>0, T x Arctanx + 1 XArctanJ—c—gxlzo,

et la famille de fonctions est liée. Mais si on se place sur R*, la famille est libre. En effet, I’ensemble des fonctions paires
et 'ensemble des fonctions impaires étant supplémentaires

1 1
Vx € R*, A+ uArctanx—l—vArctan; =0=>A=0etVx € R, uArctanx—l—vArctan; =0

= A=0et u=+v =0 (en faisant tendre x vers 0 ou + oc0).

La famille est donc libre.

Question 28 :

A) VRAI
B) AMUSANT
C) FAUX

D) VRAI

Explication 28 :

A) x et g sont dans FU G et donc x + g aussi puisque FU G est un sous-espace vectoriel.
Six+ge€Galorsx =(x+g)+ (—g) € G ce qui n’est pas. Donc x + g € F. A) est vrai.

D) Si F C G alors FU G = G est un sous-espace vectoriel. D) est vrai.
B) et C) et donc B) et C) sont faux.

Question 29 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 29 :

A)
k k k k
D Ailei+a)=0=) Nei=— (Zm) a€e HNK={0}= ) Awei=0=Vie[l,k], Ay =0.
i1 i=1 i=1 =1

Ainsi, la famille (e; + a,...,ex + a) est libre et donc dim(vect(e; + a,...,ex + a)) = k. A) est faux.

B) On a déja dim(vect(e; + a,...,ex + a)) = k = dim(E) — dim(H). De plus,

k k
D Nlei+a)eH=) MeieH=Vie[lK], A\=0.

i=1 i=1
Donc, vect(er + a,...,ex +a) N H ={0}. B) est vrai.

C) Si e1 + a € K alors a est une combinaison linéaire de ey, ..., ex ce qui impose a = 0.
Donc si a # 0, K # vect(e1 + a,...,ex + a). C) est faux.

D) {0} admet un et un seul supplémentaire & savoir E. Donc D) est faux.
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Question 30 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 30 :

A) On a toujours kerf C Kerf? (vVx € E, f(x) = 0= f(f(x)) = 0) et pas toujours kerf @ Imf = E. A) est faux.

B) e Supposons ker f @ Imf = E. Soit x € E. Il existe (y,z) € E? tel que x = y + f(z) et f(y) = 0. Mais alors
f(x) = f(y) + f2(z) = f2(z) € Im(f?) et on a Im(f) C Im(f?).

e Supposons Im(f) C Im(f?). Soit x € E. 3y € E/ f(x) = f2(y) ou encore f(x — f(y)) = 0 ou encore x — f(y) € ker(f). Mais

alors x = x —f(y) +f(y) est somme d’un élément de kerf et d’un élément de Imf. On a montré que E = kerf 4 Imf. D’autre
part, par le théoréme du rang, on a toujours dim(E) = dim(kerf) + dim(Imf) et finalement E = kerf @ Imf. B) est vrai.

C) Une intersection de sous-espaces n’est jamais vide et donc C) est faux.

D) Soit s une symétrie distincte de l'identité. s est un automorphisme de E et on a donc kers = {0} et Ims = E puis
E = kers @ Ims. Mais s2 = Idg # s. Donc D) est faux.

Question 31 :

A) VRAI
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 31 :

n—1
A) Supposons (x, f(x),...,f*1(x)) lice. Il existe (Ao, A1,...,An_1) # (0,0,...,0) tel que Z A (x) = 0.
k=0
n—1
Soit p € [0,n — 1] le plus petit indice k tel que Ax # 0. Alors Z A f¥(x) = 0 puis, comme n — 1 —p >0,
k=p

n—1
0=F""1"P [ 3 Nff(x) | =2 (%)
k=p

car Yk > n, f* =0. Comme f*~'(x) # 0, on en déduit A, = 0 ce qui est absurde. Donc A) est vrai.
B) Si g = Idg, alors Vp € N, gP = Idg # 0 et min{p € N, gP = 0} n’existe pas. B) est faux.

C) (x,f(x),...,f*1(x)) est libre et de cardinal n = dim(E). Donec, (x, f(x),...,f*"'(x)) est une base de E.
Soit (Ao, A1,...,An_1) ER™ ety =Aox + A f(x)+...+ Anfzfn_z(x) + ?\nfﬂcn_] (x).

y € ker(f) & f (Aox + M F(x) + ... + An2f™ 2 (x) + An1 (X)) =0 & Aof(x) + A f2(x) + ...+ An2f™" ' (x) =0
SA=A=...=A_2=0&1y e Vect(f* ' (x)).

Donc C) est vrai.

D) et par suite D) est faux puisqu’on a déja deux vrais.
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Question 32 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 32 :

A) dim(kerM) ne peut dépasser n mais n? —1 > n pour n > 2. Donc A) est faux.

B) On a M? = nM et donc par récurrence Vp € N*, MP = nP~"M (ce qui est faux pour p = 0). Donc B) est vrai.
C) Pour p =1, nP712PM = 2M # N. C) est faux.

D) Pour p = 1, @ (2)19] M = <5%> £N. D) est faux.

Question 33 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 33 :
A) dim(Rn[X]) =n+1 et A) est faux.

B) Vk € [0,n], deg((X — a)*) = k et on sait que B, est une base de R,,[X]. Les coordonnées d'un polynéme dans cette
base sont fournies par la formule de TAYLOR. B) est vrai.

C) et D) Les matrices de passage devraient étre de format n + 1 ce qui n’est pas. C) et D) sont faux.

Question 34 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 34 :
A) (M, (R), x) n’est pas un groupe et A) est faux.

B) L’application constante f : M — 0 convient et dans ce cas, f(I,,) =0 # 1.
C) La fonction constante f : M — 1 convient et dans ce cas YM € My (R), f(M) # 0. C) est faux.
D) Si f =0, toute matrice inversible vérifie f(A) = 0. D) est faux.

Question 35 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 35 :

A) a =0 fournit f4, = Idg qui est un automorphisme orthogonal. Donc A) est faux.
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B) Pour tout x de E,
[fa(x)]|? = |IX[|? = 2a < x,u >2 +a? < x,u >? [ul|? = (2a + a?) < x,u >2.

Quand a = 2 et x =1, on obtient [[f2(u)? — |[u/|* =8 # 0 et donc f, ¢ O(E). B) est faux.

C)et D)Sia=—2etx€ut,onaf(x)=xetsix€ Vect(u), f(x) =x—2 < x,u>u=x—2x = —x. Ainsi, f_ coincide
sur deux sous-espaces supplémentaires avec la réflexion par rapport au plan ul et est donc cette réflexion. C) est vrai et
D) est faux.

Question 36 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

Explication 36 :

A) et B) A) et B) sont faux du premier coup d’ceil car les matrices des parties linéaires ont dans les deux cas leurs
premiéres et derniéres lignes identiques et ne sont donc pas inversibles. Néanmoins, On a 'impression que B) comporte
une erreur d’énoncé (deux fois la méme idée semble peu probable). Déterminons donc I'expression analytique de la symétrie
proposée.

D est la droite de repére (A, W) ou A(T,1,1) et W = (1,-2,1).

Notons s la symétrie considérée et S sa partie linéaire (? est la symétrie orthogonale par rapport Vect(?)).
- - =
On sait que pour tout vecteur V=xi+ vyj +zk,

-
SV =2pu (V) -V =252 Y
u
_ 1 X —2x—2y+z
_ X 2:—!—2 R I :% oty 2e
1 z x—2y—2z
Mais alors
s(M) = s(A) + $(AM) = A + 5 (AM)
6-2a—-2b+c
1 —2(a—1)=2b—=1)+(c—1) 3
— 1) +3[ 2a=1+ -1 =2(c—1) | = w
1 (@a—=1)—=2(b—1)—=2(c—1) 64 a-b—2c
S

1
C) et D) s(D) est la droite passant par s(O) = (2,2,2) et dirigée par ?(?) = 5(1,72,72). Donc C) est faux car
(1,—2,—1) n’est pas colinéaire a ?(?) Par contre, la droite proposée en D) passe effectivement par (2,2,2) et sa
2x+y=0

y=z contient bien le vecteur (1,—2,—2).

direction d’équations {
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