CONCOURS DE RECRUTEMENT

D’ELEVES PILOTE DE LIGNE

ANNEE 2007
EPREUVE DE MATHEMATIQUES

PARTIE 1

Question 1 :

A) FAUX
B) VRAI
C) VRAI
D) FAUX

Explication 1 :

A)) etim/3 — %—i?#].

B))S*e&ﬂ/?’ e =1.
C)i*—1=(G-1G2+ij+1).Donci>*=1=(G-1[G2+j+1)=0=3j2+j+1=0carj#1.
D)j*+j=—1#1.

Question 2 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 2 :

A) Puisque j* =1, % =j puis a + bj? +¢j = x(1+§% +j) +y(1 +3° +3°) + z(1 +§* +j%) =3y + (x + 2)(1 +j +j2).
B) at+bt+e=x(1+1+1)+y(1+j+j?) +z(1+j*+j) =3x+ (y +2)(1 +j +j?).

C)a+bj+ci?=x(1+j+i%) +y(1+i2+i*H) +z(1+33 +33) =3z + (x +y)(1 +j +j?).

D) a+bj?+¢j =3y + (x +2)(1 +j+i?).

Question 3 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 3 :

A) et B) Le déterminant du systéme vaut
1 1 1
j j = Van(1,j,j%) # 0 car 1, j et j* sont deux & deux distincts.

j
1% (G%)?

Le systéme est donc de CRAMER et admet un et un seul triplet solution.

at+b+c _a+bjit+dj

C) et D) D’aprés Q2 B), x = 3 , dapres Q2 D) y = et d’apres Q2 C), z =
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a+ bj + ¢j?




Question 4 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 4 :
A)et C)a=1,b=3j,c=ij? (a, b et c ne sont pas tous réels) fournit x =0, y =1 et z=0 (x, y et z sont réels). Donc
A) est faux.
B) (x,uy,z) €ER3 =x+y+z€R= acR. Donc B) est faux.

1T V3 .

D)j?=—=—i—— et

V3 2, —
] > —j —5717. Donc j= # —j.

PARTIE 11

Question 5 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 5 :
Puisque € R*, o« + in # 0. Donc pour n € N,

) & : 1 : T x—in . .
Un +1ivy = J elotindx gy — - [e("‘““)x} = ——— [e%*(cos(nx) + isin(nx))],
0 x+n 0 a +mn

1

= ——— [ (acos(nx) + nsin(nx) +i(—ncos(nx) + acsin(nx)))]g
o2 +n?
et en prenant la partie réelle,

1 7

Uy = 22 [e®*(a cos(nx) + nsin(nx))],

Par une double intégration par parties on a aussi

s 2 -
= [ecos(u)If + 5 | e sinnx) dx = [ecostmu)lf + = e sin(mnxlf - 2 [ e cos(nx) ax
@ x Jo o o2 |y
- 2
= l [e"‘"(cos(nx) + n sin(nx))} — n—zun.
& x 0«
Question 6 :
A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI
Explication 6 :
D’aprés Q5, v = Im(un +1ivn) = ﬁ [e**(—n cos(nx) + asin(nx)))]ly = ﬁ((_])n—}—]nean +n).
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Par une double intégration par parties on a aussi

Vn =

RI— Q=

Explication 7 :
A) [uol =

[eO(X

le*™ —11 o

n 7T
sin(nx)]g — —J' e™* cos(nx) dx =

& Jo

lex]

B) D’aprés Q5), un =

02+ o?

le*™ —1| >

a((—1)"e*™—1)

1/m? —a?| > 1/(n? + «2)...

C) Siax>0enn e N

D) Faux pour n =

Explication 8 :

D’aprés Q6, vy, =

Explication 9 :

A) La suite ((_

B) La suite (—n) est majorée et diverge.
C) et D) [u,| = [«f(e®*™ +1)/(n? + o?) — 0.

n(1 — exm)
n2 +a?
0.

(71)““716“” +n

o? +n?

n
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n? + «?

< 0.

Question 7 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

et donc pour n impair u,| = |x|(e*™ + 1)/(n? + «?). Enfin, si n

o1
1o pour & = 1 par exemple.

25 82

et donc vy =

Question 8 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

2k
o? + 4k?

(1 —e*™). Donc vy, ~

1—e%™
k— 400 2k '

Question 9 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

n’est pas de signe constant et converge.
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PARTIE 111

Question 10 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 10 :
A) et B) Pour x =0, @1(u) =

—— et @7 n’est pas définie en 0.

sin” u
C) Pour x # 0, x%(cosu)? + (sinu)? = 0 = x?(cosu)? = (sinu)? =0 = cosu = sinu = 0 ce qui est impossible.
D) Pour x < 0 aussi.

Question 11 :

A) VRAI
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 11 :
A) et B) Voir Q10.

C) Pour x € R et u €]0, g],

cos u(x?(cosu)? + (sinu)?) — sin u(—2x? cos usinu + 2 sin u cos u)

(x2(cosu)? + (sinu)?)?2

1
2 3 2 SN2
x%(cosu)? + (2x% — 1) cosu(sinu)? X (cosu)” +2(x* — z) cos u(sinu)

(x2(cosu)? + (sinu)2)? (x2(cosu)? + (sinu)?)?2

D) Il ne devrait pas y avoir de probléme si x =1, et il y en a.

Question 12 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) VRAI

Explication 12 :

A) Pour x =0, @1 n’est pas continue en 0.

B) La restriction a [0, 1] de la fonction caractéristique de Q est définie sur le segment [0, 1] mais n’est pas intégrable sur
ce segment.

Question 13 :

A) FAUX
B) VRAI
C) VRAI
D) FAUX
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Explication 13 :
X

VX e R, J' % dt = Arctan X.
o T+t

Question 14 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) VRAI

Explication 14 :

A) La borne g est fausse.

1
1 T
B) J'O ]—i——tz dt = Arctan1 = Z

s
C) et D) On pose v =cosu et donc dv = —sinu du. Si u varie de 0 & 50V varie de 1 & 0 en décroissant et
s . 0 1
2 sinu —dv dv
K(x) = du=| 5—5—F—dv=| 5——+—->4d
(x) L 2cout 1 —cos2u oo L 21—z & L 21—z &

1 1
—J —dv dv—]J' ( ] + ! )dv
o 1—(1—x2)v? 2Jo \1—=V1T—x2v  1T+VT—x2v
1
I S /12 — 2
_zm[ |1 — /1T —x2v| +In[1+ /1 xvq

1 ) 14+v1—x2
fd n .
21 —x2 1—vV1—%2

1
0

Question 15 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

Explication 15 :
2 T+VI=x> 2 4
VT2 22 &

—) =—2Inx+1n4 ~—2Inx. Finalement

2 2
Quand x tend vers 0, 1—/1T —x2 = 1—(1—%+o(x2)) = X7+o(x2) et donc T—v1T —%x2 ~ % puis

1+\/1x2> 1(4
——F— | ~In

4
et donc (puisque — est un infiniment grand) In ( 5
X X

1—V1—x2

1 <1+\/1—x2>w1

K(x) = 1 1
M= At T iee ) 2

x —2Inx = —1Inx.

Question 16 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

Explication 16 :
z 2

A) et B) (1) :JZudu:%.
0

C) et D) Soit x > 0. En posant v = g —u, on obtient
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z
u
du

f(])—]f e du—xJ
0 lzcoszu+sin2u o cos2u+x2sin®u
X

s

0 — —V fud Es
2 mix (2 1 2 v
=X — X —dv = — —— dv—x —— dv
= sin v+ x2 cos? v 2 Jo x%2cos?v+sin“v 0 X?cos?2v+sin“v

X
= 25 — f).

s
Soit 0, =L
oit a €] ,2[
Ja ] du= l Ja ! ! ! du
o x2cos2u + sin?u ~ xJo xcos2u 1+ (tanu/x)? xcos?u
1 tan a
= - J —— dt(en posant t = (tanu)/x et donc dt = 1/x cos® u du)
X Jo 1+t2
1
= — Arctan(tan a) = E(car a €]0, E[).
X X 2
Quand a tend vers n on obtient J(x) J% ] du " et donc
AY = = —_
2 o x2cos?u+sin’u 2x
1 o m?
Question 17 :
A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX
Explication 17 :
2
h'(u) = 1— gcos(u). h' est strictement croissante sur [0, g], strictement négative sur [O,Arccos(%)[7 strictement

2. @
positive sur ] Arccos(%), z] et s’annule en Arccos(—).

T
h est décroissante puis croissante sur [0, —] mais cela ne suffit pas pour affirmer que h est négative ou nulle. Il manque

h(0) :h(7—2t) —o.

Question 18 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

T 2
Explication 18 : Soit x > 0. Pour u € [0, =], il est connu que sinu < u et d’autre part, Q17 montre que ;{u <sinu. En

2
. , s 2 .
résumé, pour u € [0, z], 0 < —u<sinu < u. Donc
T
2 53 Z ; 53
u sinu u
—XXJ —5 dung — dquJ —— du,
U o x2cos?u+sinu o x2cos?u+sin“u o x2cos?u+sin“u

ou encore
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2
0< —flx) <xKx) < f(x).
~ ~ —xInx, xK(x) tend vers 0 quand x tend vers O et il en est

Ainsi, ¥x €]0,1[, 0 < f(x) < xK(x)g. Comme XK(x) ~_
xX—

de méme de f(x).
Question 19 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

2

4

2
d’aprés Q16. Donc, d’aprés Q18 quand x tend vers o0, f(x) —

Explication 19 : Pour x > 1, f(x) = T ff(;)

)
T.
Question 20 :
A) VRAI
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX
Explication 20 :
1 1. Q_P-PP+Q+QP+Q) __ Q
P+Q P P2 P2(P+ Q) - P2(P+Q)
g(x + k) —g(x) JTZ[ wcos® u |1 JTZ[ u J'TZ(E J7£
k + o (xcos?u+ sin®u)? dw) = k<o P+ du 0 Pd " o P? du
IRRE 1 1 Q 17 uwQ?
K Jo ”<P+ E+ﬁ> M Jo RIEN R
z ucos*u
=1k
i Jo (x cos? u + sin? )2 ((x + k) cos? u + sin? u) du
3 ucos* u
du

2
o TR —
o (xcos?u+sin”u)?|(x + k) cos? u + sin“ u/

X > 0 et donc pour u € [0, z]

Ensuite, x > % >Oetx+k>x—z
(x cos? u + sin? u)?|(x + k) cos? u + sin’® u| = (x cos? u + sin® u)2((x + k) cos? u + sin® u) >
2 )3

(Z cos? u + sin? u)Z(f cos?u + sin®u) = (% cos? u + sin
Finalement
_ jus 2 us 4
g(x +k) —g(x) JrJ‘z ucos ?Lz aul < \k\Jz i ucos’ u .
k 0 (xcos?u+sin”u)? 0 (5 cos?u+sin?u)3
2 ucos® u
Enfin quand k tend vers 0, on obtient la dérivabilité de g et pour x > 0, g’(x) = fJ' — du.
o (xcos?u+ sin“u)?
Question 21 :
A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX
© Jean-Louis Rouget, 2007. Tous droits réservés
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flvx)
NG

Explication 21 : Pour x > 0, g(x) = ou aussi f(x) = xg(x?). Mais alors f est dérivable sur 10, 4+o0[ et pour x > 0

N

u((x? cos? u + sin® u) — 2x2 cos? u)

g
_Jg u duZXZJg ucos” u du:J

o x2cos?u+sin®u o (x2cos2u + sin?u)? 0 (x2 cos? u + sin? u)?

- J% u(—x2 cos? u 4 sin? u)) du

o (x2cos?u +sin® u)?

PARTIE IV

Question 22 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 22 :

A) Vx € R, f2(x) — f3(x) =x* et f2 — f2 ¢ E.

B) et C) E = Vect(fy,f2,f3,14,f5,1s).

D) La fonction nulle est dans F et ne peut avoir d’inverse pour Xx.

Question 23 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 23 : Je suppose qu’il y a une erreur d’énoncé et qu’il faut lire
f(x) = (A1 + Aax + Azx?) chx + (1 + pax + uzx?) shx.

Dans ce cas,

e = (00 + 1)+ Oz -+ e+ (s 3he) 4 (0 — ) + (g — 2 )x + (s — e

Comme (A1 — 1) + (A2 — p2)x + (A3 — u3)x?)e 2% tend vers 0 en +oo, f(x)e ™ tend vers 0 si et seulement si (A7 + p1) +
(A2 + p2)x + (A3 + p3)x? tend vers 0 quand x tend vers +o0o ce qui équivaut au fait que (A1 + )+ (A2 + w2 )x + (A3 + pu3)x?
est le polynéme nul. En résumé

lim f(x)e*=0&8 A +u1 =A2+uy =A3+u3 =0.

X— +00

De méme,

—_—

f(x)e* = Z(U\I — 1)+ (A2 —p2)x + (A3 — uz)x?) + %((7\1 + )+ Az + p2)x + (A3 + pz)x?)e.

et donc
lim f(x)e *=08A —w =A2—puy =Az3 —u3 =0.

X— —00
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Question 24 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 24 : La famille (fy,f2,f3,fs,f5,fg) est par définition génératrice de E ce qui montre que B) et D) sont
fausses. De plus pour (A1,A2, A3, 11, 12, H3) € R®

Mfr+wifa + A3+ wafa + Asfs +usfe =0=1f=0
éxggloof(x)efx:XLiljloof(X)QXZO:>7\1 tm =t =At =AM - =2~ =A3 —u3 =0
>M=M=M=p=pwp=u3=0
La famille (fq,f;,f3,f4,fs5,fe) est libre et donc une base de E.

Question 25 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 25 : D(f;) = f;, D(f2) =1, D(f3) =11 + 14 D(f4) = f2 + f3 D(f5) = 2f3 + f¢ et D(fg) = 2f4 + f5. Donc
vk € [1,6], D(fx) € E.
D est linéaire et D(E) = Vect(D(fx))1<k<6¢ C E. Donc D € .Z(E).

Question 26 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 26 : La matrice de f dans la base (f1,f2, 3,14, 5, fg) est

1T 01T 0 0 0
01 01T 00
000 1T 20
M=1001002
00 0 0 01
000 0 10
Question 27 :
A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

Explication 27 : C) et D) D(1) =0 montre que D n’est pas injective.
A) et B)

detM = =1x1x (1) X (1)

1
O’_uéo.

1
0

S O O O o —
[ NeNeoNeR el
o = O O —
S O O = =0
— O O NOO
S = PNO OO
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Donc D est un automorphisme de E. (Remarque : les fonctions constantes non nulles ne sont pas dans E).

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

Question 28 :

Explication 28 : D(f;) = f;, D(f2) =12 D(f3) =11 +f4 D(f4) =2 + f3 D(f5) = 2f3 + fg et D(fg) = 2f4 + f5.
o (D —1d)(f;) = D(fl)*fl =0,
e (D?—1d)(f2) =D(f2) = f2 =0
e (D2 —1d)(f3) =D(f1 +fa) —f3=f1 +f2 +f3 —f3 =11 +f2
o (D> —1d)(fa) = D(f2 +f3) — fa = f2 +f1 +f4 —fa = f1 + 12
o (D% —1d)(f5) = D(2f3 + fg) — f5 = 2(f1 + f4) + 2f4 + f5 — f5 = 2f; + 4f,4
o (D% —1d)(fg) = D(2f4 + f5) — f5 = 2(f2 + f3) 4+ 2f3 + fg — fg = 2> + 4f3
Donc Im(D? — 1d) = Vect((D? — 1d)(fx))1<k<e C Vect(f1,f2,f3,f4). Plus précisément,

Im(Dz —1Id) = Vect (0,0, f1 + f2, 1 + 2, 2f1 +4f4, 2f5 + 4f3) = Vect(fy + 2, 21 + 4f4, 2f, + 4f3).

Donc dim(Im(D? —1d)) < 3 et A) est fausse. De plus pour (a,b,c) € R3,

a(fy +f2) + b(2fy +4f4) + c(2f2 +4f3) = 0= (a+ 2b)f1 + (a + 2c)f2 +4cfz +4bfy =0
= a+2b=a+2c=4c=4b =0 (car (f1,f2,f3,T4) est libre)

Sc=b=a=0

(f1 + f2,2f1 + 4f4, 2f2 + 4f3) est donc une base de dim(Im(D? — Id)) et B) est vraie.

(D2—1d)(f;) = (D2—1d)(f2) = 0 et (D2—1d)(f3) et (D2—1d)(f4) sont dans Vect(f1,f;). Donc Im(D%2—1d)? C Vect(fq, f2)
et C) est fausse.

Im(D? —1d)? € (D? —1d)(Vect(f1,f2)) = {0} et D) est vraie.

Question 29 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

Explication 29 : Pour f € F, (D? — Id)(f) =
A) est fausse.

Les solutions de f”/ — f = 0 constituent un R-espace de dimension 2 et (f1,f2) est une famille libre de solutions de cette
équation. Donc D) est vraie.

D(D(f)) — Id(f) = f” — f. Donc B) est vraie. f; vérifie f”/ —f = 0 et donc

2 2

. . X . X
f ne constituent pas un espace vectoriel car x — — est solution et x — —— ne l'est pas. Donc C)

Les solutions de f'? —
es solutions de 7 7

est fausse.

Question 30 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

Explication 30 : (D2 —1d)?(f) = (D% —2D? +1d)(f) = f*) — 2f” +f. Donc Ker(D? —Id)? est de dimension 4 et comme

f1, f2, f3 et f4 sont dans ce noyau, D) est vraie.
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Question 31 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 31 : Ker((D? — Id)3) contient E et est donc de dimension au moins 6.

Question 32 :

A) VRAI
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 32 : (D? —1d)3(f) = (D® — 3D* + 3D? — 1d)(f) = f(®) — 3f(4) 4-3f” — f et donc A) est vraie. Le noyau
de Ker((D? — Id)*) est 'ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne a coefficients constants
d’ordre 8 et est donc de dimension 8. B) est fausse. E C Ker((D? —1d)3) et dim(E) = dim(Ker((D? —1d)3)) = 6. Donc
Ker((D? —1d)3 = E et C) est vraie.

L’équation différentielle (D3 — 1d)?(f) = g d’inconnue g € F a toujours des solutions et donc Im((D3 —1d)?) =F #E.

PARTIE V

Question 33 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX

Explication 33 : Pour tout réel 8, P, _1(cos0) 4+ Py41(cos8) = cos(n—1)0+ cos(n+1)0 = 2 cos 0 cosnb. Les polynomes
Pn—1 + Pny1 et 2XPy, coincident en une infinité de valeurs et donc P + Pry1 = 2XP,.

cos(n0) = Re((cos 0 +1isinB)™) = Re (Z (g) (isin 8)P cos™ P 9)

p=0
= > (;)(isine)zp cos" = ) <2n) (1) (1 — cos? B)P cos™ 2P .
o=2p=n " 0<p< % P
Donc P, = Z (n)(_])P(] _X2)PX2P — Z (n)(XZ_])PXn—Zp_
2p 2

0<p<y 0<p<t

Question 34 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX
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Explication 34 : A) P, (0) = Py (cos g) = cos(n%t) =0 si n impair.

B) Pn(—1) = Pn(cosm) = cos(nm) = (—1)™ #£ 0.

C) P2n(0) = cos(nm) = (—1)™. Ensuite, pour tout réel 8, —nsin(n®) = —sin OP/ (cos 0) et donc pour 6 ¢ 7Z, P} (cos0) =
sin(no) sin((2n + 1)0)

sin ©

puis P5, ,(cos®) = (2n+1) . Quand 0 tend vers g, on obtient

sin 0
‘ﬁn+ﬂ0):(Znﬁ-ﬂshﬂg—+nn):(AJP%b1+1y

D) Quand 6 tend vers ,

Question 35 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

n
2p

Explication 35 : Soit n € N*. D’aprés Q33, P,, = Z (
0<p<i
et donc deg(Pr) < n. De plus, le coefficient de X™ vaut

(@) )+ (@) =2 () + () = @) e () ((0) - () # (B) o ()

:l((] Y (1T —=1™) =21 (carn #0).

)(X2 —1)PX" 2P Pour 0 < p < %, 2p)+(n—2p)=n

N

Question 36 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 36 : Pour n € N*, P41 = 2XP, —Pr,_1. Po =1, P; =X, P, =2X2 — 1, P3 = 2XP, — Py =4X3 —3X et
P4 = 2XP3 — Py = 2X(4X3 —3X) — (2X%2 — 1) = 8X* — 8X? + 1.
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