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- PARTIE I -

a) 1) • E est le noyau d’une forme linéaire et donc E est un sous-espace vectoriel de R[X]. D est un endomorphisme de
R[X] et par restriction d ∈ L (E, R[X]).

• Soit P ∈ E. Si P ∈ Ker(d), P ′ = 0 et donc P ∈ R0[X]. L’égalité

∫1

0

P(t) dt = 0 impose alors P = 0. Par suite Ker(d) = {0}

et d est injective.

• Soit Q ∈ R[X]. Pour x ∈ R, posons

P(x) =

∫x

0

Q(t) dt +

∫1

0

(t − 1)Q(t) dt.

D’une part, D(P) = P ′ = Q et d’autre part

∫1

0

P(x) dx =

∫1

0

(∫x

0

Q(t) dt +

∫1

0

(t − 1)Q(t) dt

)

dx =

∫1

0

(∫x

0

Q(t) dt

)

dx +

∫1

0

(x − 1)Q(x) dx

=

∫1

0

(∫x

0

Q(t) dt + (x − 1)Q(x)

)

dx =

∫1

0

(

(x − 1)

∫x

0

Q(t) dt

)

′

dx

=

[

(x − 1)

∫x

0

Q(t) dt

]x=1

x=0

= 0.

Donc P ∈ E et ainsi d(P) = Q. On a montré que tout élément de R[X] a un antécédent par d dans E et donc que d est
surjective. Finalement

d est un isomorphisme de E sur R[X].

2) D’après 1)

∀Q ∈ R[X], ∀x ∈ R, d−1(Q)(x) =

∫x

0

Q(t) dt +

∫1

0

(t − 1)Q(t) dt.

b) 1) Pour x ∈ R, B1(x) =

∫x

0

dt +

∫1

0

(t − 1) dt = x +

(

1

2
− 1

)

= x −
1

2
.

Pour x ∈ R, B2(x) =

∫x

0

(t −
1

2
) dt +

∫1

0

(t − 1)(t −
1

2
) dt =

1

2
x2 −

1

2
x +

(

1

3
−

3

4
+

1

2

)

=
1

2
x2 −

1

2
x +

1

12
.

B1 = X −
1

2
et B2 =

1

2
X2 −

1

2
X +

1

12
.

2) Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2.

Bn(1) − Bn(0) =

∫1

0

B ′

n(t) dt =

∫1

0

Bn−1(t) dt.
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Maintenant, puisque n − 1 ≥ 1, Bn−1 = Φ(Bn−2) et donc Bn−1 ∈ E ou encore Bn(1) − Bn(0) =

∫1

0

Bn−1(t) dt = 0.

Finalement

∀n ∈ N \ {0, 1}, Bn(0) = Bn(1).

c) 1) Soit n ∈ N.

P ′

n+1 =
(

(−1)n+1Bn+1(1 − X)
)

′

= −(−1)n+1B ′

n+1(1 − X) = (−1)nBn(1 − X) = Pn.

∀n ∈ N, P ′

n+1 = Pn.

2) Soit n ∈ N. D’après 1), D(Pn+1) = Pn. De plus

∫1

0

Pn+1(t) dt = (−1)n+1

∫1

0

Bn+1(1 − t) dt = (−1)n+1

∫1

0

Bn+1(u) du (en posant u = 1 − t)

= 0 car Bn+1 ∈ E pour n ∈ N.

Donc Pn+1 ∈ E et finalement d(Pn+1) = Pn ou encore Φ(Pn) = Pn+1.

∀n ∈ N, Φ(Pn) = Pn+1.

3) P0 = B0 = 1. Par suite, pour tout entier naturel n,

Pn = Φn(P0) = Φn(B0) = Bn.

On a montré que

∀n ∈ N, Bn(1 − X) = (−1)nBn.

d) 1) Soient p ∈ N∗ et n ∈ N.

D(Qn+1) = pn

p−1∑

j=0

1

p
B ′

n+1

(

X + j

p

)

= pn−1

p−1∑

j=0

Bn

(

X + j

p

)

= Qn.

De plus,

∫1

0

Qn+1(t) dt = pn

p−1∑

j=0

∫1

0

Bn+1

(

t + j

p

)

dt = pn

p−1∑

j=0

∫ (j+1)/p

j/p

Bn+1(u) pdu = pn+1

∫1

0

Bn+1(u) du = 0 (car n + 1 ≥ 1).

Donc d(Qn+1) = Qn ou encore Φ(Qn) = Qn+1.

∀p ∈ N∗, ∀n ∈ N, Φ(Qn) = Qn+1.

2) Q0 =
1

p

p−1∑

j=0

1 = 1 = B0 et donc, comme en c)3), pour tout entier naturel n, Qn = Bn.

∀n ∈ N, ∀p ∈ N∗, Bn = pn−1

p−1∑

j=0

Bn

(

X + j

p

)

.

e) 1) Soit n ∈ N.

R ′

n+1 = B ′

n+2(X + 1) − B ′

n+2 = Bn+1(X + 1) − Bn+1 = Rn,
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De plus d’après b)2), Rn+1(0) = Bn+2(1)−Bn+2(0) = 0. Ainsi, Rn+1 est la primitive de Rn qui s’annule en 0 et finalement,

∀n ∈ N, ∀x ∈ R, Rn+1(x) =

∫x

0

Rn(t) dt.

2) R0 =

(

X +
1

2

)

−

(

X −
1

2

)

= 1 et donc par récurrence

∀n ∈ N, Rn =
Xn

n!
.

3) Soit (m, n) ∈ (N∗)2.

m∑

k=1

kn = n!

m∑

k=1

Rn(k) = n!

m∑

k=1

(Bn+1(k + 1) − Bn+1(k)) = n!(Bn+1(m + 1) − Bn + 1(1)) = n!(Bn+1(m + 1) − Bn + 1(0)).

∀(m, n) ∈ (N∗)2,

m∑

k=1

kn = n!(Bn+1(m + 1) − Bn + 1(0)).

- PARTIE II -

a) 1) Bn est un polynôme de degré n. La formule de Taylor fournit

Bn =

n∑

j=0

B
(j)
n (0)

j!
Xj =

n∑

j=0

Bn−j(0)

j!
Xj =

n∑

j=0

bn−j

Xj

j!
.

∀n ∈ N, Bn =

n∑

j=0

bn−j

Xj

j!
.

2) b0 = B0(0) = 1.
Soit n ∈ N∗. Puisque Bn ∈ E, on a

0 =

∫1

0

Bn(x) dx =

n∑

j=0

bn−j

∫1

0

xj

j!
dx =

n∑

j=0

bn−j

(j + 1)!
,

et donc

b0 = 1 et ∀n ∈ N∗, bn = −

n∑

j=1

bn−j

(j + 1)!
.

3) Soit k ∈ N∗. Puisque 2k+1 ≥ 2, d’après I.b)2), B2k+1(0) = B2k+1(1) et d’après I.c)3), B2k+1(0) = (−1)2k+1B2k+1(1) =

−B2k+1(1). Par suite, B2k+1(0) = B2k+1(1) = 0.

∀k ∈ N∗, b2k+1 = 0.

b) • Soit n ∈ N. D’après I.d)2), pour tout réel x, on a

Bn(x) = 2n−1

(

Bn

(x

2

)

+ Bn

(

x + 1

2

))

,

et en particulier pour x = 0, on obtient

bn = 2n−1

(

bn + Bn

(

1

2

))

et donc Bn

(

1

2

)

= bn(21−n − 1).
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∀n ∈ N, Bn

(

1

2

)

= bn(21−n − 1).

En particulier, ∀k ∈ N∗, B2k+1

(

1

2

)

= 0.

Pour x =
1

2
, on obtient aussi Bn

(

1

2

)

= 2n−1

(

Bn

(

1

4

)

+ Bn

(

3

4

))

= 2n−1(1 + (−1)n)Bn

(

1

4

)

. Si de plus n = 2k est

un nombre pair, on obtient B2k

(

1

4

)

= 2−2kB2k

(

1

2

)

= 2−2k(2−2k − 1)b2k.

Pour x =
1

3
, on obtient Bn

(

1

3

)

= 2n−1

(

Bn

(

1

6

)

+ Bn

(

2

3

))

= 2n−1

(

Bn

(

1

6

)

+ (−1)nBn

(

1

3

))

et donc Bn

(

1

6

)

=

(21−n − (−1)n)Bn

(

1

3

)

.

• D’après I.d)2), pour tout réel x, on a aussi

Bn(x) = 3n−1

(

Bn

(x

3

)

+ Bn

(

x + 1

3

)

+ Bn

(

x + 2

3

))

x = 0 fournit alors bn = Bn(0) = 3n−1

(

Bn(0) + Bn

(

1

3

)

+ Bn

(

2

3

))

= 3n−1

(

bn + (1 + (−1)n)Bn

(

1

3

))

et donc si

n = 2k est pair,

B2k

(

1

3

)

=
1

2
(31−2k − 1)b2k et B2k

(

1

6

)

=
1

2
(21−2k − 1)(31−2k − 1)b2k.

∀k ∈ N, B2k

(

1

4

)

= 2−2k(2−2k − 1)b2k, B2k

(

1

3

)

=
1

2
(31−2k − 1)b2k et B2k

(

1

6

)

=
1

2
(21−2k − 1)(31−2k − 1)b2k.

c) 1) Pour x ∈]0,
1

2
[, (−1)1B1(x) =

1

2
− x > 0.

Pour m = 1, ∀x ∈]0,
1

2
[, (−1)1B1(x) > 0.

2) Soit m ∈ N∗. Supposons que ∀x ∈]0,
1

2
[, (−1)mB2m−1(x) > 0.

La dérivée de (−1)mB2m est (−1)mB2m−1 et donc la fonction (−1)mB2m est une fonction strictement croissante sur [0,
1

2
].

De plus, d’après II.b)2),

(−1)mB2m(0) × (−1)mB2m

(

1

2

)

= b2
2m(21−2m − 1) ≤ 0.

D’autre part, on ne peut avoir (−1)mB2m(0)× (−1)mB2m

(

1

2

)

= 0 car B2m(0) et B2m

(

1

2

)

seraient simultanément nuls

(toujours d’après II.b)2)) contredisant ainsi la stricte croissance de la fonction (−1)mB2m sur [0,
1

2
]. Par suite, la fonction

(−1)mB2m s’annule une et une seule fois sur [0,
1

2
] en un certain réel θm de ]0,

1

2
[.

3) Puisque la fonction (−1)mB2m est strictement croissante sur [0,
1

2
], la fonction (−1)mB2m est strictement négative sur

[0, θm[ et strictement positive sur ]θm,
1

2
] et puisque ((−1)m+1B2m+1) ′ = −(−1)mB2m, la fonction (−1)m+1B2m+1 est

strictement croissante sur [0, θm] et strictement décroissante sur [θm, 1]. Enfin, puisque m ≥ 1, B2m+1(0) = 0 d’après

II.a)3) et d’après II.b), B2m+1

(

1

2

)

= 0. Finalement, la fonction (−1)m+1B2m+1 est strictement positive sur ]0,
1

2
[.
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4) Pour m = 1, la fonction (−1)mB2m−1 est strictement positive sur ]0,
1

2
[ et si pour m ≥ 1, la fonction (−1)mB2m−1 est

strictement positive sur ]0,
1

2
[ alors d’après 3), la fonction (−1)m+1B2m+1 est strictement positive sur ]0,

1

2
[. On vient de

montrer par récurrence que,

∀m ∈ N∗, la fonction (−1)mB2m−1 est strictement positive sur ]0,
1

2
[.

Mais alors, d’après 2),

∀m ∈ N∗, la fonction (−1)mB2m s’annule une fois et une seule sur [0,
1

2
] en un certain réel θm ∈]0,

1

2
[.

5) Soit m ∈ N∗.

B2m

(

1

4

)

B2m

(

1

6

)

=
1

2
(21−2m − 1)(31−2m − 1)2−2m(2−2m − 1)b2

2m < 0,

(B2m

(

1

4

)

et B2m

(

1

6

)

ne pouvant être simultanément nuls) ce qui montre que

∀m ∈ N∗, θm ∈]
1

6
,
1

4
[.

d) 1) Soit m ∈ N∗. D’après l’étude des variations de la fonction (−1)mB2m faite à la question c)2),

Max

{
|B2m(x)|, x ∈ [0,

1

2
]

}
= Max

{
|B2m(0)|, |B2m

(

1

2

)

|

}
.

Mais |B2m

(

1

2

)

| = (1− 21−2m)|B2m(0)| ≤ |B2m(0)| et donc Max

{
|B2m(0)|, |B2m

(

1

2

)

|

}
= |B2m(0)| = |b2m|. Finalement,

∀m ∈ N
∗, Max

{
|B2m(x)|, x ∈ [0,

1

2
]

}
= |b2m|.

2) Soit m ∈ N
∗. Max

{
|B2m(x)|, x ∈ [

1

2
, 1]

}
= Max

{
|B2m(1 − x)|, x ∈ [0,

1

2
]

}
= Max

{
|B2m(x)|, x ∈ [0,

1

2
]

}
. Par suite,

Max {|B2m(x)|, x ∈ [0, 1]} = Max

{
|B2m(x)|, x ∈ [0,

1

2
]

}
= |b2m|.

∀m ∈ N∗, Max {|B2m(x)|, x ∈ [0, 1]} = |b2m|.

- PARTIE III -

a) La restriction de P̃ à ]0, 1[ est classe C1 sur ]0, 1[ et se prolonge en une fonction de classe C1 sur [0, 1]. P̃ est donc de
classe C1 par morceaux sur [0, 1] puis sur R par 1-périodicité.

P̃ est continue sur R \ Z et d’autre part

1

2
(P̃(0+) + P̃(0−)) =

1

2
(P(0) + P(1)) = P̃(0).

Par 1-périodicité, P̃ vérifie

∀x ∈ R,
1

2
(P̃(x+) + P̃(x−)) = P̃(x).

D’après le théorème de Dirichlet, la série de Fourier de P̃ converge simplement vers P̃ sur R. Donc,
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∀x ∈ R, P̃(x) =
a0

2
+

+∞∑

k=1

(ak cos(2kπx) + bk sin(2kπx)) où

∀k ∈ N, ak = 2

∫1

0

P(t) cos(2kπt) dt et ∀k ∈ N
∗, bk = 2

∫1

0

P(t) sin(2kπt) dt.

b) 1) Soient x ∈ R et n ∈ N∗.
• Si x ∈ Z, puisque B̃2n est 1-périodique, on a B̃n(−x) = B̃2n(x).
• Si x /∈ Z, on a E(x) < x < E(x) + 1 et donc 0 < −x + E(x) + 1 < 1. Puisque B̃2n est 1-périodique

B̃2n(−x) = B̃2n(−x + E(x) + 1) = B2n(−x + E(x) + 1) = (−1)2nB2n(1 − (−x + E(x) + 1))

= B2n(x − E(x)) = B̃2n(x − E(x)) = B̃2n(x).

Finalement, la fonction B̃2n est paire.

B̃2n est continue sur ]0, 1[. De plus, d’après I.b)2),

B̃2n(0) =
1

2
(B2n(0) + B2n(1)) = B2n(0) = B2n(0+) = B̃2n(0+),

et

B̃2n(1) = B̃2n(0) = B2n(0+) = B2n(1−) = B̃2n(1−).

Ainsi, B̃2n est continue sur [0, 1] et donc sur R par 1-périodicité.

∀n ∈ N, B̃2n est continue sur R et paire.

2) Soient x ∈ R et n ∈ N
∗. L’égalité B̃2n−1(−x) = −B̃2n−1(x) est vraie quand x ∈ Z par 1-périodicité. Si x /∈ Z, d’après

I.c)3)

B̃2n−1(−x) = B̃2n−1(−x + E(x) + 1) = −B2n−1(x − E(x)) = −B̃2n−1(x − E(x)) = −B̃2n−1(x).

Finalement, B̃2n−1 est impaire.

Soit n ≥ 2. D’après I.b)2), B2n−1(0) = B2n − 1(1) = 0 et comme en 1), B̃2n−1 est continue sur R.

∀n ∈ N
∗, B̃2n−1 est impaire et ∀n ∈ N

∗ \ {1}, B̃2n−1 est continue sur R.

c) 1) Soit n ∈ N∗. I0(n) =

∫1

0

B2n(x) dx = 0 (car B2n ∈ E).

∀n ∈ N∗, I0(n) = 0.

2) Soit (n, k) ∈ (N∗)2. Deux intégrations par parties fournissent

Ik(n + 1) =

∫1

0

B2n+2(x) cos(2kπx) dx =
1

2kπ

(

[B2n+2(x) sin(2kπx)]
1

0 −

∫1

0

B ′

2n+2(x) sin(2kπx) dx

)

= −
1

2kπ

∫1

0

B2n+1(x) sin(2kπx) dx =
1

4k2π2

(

[B2n+1(x) cos(2kπx)]
1
0 −

∫1

0

B2n(x) cos(2kπx) dx

)

= −
1

4k2π2
Ik(n) (car pour n ≥ 1, B2n+1(1) = B2n+1(0) = 0).

∀(k, n) ∈ (N∗)2, Ik(n + 1) = −
1

4k2π2
Ik(n).
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3) Soit k ∈ N
∗. Deux nouvelles intégrations par parties fournissent

Ik(1) =

∫1

0

B2(x) cos(2kπx) dx =
1

2kπ

(

[B2(x) sin(2kπx)]
1

0 −

∫1

0

B1(x) sin(2kπx) dx

)

= −
1

2kπ

∫1

0

B1(x) sin(2kπx) dx

=
1

4k2π2

(

[B1(x) cos(2kπx)]
1

0 −

∫1

0

B0(x) cos(2kπx)dx

)

=
1

4k2π2
(B1(1) − B1(0) − Ik(0))

=
1

4k2π2
.

∀k ∈ N∗, Ik(1) =
1

4k2π2
.

4) Mais alors, pour (k, n) ∈ (N∗)2, Ik(n) =

(

−
1

4k2π2

)n−1

×
1

4k2π2
=

(−1)n−1

(2kπ)2n
.

∀(k, n) ∈ (N∗)2, Ik(n) =
(−1)n−1

(2kπ)2n
.

Soit n ∈ N∗. Puisque la fonction B̃2n est paire, ∀k ∈ N∗, βk(B̃2n) = 0 puis pour k ∈ N,

αk(B̃2n) = 2

∫1

0

B̃2n(x) dx = 2Ik(n) =






0 si k = 0

2(−1)n−1

(2kπ)2n
si k ≥ 1.

.

Soit alors x ∈ [0, 1]. D’après III.a)

B̃2n(x) = B2n(x) =
α0(B̃2n)

2
+

+∞∑

k=1

(αk(B̃2n) cos(2kπx) + βk(B̃2n) sin(2kπx)) = 2(−1)n−1

+∞∑

k=1

1

(2kπ)2n
cos(2kπx).

∀x ∈ [0, 1], B2n(x) = 2(−1)n−1

+∞∑

k=1

1

(2kπ)2n
cos(2kπx).

5) En particulier, si x = 0, on obtient

b2n =
2(−1)n−1

22nπ2n

+∞∑

k=1

1

k2n
,

et donc

∀n ∈ N
∗,

+∞∑

k=1

1

k2n
= (−1)n−122n−1π2nb2n.

.
d) 1) Soit n ∈ N∗.

1 ≤ 1 +

+∞∑

k=2

1

k2n
≤ 1 +

+∞∑

k=2

∫k

k−1

1

t2n
dt = 1 +

∫+∞

1

1

t2n
dt = 1 +

1

2n − 1
,

et d’après le théorème des gendarmes,

lim
n→+∞

+∞∑

k=1

1

k2n
= 1.
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2) D’après c)5) et d)1),

b2n ∼
n→+∞

2(−1)n−1

(2π)n
.

3) On a vu que ∀n ∈ N, b2n 6= 0. Soit x ∈ [0, 1]. D’après d)1) et 2)

∣

∣

∣

∣

∣

1

b2n

+∞∑

k=2

2
(−1)n−1

(2kπ)n
cos(2kπx)

∣

∣

∣

∣

∣

≤
2

|b2n|

+∞∑

k=2

1

(2kπ)n
∼

n→+∞
2

+∞∑

k=2

1

(2kπ)n

(2π)n

2
=

+∞∑

k=2

1

k2n
→

n→+∞
0.

Donc

B2n(x)

B2n(0)
=

n→+∞
2
(−1)n−1

(2π)n

cos(2πx)

b2n

+ o(1) = cos(2πx) + o(1),

et donc

∀x ∈ [0, 1] lim
n→+∞

B2n(x)

B2n(0)
= cos(2πx).

e) 1) B̃1 est de classe C1 par morceaux sur R, 1-périodique et vérifie en tout réel x, B̃1(x) =
1

2
(B̃1(x+) + B̃1(x−)) (car

1

2
(B̃1(0+) + B̃1(0−)) =

1

2
(
1

2
−

1

2
) = 0 = B̃1(0)). D’après le théorème de Dirichlet, la série de Fourier de B̃1 converge

simplement sur R vers B̃1.

Puisque B̃1 est impaire, ∀k ∈ N
∗, ak(B̃1) = 0 et pour k ∈ N

∗,

bk(B̃1) = 2

∫1

0

(

t −
1

2

)

sin(2kπt) dt =

[

−(2t − 1)
cos(2kπt)

2kπ

]1

0

+
1

kπ

∫1

0

cos(2kπt) dt = −
1

kπ
.

Donc

∀x ∈ R, B̃1(x) = −
1

π

+∞∑

k=1

sin(2kπx)

k
.

2) Soit n ≥ 2.

• On sait que la série de fonctions de terme général fk : x 7→ 2
(−1)n−1

(2kπ)2n
cos(2kπx) converge simplement sur [0, 1] vers la

fonction B2n.
• Chaque fonction fn est dérivable sur [0, 1] et pour x ∈ [0, 1],

f ′n(x) = 2
(−1)n

(2kπ)2n−1
sin(2kπx).

• Pour x ∈ [0, 1], |f ′k(x)| ≤
2

(2kπ)2(n−1)
. Comme

2

(2kπ)2(n−1)
est le terme général d’une série numérique convergente

puisque 2n − 1 ≥ 3 > 1, la série de fonctions de terme général f ′n converge normalement et donc uniformément sur [0, 1].

D’après le théorème de dérivation terme à terme, pour x ∈ [0, 1],

B2n−1(x) = B ′

2n(x) = 2(−1)n

+∞∑

k=1

sin(2kπx)

(2kπ)2n−1
.

∀n ∈ N \ {0, 1}, ∀x ∈ [0, 1], B2n−1(x) = 2(−1)n

+∞∑

k=1

sin(2kπx)

(2kπ)2n−1
.
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- PARTIE IV -

a) 1) Deux intégrations par parties fournissent

J1 =

∫1

0

(B2(t) − B2(0))f ′′(t) dt = [(B2(t) − B2(0))f ′(t)]
1

0 −

∫1

0

B1(t)f ′(t) dt = −

∫1

0

(

t −
1

2

)

f ′(t) dt

=

[

−

(

t −
1

2

)

f(t)

]1

0

+

∫1

0

f(t) dt = −
f(0) + f(1)

2
+

∫1

0

f(t) dt,

et donc

∫1

0

f(t) dt =
f(0) + f(1)

2
+ J1.

2) Soit k ≥ 2. Deux intégrations par parties fournissent

Jk =

∫1

0

(B2k(t) − B2k(0))f(2k)(t) dt =
[

(B2k(t) − B2k(0)f(2k−1)(t)
]1

0
−

∫1

0

B2k−1(t)f(2k−1)(t) dt

= −

∫1

0

B2k−1(t)f(2k−1)(t) dt (car B2k(1) − B2k(0) = 0)

= −
[

B2k−1(t)f(2k−2)(t)
]1

0
+

∫1

0

B2k−2(t)f(2k−2)(t) dt

=

∫1

0

(B2k−2(t) − B2k−2(0))f(2k−2)(t) dt +

∫1

0

B2k−2(0)f(2k−2)(t) dt (car pour k ≥ 2, B2k−1(0) = B2k−1(1) = 0)

= Jk−1 + b2k−2

∫1

0

f(2k−2)(t) dt = Jk−1 + b2k−2(f(2k−3)(1) − f(2k−3)(0)).

Donc

∀k ≥ 2, Jk − Jk−1 = b2k−2(f(2k−3)(1) − f(2k−3)(0)).

3) Soit n ≥ 1.

Jn − J1 =

n∑

k=2

(Jk − Jk−1) =

n∑

k=2

b2k−2

(

f(2k−3)(1) − f(2k−3)(0)
)

=

n−1∑

j=1

b2j

(

f(2j−1)(1) − f(2j−1)(0)
)

.

Par suite, d’après IV.a)1)

∫1

0

f(t) dt =
1

2
(f(0) + f(1)) + J1 =

1

2
(f(1) + f(0)) −

n−1∑

j=1

b2j(f
(2j−1)(1) − f(2j−1)(0)) + Jn.

Formule sommatoire d’Euler-Mac Laurin

∀n ≥ 2,

∫1

0

f(t) dt =
1

2
(f(1) + f(0)) −

n−1∑

j=1

b2j(f
(2j−1)(1) − f(2j−1)(0)) +

∫1

0

(B2n(t) − B2n(0))f(2n)(t) dt.

b) 1) Soient n ≥ 2 et α un nombre complexe non nul tel que |α| < 2π. IV.a)3) appliqué à la fonction f : t 7→ eαt fournit

eα − 1

α
=

1

2
(eα + 1) −

n−1∑

j=1

b2jα
2j−1(eα − 1) + α2n

∫1

0

eαt(B2n(t) − B2n(0)) dt.

Puisque α /∈ 2iπZ, eα−1 6= 0. Après multiplication des deux membres de l’égalité précédente par α et division par eα −1,
on obtient
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1 =
α

2

eα + 1

eα − 1
−

n−1∑

j=1

b2jα
2j +

α2n+1

eα − 1

∫1

0

eαt(B2n(t) − B2n(0)) dt.

Finalement

∀n ∈ N \ {0, 1}, ∀α ∈ C, 0 < |α| < 2π ⇒
α

2

eα + 1

eα − 1
= 1 +

n−1∑

j=1

b2jα
2j + ρn(α)

où ρn(α) =
−α2n+1

eα − 1

∫1

0

eαt(B2n(t) − b2n) dt.

2) Soient n ≥ 2 et α un nombre complexe non nul tel que |α| < 2π.

|ρn(α)| ≤
|α|2n+1

|eα − 1|

∫1

0

eRe(α)t|B2n(t) − B2n(0)| dt ≤
|α|2n+1

|eα − 1|

∫1

0

e|α|t|B2n(t)| + |B2n(0|) dt

≤
2|α|2n+1|b2n|

|eα − 1|

∫1

0

e|α|t dt (d’après II.d)2))

≤
2|α|2n+1|b2n|e|α|

|eα − 1|
.

Maintenant, d’après III.d)2)

2|α|2n+1|b2n|e|α|

|eα − 1|
∼

n→+∞
4

|α|e|α|

|eα − 1|

(

|α|

2π

)2n

→
n→+∞

0 (puisque |α| < 2π),

ce qui montre que lim
n→+∞

ρn(α) = 0. Ainsi, la série de terme général b2jα
2j converge et

∀α ∈ C, 0 < |α| < 2π ⇒
α

2

eα + 1

eα − 1
= 1 +

+∞∑

j=1

b2jα
2j.

c) Soient x ∈]−π; π[ puis α = 2ix. α est un complexe non nul de module strictement plus petit que 2π. D’après la question
précédente, on a

x cotanx =
2ix

2

e2ix + 1

e2ix − 1
= 1 +

+∞∑

j=1

b2j(2ix)2j = 1 +

+∞∑

j=1

b2j(−1)j22jx2j,

∀x ∈] − π, π[\{0}, x cotanx = 1 +

+∞∑

n=1

(−1)n22nb2nx2n.

Le rayon de la série entière précédente est donc supérieur ou égal à π. Mais, quand x tend vers π par valeurs inférieures,
x cotanx tend vers +∞ et donc R = π.
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