SESSION 1995
E.N.A.C Ingénieurs

FILIERE M

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES. OPTION

- PARTIE I -

a) 1) e E est le noyau d’une forme linéaire et donc E est un sous-espace vectoriel de R[X]. D est un endomorphisme de
R[X] et par restriction d € Z(E, R[X]).

1

e Soit P € E. Si P € Ker(d), P’ =0 et donc P € Ro[X]. L’égalité J P(t) dt = 0 impose alors P = 0. Par suite Ker(d) = {0}
0

et d est injective.

e Soit Q € R[X]. Pour x € R, posons

D’une part, D(P) = P/ = Q et d’autre part

1 1 x 1 1
J P(x) dx = (J Q(t) dt+J (t—1)Q(t) dt) dXZJ (
0 0 0 0 0
(‘1
I
x=1

. 1)JXQ(t) dt} =0.

0 x=0

x 1
J Q(t) dt) dx+J' (x —1)Q(x) dx

0 0

X 1 X !
J Q(t) dt—l—(x])Q(x)) dx:J ((x1)J Q(t) dt> dx

0 0

Donc P € E et ainsi d(P) = Q. On a montré que tout élément de R[X] a un antécédent par d dans E et donc que d est
surjective. Finalement

d est un isomorphisme de E sur R[X].

2) D’apres 1)

X 1
b) 1) Pour x € R, Bﬂx):J dt—l—J (t1)dt—x+(11) =x—
0
2

X

Pour x € R, B2(x) = J
0

1 1 T3 1\ 1, 1 1
(t—z)dtJrJ (t—1)(t— =) dt = =x* — x+(———+—)—zx - 3%+ 5
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1

Maintenant, puisque n —1 > 1, B;,_ 1 = ®(B,,_2) et donc B,,_1 € E ou encore B, (1) — B, (0) = J' Bn_i(t) dt = 0.
0

Finalement

vn e N\{0,1}, Bn(0) =Bn(1).

c¢) 1) Soit n € N.

Pl = (1) " Byt (1=X)) = (=)™ 'B/, (1 =X) = (=1)"Bn(1 — X) = Py

vneN, P/ ., =Py, I

2) Soit n € N. D’aprés 1), D(Pn+1) = Pn. De plus

1 1
Brnyi1(1—1t) dt = (—1)™! J Bri1(u) du (en posant u=1—t)

0

f Prat(t) dt = (1) J

0 0
=0car Bny1 € EpourneN.

Donc P41 € E et finalement d(Pn,+1) = Pn, ou encore ®(P,,) =Py,

vneN, O(Pn)="Pny1.

3) Po = Bo = 1. Par suite, pour tout entier naturel n,
Py = q)n(PO) = CD“(BO) = Bn.

On a montré que

vneN, By(1—-X)=(-1)"B,.

d) 1) Soient p € N* et n € N.

—1

o X+j 1 X+j
D(Qn+1) Z Bn+1 ( ) =P ! ZBn (T = Qn.
5=0

P
De plus,
p_1 t ] Pl o(G+1)/ 1
J Qnyr(t) dt =p™ J n+1 <—> dt =p" ZJ' Bnti1(uw) pdu :pn+1 J Bri1(uw) du=0 (carn+12>1).
j=0 p j—0 Ji/P 0

Donc d(Qn+1) = Qn ou encore @(Qn) = Qn1-

vp € N*a vn e N» (D(QTI) = QTI+]'

-1
17
2) Qo= — Z 1 =1=By et donc, comme en ¢)3), pour tout entier naturel n, Q, = By.
=0

L (XA
¥neN, VpeN*, By =p"' ) B, )
j=0

e) 1) Soit n € N.

R/+1 _Bn+2(x+” - T/'L+2 :Bﬂ+1(x+” _Bn—H :Rﬂa
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De plus d’aprés b)2), Rpy41(0) = Byy2(1)—Bn42(0) = 0. Ainsi, R4+ est la primitive de Ry, qui s’annule en 0 et finalement,

X
vneN, Vx eR, Rpi1(x) = J R.(t) dt.
0

1 1
2) Rp = <X + —> — <X — —) =1 et donc par récurrence

2 2
vn e N, Rn:X—.
n!
3) Soit (m,n) € (N*)2.
m m m
3K =t 3 Ru(k) =t Y (B (ot 1) =Bt (1) = (B (m+1) = Bt 1(1)) = (B (mo+ 1) =B +1(0)
k=1 k=1

Z = n!(Bny1(m+1) —Bn+1(0)).

- PARTIE II -

a) 1) By, est un polynéme de degré n. La formule de TAYLOR fournit

n j) n n ;
Bn:ZB&_(O)Xj:ZB%(O) j — &

2) bo =Bo(0) =1.
Soit n € N*. Puisque B, € E, on a

et donc

bo=1et¥neN* b

3) Soit k € N*. Puisque 2k+1 > 2, d’aprés 1.b)2), B2y 1(0) = Bary1(1) et d’aprés L.c)3), Baxy1(0) = (=1)2¥H 1 Byryq (1) =
—Bak+1(1). Par suite, Bory1(0) = Baxy1(1) =0.

Vk € N*, byrs1 = 0. I

b) e Soit n € N. D’aprés 1.d)2), pour tout réel x, on a

X x+ 1
By (x) =2 <Bn (5)+Bn ( . >)
et en particulier pour x = 0, on obtient

by = 2! <bn + By <%>) et donc By, <%) — b (21" —1).
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vn €N, By G) =bn(21 ™ —1).

1 1 1 1
Pour x = 7 on obtient aussi By, (Z) =2 <Bn (é_l) + Bn <%>) =211+ (=1)™)B, (4_1) Si de plus n = 2k est
1 1
un nombre pair, on obtient Boy <£_1> =2"2kB,, > =2"2%272 — )by

1 1 1
Pour x = 3 on obtient By <§) =] (Bn <g

—n n ]
(217~ (—1)™)B,, (3)

e D’aprés 1.d)2), pour tout réel x, on a aussi

b= o ) o (45) 0 (52)

x = 0 fournit alors by, = B, (0) = 3! <Bn(0) + Bn <l) +Bn (%>) = 3n-T (bn + (14 (=1)")B, <—)> et donc si

n = 2k est pair,

B (3 ) = 303 7%~ Toaw et Baw () = 521 = 1" 2 = o

1

z (21—2k_”(31—2k_”b2k_

N —

3

vk €N, Ba G) 272272 _ )by, B (1) _ :

(37725 —1)byx et Bak (l) =

c) 1) Pour x E]O,%[, (=1)"B1(x) = % —x>0.

1
Pour m =1, ¥x €10, 51, (~1)'B1(x) >0,

2) Soit m € N*. Supposons que Vx €]0, %[, (—=1)™Bom_1(x) > 0.

1
La dérivée de (—1)™Bom est (—1)™B2m 1 et donce la fonction (—1)™ B2, est une fonction strictement croissante sur [0, z].
De plus, d’apres 11.b)2),

1

(—1)™ B (0) x (=1)™ By (—

2) =b% (2™ -1 <o,

1 1
D’autre part, on ne peut avoir (—1)™ B2 (0) x (—1)™Bam (Z) =0 car B (0) et Bom (E) seraient simultanément nuls
(toujours d’apreés I1.b)2)) contredisant ainsi la stricte croissance de la fonction (—1)™ B2y, sur [0, Z]. Par suite, la fonction

1
(—=1)™B2 ., s’annule une et une seule fois sur [0, =] en un certain réel 0,, de ]0, = [.

'2 2
1
3) Puisque la fonction (—1)™ By, est strictement croissante sur [0, z], la fonction (—1)™ By, est strictement négative sur
1
[0,0m[ et strictement positive sur 10y, z] et puisque ((—1)™ " Bomy1)’ = —(=1)™Bym, la fonction (—1)™+ "By est

strictement croissante sur [0,0,,] et strictement décroissante sur [0.,,1]. Enfin, puisque m > 1, B2, 11(0) = 0 d’aprés

1 1
I1.a)3) et d’aprés IL.b), Bam 1 (E) = 0. Finalement, la fonction (—1)™*+ "B, 41 est strictement positive sur 0, z[.
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4) Pour m =1, la fonction (—1)™By,,—1 est strictement positive sur ]0, = [ et si pour m > 1, la fonction (—1)™ By, 1 est

'2

1 1

strictement positive sur ]0, =[ alors d’aprés 3), la fonction (—1)™* 1B,y 1 est strictement positive sur ]0, =[. On vient de
2 2

montrer par récurrence que,

1
Ym € N*, la fonction (—1)™Bj,,, 1 est strictement positive sur ]0, Z[.

Mais alors, d’aprés 2),

1
Vm € N*, la fonction (—1)™B;,, s’annule une fois et une seule sur [0, z] en un certain réel 0., €]0, z[.

5) Soit m € N*.
B, l B, l :1(21—2m_”(31—2m_”2—2m(2—2m_”b2 <0
L 4 L 6 2 2m )

1 1
(Bam <4_1> et Bom (g> ne pouvant étre simultanément nuls) ce qui montre que

1 1['

VmeN,eme]g,4

d) 1) Soit m € N*. D’aprés 1’étude des variations de la fonction (—1)™ By, faite a la question ¢)2),

M { Bam(cl, x € 10,31} = Mo { B2 (0l B2 () 1}

1

1
Mais [Bam <§) | = (1=2""2™)[B2m (0)] < [B2m (0)| et donc Max {IBzm(O). IB2m (§> I} = [B2m (0)| = [b2m|. Finalement,

1
vm € N*, Max {|Bzm(x)|, xe, 5]} ol

1 1 1
2) Soit m € N*. Max{BZm(x), X € [2,1]} = Max{IBZmU —x)|, x € [0, z]} = Max{BZm(x), x € [0, E]} Par suite,

Max {[B2m (x][, x € [0,1]} = MaX{Bzm(X)l, x € [0, %J} = [b2ml.

vm € N*, Max{[Bam(x)|, x € [0, 1]} = [b2m/.

- PARTIE III -

a) La restriction de Pa 10, 1[ est classe C! sur ]0, 1[ et se prolonge en une fonction de classe C' sur [0, 1]. P est donc de
classe C' par morceaux sur [0, 1] puis sur R par 1-périodicité.

P est continue sur R \ Z et d’autre part

Par 1-périodicité, P vérifie

D’aprés le théoréme de DIRICHLET, la série de FOURIER de P converge simplement vers P sur R. Donc,
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+00
VxR, Px) = S+ ) (i cos(2kmx) + bicsin(2kmx)) ot

k=1

1 1

P(t) cos(2kmt) dt et Yk € N*| by = ZJ P(t) sin(2k7tt) dt.
0

Vk € N, ak:ZJ
0

b) 1) Soient x € R et n € N*. 3 3
e Si x € Z, puisque By, est 1-périodique, on a B, (—x) = Ban (x). ~
e Six¢Z,onak(x)<x<E(x)+1et donc 0 < —x+E(x)+ 1< 1. Puisque By, est 1-périodique

Bon(—x) = Ban(—x + E(x) + 1) = Ban(—x + E(x) + 1) = (=1)*™Ban (1 — (—x + E(x) + 1))
= Bon(x — E(x)) = Bon(x — E(x)) = Ban (x).

Finalement, la fonction éZn est paire.
Ban est continue sur ]0, 1[. De plus, d’aprés L.b)2),

Ban(0) = 2(B2n(0) + Ban(1)) = B2 0) = B2 [0%) = B (07),
et
BZn(” — BZTL(O) - BZn(O+) - BZn(]_) - BZH(]_)-

Ainsi, Boy est continue sur [0, 1] et done sur R par 1-périodicité.

vn e N, l~32n est continue sur R et paire. I

2) Soient x € R et n € N*. L’égalité Bon_1(—x) = —Ban_1(x) est vraie quand x € Z par 1-périodicité. Si x ¢ Z, d’aprés
L.c)3)

Bon 1(—x) = Ban 1(—x+E(x) +1) = =Ban_1(x — E(x)) = —Ban_1(x — E(x)) = —Ban_1(x).

Finalement, By, 1 est impaire.

Soit n > 2. D’aprés 1.b)2), Bon—1(0) = B2n — 1(1) = 0 et comme en 1), Bon_1 est continue sur R.

vn € N*, Bon_1 est impaire et Yn € N* \ {1}, Bon_1 est continue sur R.

1

c¢) 1) Soit n € N*. Ip(n) :J Ban(x) dx =0 (car Ban € E).
0

vn € N*, Ip(n) =0.
2) Soit (n,k) € (N*)2. Deux intégrations par parties fournissent

1
Iiin+1)= J Boni2(x) cos(2kmx) dx !

1
0 = % <[BZn+z(x) sin(ka()]g) — J'o BJ. .5 (x) sin(2kmx) dx>

1

1 ! 1 1
_— 3 _ —
= m JO BZn-H (X) Sln(ZkHX) dx = 22 <[an+1 (X) COS(2k7[X)]O JO

1
BT

Bon (%) cos(2k7x) dx)

(n) (car pour n > 1, Boni1(1) = Ban41(0) = 0).

1 I (n).

v(k,n) € (N*)?, Te(n+1) = ~maalk
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3) Soit k € N*. Deux nouvelles intégrations par parties fournissent

1 1 1
(1) = Jo B (x) cos(2kmx) dx = 2]1—71 <[Bz(x) sin(Zkﬂx)]é - Jo B (x) sin(2kmx) dx) = 72]1—71 Jo By (x) sin(2kmx) dx
1
= 4—kl7'[2 ([81 (x) cos(kac)]é — Jo Bo(x) cos(kac)dx) = 4—kl7t2 (B1(1) —B1(0) — Ik (0))
]
C4K2n2”
1

4K -

1T\ L] (—1)n!
4K2m2  (2km)2n

4) Mais alors, pour (k,n) € (N*)%, Iy(n) = (

(1

ik € (N2, T(n) = G

Soit n € N*. Puisque la fonction By, est paire, Vk € N*, By (Ban) = 0 puis pour k € N,

) 1 Osik=0
ot (Ban ) zzj Bon(x) dx = 2Ix(n) ={ 2(-=1)™T | .
- > .
0 (2km)2 sik>1
Soit alors x € [0, 1]. D’apreés IIL.a)
B2n (x) = Ban(x) —mef(oc (Ban) cos(2kmx) + B (Ban ) sin(2kmx)) = 2(—1)™" io% (2kx)
2n = Db2n = 2 ~ k({D2n ) COS k\{D2n ) SN = ~ (2k7r)2“ COs .

Vx € [0,1], Bon(x) =2(—1)"! Z ﬁ cos(2kmx).

k=1

5) En particulier, si x = 0, on obtient

2= 2 g

bon = 22n2n K2n’
k=1

et donc

+00
1
VEN, Y o= (=) by,

k=1

d) 1) Soit n € N*,

+o00 1 +00 sk 1 +00 1 1
1S1+Z]<2—n§]+ZJ' J[Z_ndt:1+J' J[z—ndt:1+m,
k=2 k=2"k-1 L

et d’aprés le théoréme des gendarmes,
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2) D’aprés ¢)5) et d)1),

2(-1)n!

b o 2mm

3) On a vu que Yn € N, by, # 0. Soit x € [0, 1]. D’aprés d)1) et 2)

1 +o00 (7 )n,] 2 +o00 1 +00 1 (27‘[)“ +00 1
— 2————— cos(2knx)| < —— ~ 2 0.
bon kgz (2kmT)™ ( )< [bon b (2k7T)™ n—+oo kgz (2kmt)™ 2 = k2™ n—+oo
Donc
Bon(x) (=11 cos(2mx)
B2n(0) n—=+oo (2m)m bon +o(1) = cos(2mx) + o(1),
et donc

vx € 0,1 lim ()

n—+oo Dyn

= cos(27mx).

. . 1 - .
e) 1) By est de classe C! par morceaux sur R, 1-périodique et vérifie en tout réel x, By(x) = 2(81 (x™) +B1(x7)) (car

1.1 1

1 - B}
2(31(0+) +B1(07)) :2(5 — z) =0=

simplement sur R vers Bj.

los ]

1(0)). D’apreés le théoréme de DIRICHLET, la série de FOURIER de B; converge

Puisque By est impaire, Yk € N*, ax(B1) = 0 et pour k € N*,

1

- 1 2kt 1 1
by (By) = zL (t - Z) sin(2krmt) dt = [—(Zt— 1)%] + k—J cos(2krt) dt = ——.
Donc
2) Soit n > 2.
-1 n—1
e On sait que la série de fonctions de terme général fi : x — ZL cos(2kmx) converge simplement sur [0, 1] vers la
(2kr)2n
fonction Boy,.
e Chaque fonction f,, est dérivable sur [0, 1] et pour x € [0, 1],
/ (_1 )n
fn( ) = ZW Sln(ZkT[X)
e Pour x € [0, 1], [f{ (x)] € =————. Comme —————— est le terme général d’une série numérique convergente
> e (2km)2n—1) (2km)Zn—1) 8 K &

puisque 2n— 1 > 3 > 1, la série de fonctions de terme général f], converge normalement et donc uniformément sur [0, 1].

D’aprés le théoréme de dérivation terme a terme, pour x € [0, 1],

sin(2k7x)
Bon—1 (X) = Bén = n Z 2k7’[ v\ 2n—1"

< sin(2krx)
¥ne N\{0,1}, Vx € [0,1], Bon_1(x) =2(-1)" Y~

Zn1°
= (2k7r)2m
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- PARTIE IV -

a) 1) Deux intégrations par parties fournissent

et donc

2) Soit k > 2. Deux intégrations par parties fournissent

1 1
e = || (Bax(t) ~ Bawl0)F129) (1) dt = [(Bar(t) — Bax0F2 V(0] = [ Baa (02 Vit ar
0 0 Jo
1
Bt (12571 (1) dt (car Bai(1) — B2k (0) = 0)
0
1
~ [Bar 022100+ [ Bawaltf 1) g
0 Jo
1

1
:J (Baw_2(t) — Bax_2(0))f22) () dt+J Bai_2(0)f 22 (1) dt (car pour k > 2, Ba_1(0) = Ba_y (1) = 0)
0 0

1
=Ji_1+ bZk—ZJ' fR2) (1) dt = Ji_1 + bar_2 (FF3(1) — £(2<=3)(0)).

0
Donc
Vk > 2, Ji = i1 = bax 2 (f2573) (1) — £12K73)(0)).
3) Soit n > 1.
=Tt =3 (k= Ji1) szk 2 (F23(1) = F29(0)) = sz]( 370 (1) — £ (0)).
k=2

Par suite, d’aprés IV.a)l)

(£(0) +F(1)) +J1 = (1) + sz (1) — £2-1(0)) 4+ .

N —

J'] f(t) dt =

0

Formule sommatoire d’EULER-MAC LAURIN
1

sz a1 f(25_”(0))+J (B2n(t) — B2n (0))f?™ (1) dt.
0

b) 1) Soient n > 2 et & un nombre complexe non nul tel que |«| < 27t. IV.a)3) appliqué a la fonction f : t — e** fournit

1

ol Lt sz o 1)+oc2“J' e*'(B2n (1) — B2n(0)) dt.
0

Puisque o ¢ 2inZ, eox— 1 # 0. Aprés multiplication des deux membres de ’égalité précédente par « et division par e* —1,
on obtient
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xex+1 g2t !
b P I L J e**(Ban(t) — B2n (0)) dt.
j=1

Finalement

“ 11
v e N\(0,1), Ya e C, 0 <ol < 2m= 5

n—1
=1+ Z szoczj + pn(x)
j=1

eat(BZn(t) - bZn) dt.

B 7“2n+1 J‘1

2) Soient n > 2 et o« un nombre complexe non nul tel que |x| < 27t

|od2n+1 1 ‘odZn-H 1
lonledl < 75 ”J eRe (Y B,y (t) — Bon (0)] dt < WJ el !B (1) + [B2n (0]) dt
- 0 - 0
2|21 b 1
< MJ el*It dt (dapres 11.d)2))
lex —1] 0
2|2 by el
- lex —1]
Maintenant, d’aprés 111.d)2)
2o+ [byy fe!® el g\ " .
T oo Yo 1] \ 2 e 0 (puisque |« < 2m),

ce qui montre que lim py () = 0. Ainsi, la série de terme général ba;a?) converge et
n—+oo

e +1 < 2
Va € C, 0<\o¢|<2n;»zea—_1:1+j;b2joc1_

¢) Soient x €] — ;7| puis o0 = 2ix. o est un complexe non nul de module strictement plus petit que 27t. D’aprés la question
précédente, on a

2ix e2™x 41

X cotanx = 7621}(7—] =

+o0 +o0
T+ by(2ix)5 =1+ bay(—1)25x%,
j=1 j=1

400
Vx €] — m,m\{0}, xcotanx =1+ ) (=1)"2""banx™.

n=1

Le rayon de la série entiére précédente est donc supérieur ou égal & 7. Mais, quand x tend vers 7 par valeurs inférieures,
x cotan x tend vers +oo et donc R = 7.
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