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Epreuve de Mathématiques MP

Exercice 1

1. Etude de u

1.1. Soit P ∈ Cn−1[X]. u(P) = P(X+ 1) est un polynôme de même degré que P et donc u(P) ∈ Cn−1[X]. Ainsi, u est une
application de Cn−1[X] dans lui-même.

Soient (P1, P2) ∈ (Cn−1[X])
2

et (λ, µ) ∈ C2.

u (λP1 + µP2) = (λP1 + µP2) (X+ 1) = λP1(X+ 1) + µP2(X+ 1) = λu (P1) + µu (P2) .

Donc, u est un endomorphisme de Cn−1[X].

1.2. Soit j ∈ J0, n − 1K.

u (Pj) = (X+ 1)j =

j∑
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Ç
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Ç
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1.3. On en déduit que M =
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(avec la convention usuelle

(
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i

)

= 0 si

i > j), les lignes et les colonnes ayant été numérotées de 0 à n− 1.

1.4. La matrice XIn −M est triangulaire et donc son déterminant est le produit de ses coefficients diagonaux. Par suite,
χu = χM = (X− 1)n.

1.5. On en déduit que Sp(u) = (1, 1, . . . , 1). Si u est diagonalisable, alors M est diagonalisable puis M est semblable à
diag(1, 1, . . . , 1) = In et donc égale à In ce qui est faux. Donc, u n’est pas diagonalisable.

1.6. det(u) = det(M) = 1n = 1 6= 0 et donc u ∈ GL (Cn−1[X]). Ensuite, pour tout P ∈ Cn−1[X], posons v(P) = P(X− 1).
Pour tout P ∈ Cn−1[X], u(v(P)) = P(X− 1+ 1) = P et donc u ◦ v = IdCn−1[X] puis u−1 = v. Ainsi,

∀P ∈ Cn−1[X], u−1(P) = P(X− 1).

1.7. M−1 = MatB
(

u−1
)

. Or, pour tout j ∈ J0, n − 1K,

u−1 (Pj) = Pj(X− 1) = (X− 1)j =
n−1∑

i=0

(−1)j−i

Ç

j

i

å

Xi.

Donc, M−1 =

Ä

(−1)j−i
(

j
i

)

ä

06i,j6n−1
.

1.8. Montrons par récurrence que pour tout k ∈ N, pour tout P ∈ Cn−1[X], uk(P) = P(X+ k).

• L’affirmation est vraie quand k = 0.

• Soit k > 0. Supposons que pour tout P ∈ Cn−1[X], uk(P) = P(X+ k). Alors, pour tout P ∈ Cn−1[X],

uk+1(P) = u
(

uk(P)
)

= u(P(X + k)) = P(X+ k + 1).

Le résultat est démontré par récurrence :

∀k ∈ N, ∀P ∈ Cn−1[X], uk(P) = P(X+ k).

2.

2.1. D’après le théorème de Cayley-Hamilton, χu(u) = 0 ou encore (u− Id)
n
= 0 ou enfin ∆n = 0.
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2.2. Les valeurs propres de ∆ sont racines du polynôme annulateur Xn et donc toutes les valeurs propres de ∆ sont nulles.
Si ∆ est diagonalisable, il existe une base de Cn−1[X] constituée de vecteurs propres de ∆ associés à la valeur propre 0.
L’endomorphisme ∆ s’annule sur une base de Cn−1[X] et donc ∆ = 0 ce qui est faux (car par exemple ∆(1) = 1 6= 0).
Donc, ∆ n’est pas digoanlisable.

3. D’après la formule du binôme de Newton,

∆n
= 0 ⇒ (u− Id)n = 0

⇒
n∑

k=0

(−1)n−k

Ç

n

k

å

uk
= 0 (car u et − Id commutent)

⇒ ∀P ∈ Cn−1[X],
n∑

k=0

(−1)n−k

Ç

n

k

å

uk(P) = 0 ⇒ ∀P ∈ Cn−1[X],
n∑

k=0

(−1)n−k

Ç

n

k

å

P(X+ k) = 0

⇒ ∀P ∈ Cn−1[X], P(X+ n) +

n−1∑

k=0

(−1)n−k

Ç

n

k

å

P(X+ k) = 0.

Pour tout k ∈ J0, n − 1K, on pose ak = (−1)n−k

Ç

n

k

å

. Les nombres ak, 0 6 k 6 n − 1, sont des entiers relatifs tels que,

pour tout P ∈ Cn−1[X], P(X+ n) +

n−1∑

k=0

akP(X+ k) = 0.

Exercice 2

1. un ∼

n→+∞

1

n2
> 0 et la série de terme général

1

n2
converge (série de Riemann d’exposant 2 > 1). Donc, la série de

terme général un converge.

2. La fonction f : t 7→ sin(at)

et − 1
est continue sur ]0,+∞[.

Etude en 0.
sin(at)

et − 1
=

t→0+

at+ o(t)

t+ o(t)
=

t→0+

a+o(1). La fonction f se prolonge par continuité en 0 à droite et en particulier,

la fonction f est intégrable sur un voisinage de 0 à droite.

Etude en +∞.
∣

∣t2f(t)
∣

∣ =
t2| sin(at)|

et − 1
6

t2

et − 1
∼

t→+∞

t2e−t =
t→+∞

o(1) d’après un théorème de croissances comparées.

Donc, f(t) =
t→+∞

o

Å

1

t2

ã

. Puisque 2 > 1, la fonction f est intégrable sur un voisinage de +∞.

Finalement, la fonction f est intégrable sur ]0,+∞[. On en déduit l’existence de l’intégrale proposée.

3. Soit t > 0. Alors e−t ∈] − 1, 1[ puis

1

et − 1
=

1

et (1− e−t)
= e−t 1

1− e−t

= e−t

+∞∑

p=0

(

e−t
)p

(car
∣

∣e−t
∣

∣ < 1)

=

+∞∑

p=0

e−(p+1)t
=

+∞∑

k=1

e−kt.

4. Soit k ∈ N∗. La fonction t 7→ sin(at)e−kt est continue sur [0,+∞[ et est dominée par
1

t2
en +∞ (car k > 0 et d’après

un théorème de croissances comparées). L’intégrale proposée existe puis
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∫
+∞

0

sin(at)e−kt dt = Im

Ç∫
+∞

0

eiate−kt dt

å

= Im

Ç∫
+∞

0

e(−k+ia)t dt

å

= Im

(

ñ

e(−k+ia)t

−k+ ia

ô+∞

0

)

= Im

Ç

lim
t→+∞

e(−k+ia)t

−k + ia
+

1

k− ia

å

.

De plus,

∣

∣

∣

∣

∣

e(−k+ia)t

−k+ ia

∣

∣

∣

∣

∣

=
e−kt

√
k2 + a2

→
t→+∞

0 et donc lim
t→+∞

e(−k+ia)t

−k+ ia
= 0. Par suite,

∫
+∞

0

sin(at)e−kt dt = Im

Å

1

k− ia

ã

= Im

Å

k + ia

(k− ia)(k+ ia)

ã

= Im

Å

k + ia

k2 + a2

ã

=
a

k2 + a2
.

5. Montrons d’abord que pour tout réel x, | sin(x)| 6 |x|. L’inégalité est immédiate si |x| > 1. Soit x ∈]0, 1].

La fonction x 7→ sin(x) est concave sur ]0, 1] car sa dérivée seconde, à savoir − sin, est négative sur ]0, 1] ⊂
[

0,
π

2

]

. Sa courbe

représentative est donc en dessous de sa tangente en (0, 0) qui est la droite d’équation y = x. On a donc 0 6 sin(x) 6 x

puis | sin(x)| 6 |x|.
L’inégalité est encore vraie si x ∈ [−1, 0[, la fonction sin étant impaire et enfin, l’inégalité est claire si x = 0.

En résumé, pour tout réel x, | sin(x)| 6 |x|.

D’après la question 3.,

∫
+∞

0

sin(at)

et − 1
dt =

∫
+∞

0

(

+∞∑

k=1

sin(at)e−kt

)

dt.

Pour k ∈ N∗ et t ∈]0,+∞[, on pose fk(t) = sin(at)e−kt.

• chaque fonction fk est continue par morceaux sur ]0,+∞[.

• la série de fonctions de terme général fk, k ∈ N∗, converge simplement sur ]0,+∞[ vers la fonction f : t 7→ sin(at)

et − 1
d’après la question 3.. De plus, la fonction f est continue par morceaux sur ]0,+∞[.

•

+∞∑

k=1

∫
+∞

0

|fk(t)|dt =
+∞∑

k=1

∫
+∞

0

| sin(at)|e−kt dt

6 |a|
+∞∑

k=1

∫
+∞

0

te−kt dt = |a|
+∞∑

k=1

∫
+∞

0

u

k
e−u du

k
(en posant u = kt)

= |a|
∫
+∞

0

te−t dt

+∞∑

k=1

1

k2
= |a|Γ(2)

+∞∑

k=1

1

k2

< +∞.

Donc,

+∞∑

k=1

∫
+∞

0

|fk(t)|dt < +∞,

D’après le théorème d’intégration terme à terme sur un intervalle quelconque,

• chaque fonction fk est intégrable sur ]0,+∞[,

• la fonction f est intégrable sur ]0,+∞[,

• la série de terme général

∫
+∞

0

fk(t) dt converge,

•

∫
+∞

0

f(t) dt =

+∞∑

k=1

∫
+∞

0

fk(t) dt.

Plus explicitement,
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∫
+∞

0

sin(at)

et − 1
dt =

+∞∑

k=1

∫
+∞

0

sin(at)e−kt dt

= a

+∞∑

k=1

1

a2 + k2
(d’après la question 4.).

On a montré que pour tout a ∈ R,

∫
+∞

0

sin(at)

et − 1
dt = a

+∞∑

k=1

1

a2 + k2
.

6. Pour k ∈ N∗ et a ∈ R, on pose gk(a) =
1

a2 + k2
et pour tout a ∈ R, on pose g(a) =

+∞∑

k=1

1

a2 + k2
.

Soit k ∈ N∗. Pour tout a ∈ R, |gk(a)| = 1

a2 + k2
6

1

k2
puis ‖gk‖∞ 6

1

k2
. Ceci montre que la série de fonctions de terme

général gk converge normalement et donc uniformément sur R. Ainsi,

• chaque fonction gk est continue sur R,

• la série de fonctions de terme général gk converge uniformément vers la fonction g sur R.

On en déduit que la fonction g est continue sur R. En particulier,

lim
a→0, a 6=0

+∞∑

k=1

1

a2 + k2
= lim

a→0, a 6=0
g(a) = g(0) =

+∞∑

k=1

1

k2
=

π2

6
.

7. Développement en série entière de la fonction H : a 7→
∫
+∞

0

sin(at)

et − 1
dt

7.1. Soient a ∈] − 1, 1[ et k ∈ N∗. Alors,

∣

∣

∣

∣

a2

k2

∣

∣

∣

∣

=
a2

k2
6 a2 < 1 puis

1

a2 + k2
=

1

k2
× 1

1+
a2

k2

=
1

k2

+∞∑

n=0

(−1)n
Ç

a2

k2

ån

=
1

k2

+∞∑

n=0

(−1)n
(a

k

)2n

.

7.2. Par suite, pour tout a ∈] − 1, 1[, H(a) =

+∞∑

k=1

(

+∞∑

n=0

(−1)n

k2n+2
a2n+1

)

d’après la question 5..

Soit a ∈] − 1, 1[. Pour (k, n) ∈ N∗ × N, on pose uk,n =
(−1)n

k2n+2
a2n+1.

• Soit k ∈ N∗.

+∞∑

n=0

|uk,n| =
+∞∑

n=0

|a|2n+1

k2n+2
=

|a|
k2

+∞∑

n=0

Ç

a2

k2

ån

=
|a|
k2

1

1−
a2

k2

=
|a|

k2 − a2
< +∞.

•

+∞∑

k=1

(

+∞∑

n=0

|uk,n|
)

=

+∞∑

k=1

|a|
k2 − a2

< +∞ car
|a|

k2 − a2
=

k→+∞

O

Å

1

k2

ã

.

On en déduit que la famille (uk,n)(k,n)∈N∗×N
est sommable. D’après le théorème de sommation par paquets, on peut écrire

H(a) =
+∞∑

k=1

(

+∞∑

n=0

uk,n

)

=

+∞∑

n=0

(

+∞∑

k=1

uk,n

)

=

+∞∑

n=0

(−1)na2n+1

(

+∞∑

k=1

1

k2n+2

)

=

+∞∑

n=0

(−1)nζ(2n + 2)a2n+1.

7.3. La fonction H est développable en série entière sur ]−1, 1[ et en particulier, la fonction H est de classe C∞ sur ]−1, 1[.
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7.4. On sait que pour tout a ∈] − 1, 1[, H(a) =

+∞∑

p=0

H(p)(0)

p!
ap. Par unicité des coefficients d’une série entière, on en

déduit que pour tout n ∈ N,
H(2n)(0)

(2n)!
= 0 et

H(2n+1)(0)

(2n + 1)!
= (−1)nζ(2n + 2) puis H(2n)(0) = 0 et H(2n+1)(0) =

(−1)n(2n + 1)!ζ(2n + 2). En résumé,

∀p ∈ N, H(p)(0) =

®

0 si p est pair

(−1)
p−1

2 p!ζ(p+ 1) si p est impair
.

8. La fonction h : t 7→ ln(t)

t − 1
est continue sur ]0, 1[.

Etude en 0.
√
t h(t) =

√
t
ln(t)

t− 1
∼

t→0
−
√
t ln(t) =

t→0
o(1) d’après un théorème de croissances comparées. Par suite,

h(t) =
t→0

o

Å

1

t
1
2

ã

. Puisque
1

2
< 1, on en déduit que la fonction h est intégrable sur un voisinage de 0 à droite.

Etude en 1. h(t) =
ln(t)

t− 1
∼

t→1
1. La fonction h est prolongeable par continuité en 1 et en particulier, la fonction h est

intégrable sur un voisinage de 1 à gauche.

Finalement, la fonction h est intégrable sur ]0, 1[ puis l’intégrale proposée est convergente.

9. Soit p ∈ N. La fonction hp : t 7→ tp ln(t) est continue sur ]0, 1] et est négligeable devant
1

t
1
2

en 0. Donc, la fonction

hp est intégrable sur ]0, 1] puis Ip est une intégrale convergente.

10. Soit p ∈ N. Soit ε ∈]0, 1[. Les deux fonctions t 7→ tp+1

p+ 1
et t 7→ ln(t) sont de classe C1 sur le segment [ε, 1]. On peut

donc effectuer une intégration par parties qui fournit

∫1

ε

tp ln(t) dt =

ñ

tp+1

p+ 1
ln(t)

ô1

ε

−

∫1

ε

tp+1

p+ 1
× 1

t
dt = −

εp+1 ln(ε)

p+ 1
−

1

p+ 1

∫1

ε

tp dt.

Ensuite, lim
ε→0

−
εp+1 ln(ε)

p + 1
= 0 d’après un théorème de croissances comparées. Quand ε tend vers 0, on obtient

Ip =

∫1

0

tp ln(t) dt = −
1

p+ 1

∫1

0

tp dt = −
1

(p + 1)2
.

11. Pour tout t ∈]0, 1[, h(t) = −
ln(t)

1− t
=

+∞∑

p=0

−tp ln(t) =
+∞∑

p=0

−hp(t).

• chaque fonction −hp est continue par morceaux sur ]0, 1[,

• la série de fonction de terme général hp, p ∈ N converge simplement vers la fonction h sur ]0, 1[ et de plus, la fonction
h est continue par morceaux sur ]0, 1[,

•

+∞∑

p=0

∫1

0

|−hp(t)|dt =
+∞∑

p=0

∫1

0

−tp ln(t) dt =

+∞∑

p=0

1

(p + 1)2
< +∞.

D’après le théorème d’intégration terme à terme sur un intervalle quelconque,

• (chaque fonction hp est intégrable sur ]0, 1[),

• (la fonction h est intégrable sur ]0, 1[)

• la série de terme général

∫1

0

−hp(t) dt converge,

•

∫1

0

h(t) dt =

+∞∑

p=0

∫1

0

−hp(t) dt =

+∞∑

p=0

∫1

0

−tp ln(t) dt.

Plus explicitement,
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∫1

0

ln(t)

t− 1
dt =

+∞∑

p=0

1

(p+ 1)2
=

+∞∑

k=1

1

k2
.

12. Finalement,

∫1

0

ln(t)

t− 1
dt =

π2

6
.

Exercice 3

Question de cours

1. eat =
t→0

1+ at+
a2t2

2!
+ . . .+

antn

n!
+ o (tn) et ln(1 + at) =

t→0
at−

a2t2

2
+ o

(

t2
)

.

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

2. Etude d’exemples

2.1. Si X est une variable aléatoire certaine, alors k = 1 puis, pour tout t ∈ R∗,

ΦX(t) =
1

t
ln
(

1× ex1t
)

= x1.

2.2.

2.2.1. Pour t ∈ R∗, ΦZ(t) =
1

t
ln

Å

1

2
e0 +

1

2
et
ã

=
1

t
ln

Å

1+ et

2

ã

.

2.2.2. La fonction ΦZ est dérivable sur R∗ en tant que produit de fonctions dérivables sur R∗. Ensuite,

ΦZ(t) =
t→0

1

t
ln

Ç

1

2

Ç

1+ 1+ t +
t2

2
+ o

(

t2
)

åå

=
t→0

1

t
ln

Ç

1+
t

2
+

t2

4
+ o

(

t2
)

å

=
t→0

1

t

Ç

t

2
+

t2

4
−

1

2

Å

t

2

ã2

+ o
(

t2
)

å

=
t→0

1

2
+

t

8
+ o(t).

ΦZ admet un développement limité d’ordre 0 en 0 à savoir ΦZ(t) =
t→0

1

2
+o(1). La fonction ΦZ se prolonge par continuité en

0 en posant ΦZ(0) =
1

2
(on note encore ΦZ le prolongement). Ensuite, ΦZ (le prolongement) admet en 0 un développement

d’ordre 1 à savoir ΦZ(t) =
t→0

1

2
+

t

8
+ o(t). ΦZ est donc dérivable en 0 et de plus, Φ ′

Z(0) =
1

8
.

On a montré que la fonction ΦZ se prolonge en une fonction dérivable sur R.

3. Etude générale

3.1. ΦX est dérivable sur R∗. En tenant compte de
k∑

i=1

pi = 1,

ΦX(t) =
1

t
ln

(

k∑

i=1

pie
xit

)

=
t→0

1

t
ln

(

k∑

i=1

pi

Ç

1+ xit+
x2i t

2

2
+ o

(

t2
)

å

)

=
t→0

1

t
ln

(

1+

(

k∑

i=1

pixi

)

t+
1

2

(

k∑

i=1

pix
2
i

)

t2 + o
(

t2
)

)

=
t→0

1

t

Ñ

(

k∑

i=1

pixi

)

t+
1

2

Ñ

(

k∑

i=1

pix
2
i

)

t2 −

(

k∑

i=1

pixi

)2
é

t2 + o
(

t2
)

é

=
t→0

k∑

i=1

pixi +
1

2

Ñ

(

k∑

i=1

pix
2
i

)

t2 −

(

k∑

i=1

pixi

)2
é

t+ o (t) .
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3.2. Comme à la question précédente, on peut prolonger ΦX par continuité en 0 en posant ΦX(0) =

k∑

i=1

pixi. Le

prolongement, encore noté ΦX, admet un développement limité d’ordre 1 en 0 et est donc dérivable en 0. De plus,

Φ ′
X(0) =

1

2

Ñ

(

k∑

i=1

pix
2
i

)

t2 −

(

k∑

i=1

pixi

)2
é

.

On a montré que la fonction ΦX se prolonge en une fonction dérivable sur R.

3.3. ΦX(0) =

k∑

i=1

pixi = E(X).

3.4. Φ ′
X(0) =

1

2

(

E
(

X2
)

− (E(X))2
)

=
V(X)

2
.

3.5. • Puisque pk > 0,

k∑

i=1

pie
xit

∼

t→+∞

pke
xkt →

t→+∞

+∞ car xk > 0. Donc,

Φx(t) ∼

t→+∞

1

t
ln
(

pke
xkt
)

= xk +
ln (pk)

t
∼

t→+∞

xk.

Donc, lim
t→+∞

ΦX(t) = xk = Max(X).

• De même, Φx(t) ∼

t→−∞

1

t
ln (p1e

x1t) =
t→−∞

x1 + o(1) (y compris si x1 = 0) puis lim
t→−∞

ΦX(t) = x1 = Min(X).

3.6. Si ΦX est impaire, alors ΦX(0) = 0. Mais ΦX(0) = E(X) =

k∑

i=1

pixi > pkxk > 0 (car k > 2). Donc, la fonction ΦX ne

peut pas être impaire.

4. Soit t ∈ R∗. D’après la formule de transfert,

E
(

etX
)

=

k∑

i=1

pie
xit = etΦX(t),

ou aussi ΦX(t) =
1

t
ln
(

E
(

etX
))

.

5. Puisque X et Y sont discrètes finies, X+ Y est discrète finie.

Soit t ∈ R∗. Les variables X et Y sont indépendantes et il en est de même des variables etX et etY . Par suite,

ΦX+Y(t) =
1

t
ln
Ä

E

Ä

et(X+Y)
ää

=
1

t
ln
Ä

E

Ä

etX × etY)
ää

=
1

t
ln
Ä

E
(

etX
)

E

Ä

etY)
ää

(car etX et etY sont indépendantes)

=
1

t
ln
(

E
(

etX
))

+
1

t
ln
(

E
(

etY
))

= ΦX(t) +ΦY(t).

On a montré que ΦX+Y = ΦX +ΦY .
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