SESSION 2026 E3A

Epreuve de Mathématiques MP

Exercice 1

1. Etude de u

1.1. Soit P € C,,_1[X]. u(P) = P(X + 1) est un polyndéme de méme degré que P et donc u(P) € C,,_1[X]. Ainsi, u est une
application de C,_1[X] dans lui-méme.

Soient (P1,P2) € (Cn1[X])* et (A, p) € C2.

W (AP 4+ uP2) = (AP + uP2) (X4 1) =AP1(X 4+ 1) + uP2(X +1) = Au (P1) + pu (P2) .
Donc, u est un endomorphisme de C,_1[X].

1.2. Soit j € [0,n — 1].

1.3. On en déduit que M = | . _ - : - ((J

)) _ (avec la convention usuelle (]) =0si
vV /o<i,j<n—1 1

0 oo vee wee 0 (™D
1> 7j), les lignes et les colonnes ayant été numérotées de 0 A n— 1.

1.4. La matrice XI,, — M est triangulaire et donc son déterminant est le produit de ses coefficients diagonaux. Par suite,
Xu=Xm=X-=1)"

1.5. On en déduit que Sp(u) = (1,1,...,1). Si u est diagonalisable, alors M est diagonalisable puis M est semblable a
diag(1,1,...,1) =L, et donc égale a I, ce qui est faux. Donc, u n’est pas diagonalisable.

1.6. det(u) =det(M) = 1" =1 #0 et donc u € GL (Cy,—1[X]). Ensuite, pour tout P € C_1[X], posons v(P) = P(X—1).
Pour tout P € Cnq[X], u(v(P)) =P(X—1+41) =P et donc uov=1Idg, ,x puis u~' =v. Ainsi,

VP e Cnq[X], w ' (P)=P(X—1).
1.7. M~ =Matg (u'). Or, pour tout j € [0,n— 1],

n—1 .
W (P = B (X=T) = (X=1) = 3 (1) ().)Xi.

4 i
i=0

Donc, M~ 1 = ((_])jii(g))ogi,jgn—f

1.8. Montrons par récurrence que pour tout k € N, pour tout P € C,,_1[X], u*(P) = P(X + k).
e L’affirmation est vraie quand k = 0.

e Soit k > 0. Supposons que pour tout P € C,,—1[X], u*(P) = P(X + k). Alors, pour tout P € C,,_1[X],
u T (P) = u (u(P)) =w(P(X +k)) =P(X+k+1).
Le résultat est démontré par récurrence :

vk € N, VP € Cr_1[X], u*(P) = P(X + k).
2.

2.1. D’aprés le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, (1) = 0 ou encore (1 —1d)™ = 0 ou enfin A™ = 0.
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2.2. Les valeurs propres de A sont racines du polynéme annulateur X™ et donc toutes les valeurs propres de A sont nulles.
Si A est diagonalisable, il existe une base de C,,_1[X] constituée de vecteurs propres de A associés a la valeur propre 0.
L’endomorphisme A s’annule sur une base de C_1[X] et donc A = 0 ce qui est faux (car par exemple A(1) =1 # 0).
Donc, A n’est pas digoanlisable.

3. D’aprés la formule du bindme de NEWTON,

n—0= (u—Id)" =0

= ;(_])nk (E) u* =0 (car wet — Id commutent)
= VP € Ch|X], i(—mfk <E>uk(P) =0 =P e Cni[X], i(—mfk (E)P(X +K) =0
k=0 k=0

= VP e Co1[X], P(X+n) +Z ( ) (X+k) =0.

n
Pour tout k € [0,n — 1], on pose ay = (—1)"* <k> Les nombres ay, 0 < k < n— 1, sont des entiers relatifs tels que,

n—1
pour tout P € Cn 1[X], P(X+1) + Y axP(X+k) =0.
k=0
Exercice 2
1 1 -
l.un ~ —5 >0 et lasérie de terme général — converge (série de RIEMANN d’exposant 2 > 1). Donc, la série de
n—+oco M n
terme général u,, converge.
sin(at
2. La fonction f : t— ::( ) est continue sur |0, +ocol.
i t t t
Etude en 0. Sl?(a ) - ar o(t) = a+o(1). La fonction f se prolonge par continuité en 0 & droite et en particulier,

et —1 t—o+ t+o(t) t—o+
la fonction f est intégrable sur un voisinage de 0 & droite.

2| sin( at t?
Etude en +oo. }tzf )| = | ) < ~ t?e7t = o(1) d’aprés un théoréme de croissances comparées.
et —1 t—+ t—+o00
Donc, f(t) = ( ) Puisque 2 > 1, la fonction f est intégrable sur un voisinage de +o0.
—+00

Finalement, la fonction f est intégrable sur |0, +oo[. On en déduit 'existence de I'intégrale proposée.
3. Soit t > 0. Alors e~ €] — 1, 1] puis

1 1 1

et —1 _et(1—e*t)_e T—et

+o0o

=e ! Z ()" (car [e7'| <1
p=0
+o0o +o0
— Z e~ (Pt _ Z ekt
p=0 k=1

1
4. Soit k € N*. La fonction t — sin(at)e ! est continue sur [0, +oo[ et est dominée par 7 on +oo (car k > 0 et d’aprés

un théoréme de croissances comparées). L’intégrale proposée existe puis
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+oo
JO

+o0o
sin(at)e ™' dt = Im <J

+oo
eiatefkt dt) = Im (J e(karia)t dt)
0

0
e(—k+ia)t ]+ ' e(—k+ia)t 1
=Im||—— =Im | lim — + - .
—k+1ia 0 t—+o0 —k +1ia k—ia
e(—k+ia)t ekt ) e(—k+ia)t '
De plus, K ria = Nz tﬂ—+>oo 0 et donc tEIJPoo Tiria 0. Par suite,

Foo 1 k+ia k+ia a
ot et () () (ke
JO sin(at)e "k~ o (k —ia)(k +1ia) EAUZE) k? 4 a?

5. Montrons d’abord que pour tout réel x, |sin(x)| < |x|. L’inégalité est immédiate si |x| > 1. Soit x €]0, 1].

. . P N . . , . T
La fonction x — sin(x) est concave sur |0, 1] car sa dérivée seconde, & savoir — sin, est négative sur |0, 1] C |0, z} . Sa courbe

représentative est donc en dessous de sa tangente en (0,0) qui est la droite d’équation y = x. On a donc 0 < sin(x) < x

puis |sin(x)] < |x].

L’inégalité est encore vraie si x € [—1,0], la fonction sin étant impaire et enfin, l'inégalité est claire si x = 0.

En résumé, pour tout réel x, |sin(x)| < |x|.

+oo
at= |

+o0o
(Z sin(at)e_kt> dt.
0 k=1

Pour k € N* et t €]0, +0o|, on pose fy(t) = sin(at)e <.

sin(at)
et —

+oo
D’aprés la question 3., J
0

e chaque fonction fy est continue par morceaux sur |0, +o0].

e la série de fonctions de terme général fy, k € N*| converge simplement sur |0, +oo[ vers la fonction f :

sin(at)

t—
et —1

d’aprés la question 3.. De plus, la fonction f est continue par morceaux sur |0, +o0].

+o0o +o0o
d
< af Z J e *t dt = |q Z J %e_“ ?u (en posant u = kt)
k=1 k=1

100 oo 100 rtoo
ZJ |fk(t)|dt:ZJ |sin(at)|e”*t dt
k=10 k=10
“+o0 “+o0
t
0 0
+o00 +o0o 1 +o0o
=la te ' dt — =la|l'(2
| |L Y glra )

< +00.

10 400
Donc, Z J [fi(t)] dt < +o0,
k=170

1

k2

D’aprés le théoréme d’intégration terme a terme sur un intervalle quelconque,

e chaque fonction fy est intégrable sur |0, +o0],

e la fonction f est intégrable sur |0, +oo],

+oo
e la série de terme général J fi(t) dt converge,
0
+o00 100 rtoo
. J f(t) dt = ZJ fic(t) dt.
0 = J0

Plus explicitement,
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+o00 _: +00 too
J Sm( Y dt = ZJ sin(at)e " dt
0 —1 0
k=1
+oo
_ a}; e (d’apres la question 4.).
+oo 1

+o0
sin(at)
On a montré que pour tout a € R, dt=a — .
que p JO et — 1 ]; a2 + k2

+oo
1
6. Pour k € N* et a € R, on pose gx(a) = P et pour tout a € R, on pose g(a) = l; a1
ot e R o e
oit k € N*. Pour tout a € R, |gx(a)| = PR < 2 puis ||gxll ., kz' eci montre que la série de fonctions de terme

général g converge normalement et donc uniformément sur R. Ainsi,
e chaque fonction gy est continue sur R,
e la série de fonctions de terme général gy converge uniformément vers la fonction g sur R.

On en déduit que la fonction g est continue sur R. En particulier,

+oo +oo
1 1
1' _— = 1 = O = _— = —,
a—»(%?%;éo]; a2 4 k? a—»(%?%;eo 9(a) =g(0) ]; k? 6
) L s . +° sin(at
7. Développement en série entiére de la fonction H : a— pr— dt
0 _
a’?| a?
7.1. Soient a €] — 1, 1] et k € N*. Alors, 2= < a? < 1 puis

1 1 1 1S a2\ 1 & a2
Tt e (@) el ()

+oo [ +oo (_])n
7.2. Par suite, pour tout a €] —1,1[, H(a) = a’™ 1| d’apres la question 5..

k2n+2
k=1 \n=0
)
Soit a €] —1,1]. Pour (k,n) € N* x N, on pose uy,n = ](<2n+2 a?nt1
. Soit k N*ZI I*Z' *'“'f @\ _laf 1 _ o _
ot k€ Uk,n K2niz __Zn:o 2 _ﬁ] 2 K_a2 o0-

+oo [/ +oo +oo
la| a 1
3 (S nl) =2 < gl 0 (ih)
k=1

k=1 \n=0

On en déduit que la famille (uk»n)(k,n)eN* «n est sommable. D’apreés le théoréme de sommation par paquets, on peut écrire

= n=0 n=0

+oo
{(2n+2)a®™ .

HM

+oo +oo +oo : +oo 1
-y (zo ) =3 () = X emrant (£ i

)

7.3. La fonction H est développable en série entiére sur | —1, 1] et en particulier, la fonction H est de classe C* sur |—1,1].
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. w« H®(0) _— . " -
7.4. On sait que pour tout a €] —1,1[, H(a) = Z Tap. Par unicité des coefficients d’une série entiére, on en
H(Zn) ]_I(ZnJr])
déduit que pour tout n € N, (ZT)(IO) =0 et @T](ﬁ) = (=1)™(2n + 2) puis HEM(0) = 0 et HED(0) =

(=)™ (2n+ 1)!¢(2n + 2). En résumé,

0 si p est pair

® () = Z
p € N, HIP(0) { (=)™ p!¢(p +1) si p est impair

In(t
8. La fonction h : t+— tn_( 3 est continue sur |0, 1[.
In(t
Etude en 0. vt h(t) = \/{tn( 3 o —V/tIn(t) o o(1) d’aprés un théoréme de croissances comparées. Par suite,
— — —

1 1
h(t) = o <—1) Puisque 7 < 1, on en déduit que la fonction h est intégrable sur un voisinage de 0 & droite.
t— t

In(t
Etude en 1. h(t) = n ( 3 >, 1. La fonction h est prolongeable par continuité en 1 et en particulier, la fonction h est
-1 t—
intégrable sur un voisinage de 1 & gauche.

Finalement, la fonction h est intégrable sur |0, 1] puis 'intégrale proposée est convergente.

1
9. Soit p € N. La fonction hy, : t— tPIn(t) est continue sur |0, 1] et est négligeable devant — en 0. Donc, la fonction

t2
h, est intégrable sur |0, 1] puis I, est une intégrale convergente.

tp+]

10. Soit p € N. Soit ¢ €]0, 1[. Les deux fonctions t — — et t — In(t) sont de classe C' sur le segment [e, 1]. On peut

donc effectuer une intégration par parties qui fournit

1 1 1 1 1 1 1
tP+ tPT 1 prl] 1
J tPIn(t) dt = { ln(t)} —J SIS 1O) J tP dt.

¢ p+1 cp+1t p+1  p+1.
) ) eP*11n(e) R o ) i .
Ensuite, llII(l) _pT = 0 d’aprés un théoréme de croissances comparées. Quand ¢ tend vers 0, on obtient
e—
! 1 1
I :J tP In(t) dt:——J tPdt=————.
"o p+1Jo (p+1)?

+o0 +o0o
11. Pour tout t €]0, 1], h(t) = _#nﬁtl = Z —tPIn(t) = Z —hp(t).
p=0 p=0

e chaque fonction —h,, est continue par morceaux sur |0, 1|,

e la série de fonction de terme général hy,, p € N converge simplement vers la fonction h sur |0, 1] et de plus, la fonction
h est continue par morceaux sur |0, 1],

+oo 1 +oo 1 +oo
1
. E J |—hp (1) dt = E J —tPIn(t) dt = E 5 < foo.

D’aprés le théoréme d’intégration terme & terme sur un intervalle quelconque,
e (chaque fonction hy, est intégrable sur |0, 1),

e (la fonction h est intégrable sur |0, 1|)

1
e la série de terme général J —h,(t) dt converge,
0

1 +o0o .1 +oo 1
. L h(t) dt = ]D;)J'O ~hp(t) dt = p;)L —tP In(t) dt.

Plus explicitement,
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1 2
In(t

12. Finalement, J n(t) dt = T[—

o t—1 6

Exercice 3
Question de cours
242 nymn 2.2
at _ a’t a’t n . _a t P

l.e t:01+at+—2! et = +o0(t") et In(1 + at) S Mt + o (t?).

* kX Kk K
2. Etude d’exemples

2.1. Si X est une variable aléatoire certaine, alors k = 1 puis, pour tout t € R*,

1
Ox(t) = T (1 xeXt) =x1.
2.2,

t
2.2.1. Pour t € R*, ®z(t) = %m <%eo + %et) - %ln <] _Ee )

2.2.2. La fonction @z est dérivable sur R* en tant que produit de fonctions dérivables sur R*. Ensuite,

Oz(t) T (! 1+1+t+t2+ t? -5 1+t+t2+ t?
20 S| 2 7)) ) Segm(Itat g o)
1/t ¢ 1(t)2 5 1t
t:ﬁ(fz—z 3) tot)) 53t gtol
@z admet un développement limité d’ordre 0 en 0 & savoir @ z(t) o =+0(1). La fonction @z se prolonge par continuité en
—

0 en posant ®z(0) = %

1Tt
d’ordre 1 a savoir @z (t) ) + 3 + o(t). @z est donc dérivable en 0 et de plus, ®%(0) =
-

On a montré que la fonction @z se prolonge en une fonction dérivable sur R.

(on note encore @z le prolongement). Ensuite, @7 (le prolongement) admet en 0 un développement

!
5

3. Etude générale

k
3.1. Ox est dérivable sur R*. En tenant compte de Zpi =1,

i
1 k
=1 In (Z] pie’“t>
1=

= %m <§pi <1 +xit+ X$2t2 +o0 (t2)>> = { <1 + (Zp%) <Zp1 >t2 +o0 (t2)>

= % (i qu) t+ % (i pv@) (i X1> t? +o (%)
)
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3.2. Comme a la question précédente, on peut prolonger ®x par continuité en 0 en posant Ox(0 Zplx1 Le

prolongement, encore noté ®x, admet un développement limité d’ordre 1 en O et est donc dérivable en 0 De plus,
2
1
040 =3 ( (L pot) e (o)
i=1 i=1

On a montré que la fonction @x se prolonge en une fonction dérivable sur R.

3.3. Ox(0 Zplxl—]E

1 V(X)
3 xit Xkt
3.5. e Puisque px > 0, ;pie e pre’r tﬁ—}roo 400 car xx > 0. Donc,
i=
O (t) ~ In (pre™*) = xi + ) X

Donc, lim ®x(t) = x, = Max(X).
t—+oo

1
e De méme, Oy (t) et In(pje*'t) LTt o(1) (y compris si x; = 0) puis tEIEIOO Dx(t) = x7 = Min(X).

3

3.6. Si Ox est impaire, alors ®x(0) = 0. Mais ®x(0) = E(X) = Zpixi = prxx > 0 (car k > 2). Dong, la fonction @x ne
i=1

peut pas étre impaire. '

4. Soit t € R*. D’aprés la formule de transfert,

Z P1 t<DX(t)

1
ou aussi Ox(t) = T In (E (e*X)).
5. Puisque X et Y sont discrétes finies, X + Y est discréte finie.

Soit t € R*. Les variables X et Y sont indépendantes et il en est de méme des variables e'X et etY. Par suite,

tX

E( t(X+Y)>> ln (E (etx « etY)))
(™) ( )) (car e™X et e sont indépendantes)

Ja—

(
In (E
nme“»+; 2 (E ()
x(t) + Oy (t).

On a montré que @xy = Ox + Dv.

http ://www.maths-france.fr 7 © Jean-Louis Rouget, 2026. Tous droits réservés.



