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Exercice 1

Questions préliminaires

1. Formule de Taylor à l’ordre 2 en a = (a1, . . . , an).

f(x) =
x→a

f(a) +

n∑

i=1

(xi − ai)
∂f

∂xi
(a) +

1

2

∑

16i,j6n

(xi − ai) (xj − aj)
∂2f

∂xi∂xj
(a) + o

(

‖x− a‖2
)

,

ou aussi

f(a+ h) =
h→0

f(a) +

n∑

i=1

hi
∂f

∂xi
(a) +

1

2

∑

16i,j6n

hihj
∂2f

∂xi∂xj
(a) + o

(

‖h‖2
)

.

2.

2.1. En notant C1, . . ., Cn, les colonnes de J,

rg(J) = rg (C1, . . . , Cn) = rg (C1, . . . , C1) = rg (C1) = 1 (car C1 6= 0).

2.2. D’après le théorème du rang, dim(Ker(J)) = n − rg(J) = n − 1 > 0 (car n > 2). Donc, 0 est valeur propre de J.
De plus, J est symétrique réelle et donc J est diagonalisable dans Mn(R) d’après le théorème spectral. Donc, l’ordre de
multiplicité de 0 est égal à la dimension du sous-espace propre associé E0(J) = Ker(J), à savoir n − 1.

2.3. La dernière valeur propre λ de J est fournie par la trace de J : λ+ 0+ . . .+ 0︸ ︷︷ ︸
n−1

= Tr(J) = n puis λ = n.

Ainsi, Sp(J) = (0, . . . , 0, n) puis Sp (In + J) = (1, . . . , 1, n + 1) (de manière générale, si P est un polynôme, Sp(P(J)) =

(P(0), . . . , P(0), P(n))). La matrice In + J est symétrique réelle en tant que somme de deux matrices symétriques réelles et
de plus ses valeurs propres sont toutes des réels strictement positifs. On en déduit que la matrice In + J est symétrique,
définie positive.

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

3. La fonction f est de classe C2 sur Rn en tant que polynôme à n variables.

4. Soit m = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

4.1.
∂f

∂x1
(m) = 2x1 + 2 (x1 + . . . + xn) − 1.

4.2.
∂2f

∂x2∂x1
(m) = 2 puis, f étant de classe C2 sur R2,

∂2f

∂x1∂x2
(m) =

∂2f

∂x2∂x1
(m) = 2 d’après le théorème de Schwarz.

4.3.
∂2f

∂x21
(m) = 4.

5. Soit m = (x1, . . . , xn) ∈ R
n. Plus généralement, pour tout i ∈ J1, nK,

∂f

∂x1
(m) = 2xi + 2 (x1 + . . . + xn) − 1. Ainsi, en

posant S =

n∑

k=1

xk, ∇f(m) = (2xi + 2S− 1)16i6n.

6. Soit m = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. ∇f(m) = 0 ⇔ ∀i ∈ J1, nK, 2xi + 2S − 1 = 0. On additionne membre à membre les n

équations et on obtient 2S+ 2nS− n = 0 puis S =
n

2(n + 1)
.

Mais alors, nécessairement, ∀i ∈ J1, nK, xi =
1

2

(

1− 2
n

2(n + 1)

)

=
1

2(n + 1)
.

Réciproquement, si pour tout i ∈ J1, nK, xi =
1

2(n + 1)
, alors pour tout i ∈ J1, nK,

2xi + 2S− 1 =
1

n+ 1
+

n

n + 1
− 1 = 0.
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La fonction f admet un point critique et un seul à savoir la point a =

(

1

2(n + 1)
, . . . ,

1

2(n + 1)

)

.

7.

7.1. Soit m = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. En généralisant les calculs de la question 4., on a pour tout i ∈ J1, nK,
∂2f

∂x2i
(m) = 4 et

pour tout i 6= j,
∂2f

∂xi∂xj
(m) = 2. Donc,

∀m ∈ R
n, Hf(m) =













4 2 . . . 2

2
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 2
2 . . . 2 4













= 2 (In + J) .

7.2. Soit m = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. On a vu à la question 2.3. que Sp (In + J) = (1, . . . , 1, n + 1) et donc

Sp (Hf(m)) = (2, . . . , 2, 2(n + 1)).

8. Puisque f est de classe C1 sur Rn qui est un ouvert de Rn, si f a un extremum local en un point m de Rn, m est
nécessairement un point critique de f et donc m = a.

Réciproquement, d’après la question précédente, les valeurs propres de la matrice Hf(a) sont strictement positives et donc,
la matrice Hf(a) est définie positive. On sait alors que f a un minimum local en a. De plus,

f(a) = n×

(

1

2(n + 1)

)2

+

(

n×
1

2(n + 1)

)2

− n×
1

2(n + 1)
=

n + n2 − 2n(n + 1)

4(n + 1)2
=

−n(n+ 1)

4(n + 1)2

= −
n

4(n + 1)
.

Le minimum local est égal à −
n

4(n + 1)
. On peut démontrer que ce minimum local est en fait un minimum global.

Exercice 2

1. Etude de la suite (vn)n∈N

1.1. La fonction f est dérivable sur [−1, 1] et pour tout x ∈ [−1, 1], f ′(x) =
−
1

2

1−
1

2
x

= −
1

2− x
. La fonction f ′ est strictement

négative sur [−1, 1] puis la fonction f est strictement décroissante sur [−1, 1].

f est continue et strictement décroissante sur [−1, 1]. Donc, f réalise une bijection de [−1, 1] sur [f(1), f(−1)] =

[

− ln(2), ln

(

3

2

)]

.

Ainsi, si on pose a = − ln(2) et b = ln

(

3

2

)

, alors f([−1, 1]) = [a, b].

1.2.
3

2
< e et donc b = ln

(

3

2

)

< ln(e) = 1 par stricte croissance de la fonction ln sur ]0,+∞[. De même, 2 < e et donc

ln(2) < 1 puis a = − ln(2) > −1. On a montré que [a, b] ⊂] − 1, 1[.

1.3. Montrons par récurrence que pour tout n ∈ N∗, vn existe et vn ∈ [a, b].

• Puisque v0 ∈ [−1, 1], v1 = f (v0) existe et de plus v1 ∈ [a, b].

• Soit n > 1. Supposons que vn existe et que vn ∈ [a, b]. Alors, vn ∈ [−1, 1] et donc vn+1 = f (vn) existe et de plus,
vn+1 ∈ [a, b].

Le résultat est démontré par récurrence.

1.4. Pour tout x ∈ [a, b], |f ′(x)| =
1

2− x
6

1

2− b
=

1

2− ln

(

3

2

) . On pose k =
1

2− ln

(

3

2

) . On a k > 0 et d’autre part,

puisque
3

2
< e, k <

1

2− ln(e)
= 1. Finalement, k ∈]0, 1[.

http ://www.maths-france.fr 2 © Jean-Louis Rouget, 2026. Tous droits réservés.



E3A 2026 - PSI - Corrigé

1.5. Soit n > 2. La fonction f est dérivable sur [a, b] et pour tout x ∈ [a, b], |f ′(x)| 6 k. De plus, n − 1 > 1 et donc
vn−1 ∈ [a, b] et d’autre part, 0 ∈ [a, b] car a < 0 et b > 0. D’après l’inégalité des accroissements finis,

|vn| = |f (vn−1) − f(0)| 6 k |vn−1 − 0| = k |vn−1| .

On a montré que pour tout n > 2, |vn| 6 k |vn−1|.

1.6. Montrons par récurrence que pour tout n > 1, |vn| 6 kn−1 |v1|.

• Le résultat est vrai quand n = 1.

• Soit n > 1. Supposons que |vn| 6 kn−1 |v1|. Alors,

|vn+1| 6 k |vn| 6 k× kn−1 |v1| = k(n+1)−1 |v1| .

On a montré par récurrence que pour tout n > 1, |vn| 6 kn−1 |v1|. Puisque k ∈]0, 1[, lim
n→+∞

kn−1 |v1| = 0. Mais alors,

d’après le théorème des gendarmes, la suite (vn)n∈N
converge et lim

n→+∞

vn = 0.

2. Etude d’une série de fonctions

‖u0‖∞ = 1 et ‖u1‖∞ = ‖f‖∞ = ln (2). Soit n > 1. Pour tout x ∈ [−1, 1],

|un(x)| 6 kn−1 |u1(x)| 6 ln (2)kn−1.

On en déduit que pour tout n > 1, ‖un‖∞ 6 ln (2) kn−1.

Ainsi, pour tout n ∈ N, ‖un‖∞ ∈ R. De plus, la série géométrique de terme général ln (2) kn−1 converge car k ∈]0, 1[. On
en déduit que la série numérique de terme général ‖un‖∞ converge. Mais alors, la série de fonctions de terme général un

converge normalement et donc uniformément sur [−1, 1].

Exercice 3

1. Soit P ∈ Rn[X] \ {0}. deg
((

X2 − 1
)

P
)

= deg(P) + 2 puis deg(Φ(P)) = deg(P) + 2− 2 = deg(P) ce qui reste vrai si P = 0.
En particulier, pour tout P ∈ Rn[X], Φ(P) est un polynôme de degré inférieur ou égal à n. Ceci montre que Φ est une
application de Rn[X] dans lui-même.

Soient (P,Q) ∈ (Rn[X])
2

et (λ, µ) ∈ R2.

Φ(λP + µQ) =
((

X2 − 1
)

(λP + µQ)
) ′′

= λ
((

X2 − 1
)

P
) ′′

+ µ
((

X2 − 1
)

Q
) ′′

= λΦ(P) + µΦ(Q).

Ainsi, Φ est un endomorphisme de Rn[X].

2. Φ (P0) =
(

X2 − 1
) ′′

= 2 et Φ (P1) =
(

X3 − X
) ′′

= 6X. Soit k ∈ J2, nK.

Φ (Pk) =
(

Xk+2 − Xk
) ′′

= (k + 2)(k + 1)Xk − k(k − 1)Xk−2.

3. On en déduit que

M =































2× 1 0 −2× 1 0 . . . . . . 0

0 3× 2 0 −3× 2
. . .

...
...

. . . 4× 3
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . −n(n − 1)

...
. . .

. . . 0
0 . . . . . . . . . . . . 0 (n+ 2)(n + 1)






























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Puisque les colonnes sont numérotées de 1 à n + 1, la j-ème colonne de cette matrice est

































0
...
0

−(j− 1)(j − 2)

0
(j + 1)j

0
...
0

































j

4. χM =

n∏

k=0

(X− (k + 2)(k + 1)) et donc Sp(M) = (λk)06k6n où pour tout k ∈ J0, nK, λk = (k + 2)(k + 1).

On note que la suite finie (λk)06k6n est strictement croissante en tant que produit de deux suites strictement positives
et strictement croissantes.

5. Pour tout k ∈ J0, nK, λk 6= 0. Donc, l’endomorphisme Φ n’admet pas 0 pour valeur propre puis Φ est un automorphisme
de Rn[X].

6. D’après la question 4., χΦ est scindé sur R à racines simples. Donc, Φ est diagonalisable et de plus ses sous-espaces
propres sont des droites vectorielles.

7.

7.1. Soit k ∈ J0, nK. Soit T un vecteur propre de Φ associé à la valeur propre λk. T n’est pas nul et on peut poser
deg(T) = p ∈ J0, nK.

Par définition,
((

X2 − 1
)

T
) ′′

= (k + 1)(k + 2)T . En particulier, en analysant uniquement les termes de plus haut degré,
(p + 2)(p + 1)dom(T) = (k + 2)(k + 1)dom(T) puis (p + 2)(p + 1) − (k + 2)(k + 1) = 0 puis p2 − k2 + 3(p − k) = 0 puis
(p − k)(p + k+ 3) = 0 et donc p = k car p+ k + 3 6= 0.

On a montré que deg(T) = k.

7.2. Φ(Q) =
(

X2 − 1
)

(T(−X)) ′′+4X(T(−X)) ′+2T(−X) =
(

X2 − 1
)

T ′′(−X)+4(−X)T ′(−X)+2T(−X) = λkT(−X) = λkQ.
De plus, Q(−X) 6= 0 et donc Q(−X) est un vecteur propre de Φ associé à la valeur propre λk.

8. Soit (T0, T1, . . . , Tn) une base de vecteurs propres de Φ associée à la famille de valeurs propres (λ0, λ1, . . . , λn).

Soit k ∈ J0, nK. On pose Qk =
1

dom (Tk)
. Qk est un polynôme unitaire et Qk est élément de l’espace vectoriel Eλk

(Φ).

Donc, (Qk) est une base de la droite vectorielle Eλk
(Φ).

Soit k ∈ J0, nK. Le polynôme Qk(−X) est aussi élément de Eλk
(Φ) d’après la question précédente. Donc, il existe αk ∈ R

tel que Qk(−X) = αQk. Puisque Qk est de degré k d’après la question 7.1., l’analyse des termes de plus haut degré fournit
(−1)k = α et donc Qk(−X) = (−1)kQk(X). Ceci montre l’existence d’une base U = (Q0, Q1, . . . , Qn) de Rn[X] telle que,
pour tout k ∈ J0, nK, Qk est unitaire, vecteur propre de Φ associé à la valeur propre λk et vérifie Qk(−X) = (−1)kQk(X).

Soit V = (R0, R1, . . . , Rn) une telle base. Soit k ∈ J0, nK. Puisque Rk ∈ Eλk
(Φ) = Vect (Qk), il existe α ∈ R tel que

Rk = αQk, puisque Rk et Qk sont de degré k et unitaires, l’analyse des coefficients dominants montre que α = 1 puis
Rk = Qk. Ceci montre l’unicité de U .

9. Soit k ∈ J0, nK. Puisque Qk(−X) = (−1)kQk(X), le polynôme Qk a la parité de k.

10. Puisque pour tout i ∈ J0, kK, deg (Qi) = i, on sait que (Qi)06i6k est une base de Rk[X].

11. Q0 est unitaire de degré 0 et donc Q0 = 1. Q1 est unitaire de degré 1 et impair et donc Q1 = X.
Posons Q2 = X2 + a. Φ (Q2) =

((

X2 − 1
) (

X2 + a
)) ′′

=
(

X4 + (a− 1)X2 − a
) ′′

= 12X2 + 2(a − 1). Ensuite,

Φ (Q2) = λ2Q2 ⇔ 12X2 + 2(a − 1) = 12
(

X2 + a
)

⇔ 2a− 2 = 12a ⇔ a = −
1

5
.

Donc, Q2 = X2−
1

5
. Posons Q3 = X2+aX. Φ (Q3) =

((

X2 − 1
) (

X3 + aX
)) ′′

=
(

X5 + (a− 1)X3 − aX
) ′′

= 20X3+6(a−1)X.

Ensuite,

Φ (Q3) = λ3Q3 ⇔ 20X3 + 6(a− 1)X = 20
(

X3 + aX
)

⇔ 6a− 6 = 20a ⇔ a = −
3

7
.

http ://www.maths-france.fr 4 © Jean-Louis Rouget, 2026. Tous droits réservés.



E3A 2026 - PSI - Corrigé

Donc, Q3 = X3 −
3

7
X.

12. • Soit (P,Q) ∈ Rn[X]. La fonction t 7→
(

1− t2
)

P(t)Q(t) est continue sur le segment [0, 1] et donc (P|Q) existe dans

R. ( | ) est une application de (Rn[X])
2

dans R.

• Soit (P,Q) ∈ (Rn[X])
2.

(P|Q) =

∫1

0

(

1− t2
)

P(t)Q(t) dt =

∫1

0

(

1− t2
)

Q(t)P(t) dt = (Q|P).

Donc, ( | ) est symétrique.

• Soient (P1, P2, Q) ∈ (Rn[X])
3 et (λ, µ) ∈ R2.

(λP1 + µP2|Q) =

∫1

0

(

1− t2
)

(λP1(t) + µP2(t))Q(t) dt = λ

∫1

0

(

1− t2
)

P1(t)Q(t) dt+ µ

∫1

0

(

1− t2
)

P2(t)Q(t) dt

= λ (P1|Q) + µ (P2|Q) .

Donc, ( | ) est linéaire par rapport à sa première variable puis bilinéaire par symétrie.

• Soit P ∈ Rn[X]. Pour tout t ∈ [0, 1],
(

1− t2
)

P2(t) > 0 puis en intégrant, (P|P) =

∫1

0

(

1− t2
)

P2(t) dt > 0. ( | ) est

positive

• Soit P ∈ Rn[X].

(P|P) = 0 ⇒
∫1

0

(

1− t2
)

P2(t) dt = 0

⇒ ∀t ∈ [−1, 1],
(

1− t2
)

P2(t) = 0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle)

⇒ ∀t ∈] − 1, 1[, P(t) = 0

⇒ P = 0 (polynôme ayant une infinité de racines).

Donc, ( | ) est définie.

On a montré que ( | ) est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive sur Rn[X] et donc ( | ) est un produit scalaire
sur Rn[X].

13.

13.1. Soit (P,Q) ∈ (Rn[X])
2
. Les deux fonctions t 7→

((

1− t2
)

P
) ′
(t) et t 7→

(

1− t2
)

Q(t) sont de classe C1 sur le segment
[−1, 1]. On peut donc effectuer une intégration par parties qui fournit :

(Φ(P)|Q) =

∫1

−1

((

1− t2
)

P
) ′′

Q(t)
(

1− t2
)

dt =
[

((

1− t2
)

P
) ′ (

1− t2
)

Q(t)
]1

−1
−

∫1

−1

((

1− t2
)

P
) ′ ((

1− t2
)

Q(t)
) ′
dt

= −

∫1

−1

((

1− t2
)

P
) ′ ((

1− t2
)

Q(t)
) ′
dt.

Par symétrie des rôles, on a aussi (Φ(Q)|P) = −

∫1

−1

((

1− t2
)

P
) ′ ((

1− t2
)

Q(t)
) ′
dt et donc (Φ(P)|Q) = (P|Φ(Q)). On a

montré que Φ est un endomorphisme symétrique.

13.2. Soit (i, j) ∈ J0, nK2 tel que i 6= j.

λi (Qi|Qj) = (λiQi|Qj) = (Φ (Qi) |Qj) = (Qi|Φ (Qj)) = (Qi|λjQj) = λj (Qi|Qj)

et donc (λj − λi) (Qi|Qj) = 0 puis (Qi|Qj) = 0 car λi 6= λj.

On a montré que la base U est orthogonale pour le produit scalaire ( | ). (Remarque : on sait que les sous-espaces propres
d’un endomorphisme symétrique sont orthogonaux.)

14. Soit j ∈ J1, nK. Pour tout i ∈ J0, j−1K, (Qi|Qj) = 0 et donc Qj ∈ (Q0, . . . , Qj−1)
⊥
= (Vect (Q0, . . . , Qj−1))

⊥
= (Rj−1)

⊥

d’après la question 10.. Donc, pour tout S ∈ Rj−1[X], (S|Qj) = 0.
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Exercice 4

Questions préliminaires

1. Soit P un polynôme unitaire à coefficients réels de degré impair noté 2n + 1 avec n ∈ N. P(x) ∼
n→+∞

x2n+1 puis

lim
x→+∞

P(x) = +∞ et lim
x→−∞

P(x) = −∞.

Ainsi, P est continue sur ] − ∞,+∞[ et lim
x→−∞

P(x) × lim
x→+∞

P(x) < 0. D’après le théorème des valeurs intermédiaires, P

s’annule au moins une fois sur R. Quitte à multiplier le polynôme P par un réel non nul, le résultat reste vrai pour un
polynôme à coefficients réels quelconque de degré impair.

On a montré que tout polynôme de R[X] de degré impair a au moins une racine réelle.

2. Les racines de X11 − 1 sont les 11 nombres ωk = e
2ikπ

11 , k ∈ J0, 10K.

3. 1+X+ . . .+X10 =
X11 − 1

X− 1
=

1

X− 1

10∏

k=0

(X−ωk) =

10∏

k=1

(X−ωk). Les racines de 1+X+ . . .+X10 sont les 10 nombres

ωk = e
2ikπ

11 , k ∈ J1, 10K.

Pour tout k ∈ J1, 10K, 2k est un nombre pair non nul et n’est donc pas divisible par le nombre impair 11. Par suite, pour

tout k ∈ J1, 10K,
2kπ

11
/∈ πZ puis ωk /∈ R.

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

4. U(Ω) = V(Ω) = J1, 6K et S(Ω) = J2, 12K.

5. Puisque S suit la loi uniforme, pour tout k ∈ J2, 12K, P(S = k) =
1

11
. Mais alors alors, pour tout t ∈ R,

GS(t) =

12∑

k=2

P(S = k)Xk =
X2

11

(

1+ X+ X2 + . . .+ X10
)

.

6. Les racines de GS dans C sont 0 d’ordre 2 et les 10 nombre ωk, k ∈ J1, 10K.

7. Pour tout t ∈ R, GU(t) =

6∑

k=1

P(U = k)tk = t
(

P(U = 1) + P(U = 2)t + P(U = 3)t2 + P(U = 4)t3 + P(U = 5)t4 + P(U = 6)t5
)

.

Le polynôme Q =

5∑

k=0

P(U = k + 1)Xk convient. De même, le polynôme R =

5∑

k=0

P(V = k + 1)Xk convient.

8. Puisque P(U = 6) 6= 0 et P(V = 6) 6= 0, les polynômes Q et R sont deux polynômes de degré impair à coefficients réels.
D’après la question 1., les polynômes Q et R admettent au moins une racine réelle.

9. Soit t ∈ R. Les variables U et V sont indépendantes. Il en est de même des variables etU et etV . Mais alors,

GS(t) = E
(

etS
)

= E

(

et(U+V)
)

= E
(

etUetV
)

= E
(

etU
)

E
(

etV
)

(car les variables etU et etV sont indépendantes)

= GU(t)GV (t) = tQ(t)tR(t) = t2Q(t)R(t).

10. Ainsi,
X2

11

(

1+ X+ X2 + . . .+ X10
)

= X2QR puis après simplification par le polynôme non nul X2,

1+ X+ . . .+ X10 = 11QR.

Le résultat de la question 8. entraîne alors le fait que le polynôme 1 + X + . . . + X10 a une racine réelle, ce qui est faux
d’après la question 3.. Il n’est donc pas possible que S suive une loi uniforme,

11. ou encore, il n’est pas possible de truquer deux dés à six faces de façon à ce que la somme des résultats obtenus au
cours de lancers suive une loi uniforme.
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