SESSION 2026 E3A

Epreuve de Mathématiques PC

Exercice 1
Questions préliminaires

1. Puisque p est valeur propre de g, il existe x € H \ {0} tel que g(x) = pux puis

9> (x) = g(g(x)) = g(ux) = pg(x) = p.px = p’x.
Puisque x # 0, ceci montre que u? est valeur propre de g2.

2. Soit x € E \ {0} un vecteur propre de g2 associé a une valeur propre non nulle A. On a g?(x) = Ax. En prenant l'image
des deux membres par g, on obtient g (gz(x)) = Ag(x). Mais go g2 = g = g% 0 g et donc, on a aussi g(g(x)) = Ag(x).
Si par 'absurde g(x) = 0, alors g%(x) = 0 puis Ax = 0 ce qui contredit A # 0 et x # 0. Donc, g(x) # 0.

Finalement, g(x) est un vecteur propre de g? associé a la valeur propre A.

3. Soient A et p deux valeurs propres distinctes de g. Soit x € Ex(g) N E,(g). Alors, Ax = g(x) = px puis (A —p)x =0 et
donc x =0 car A — pn # 0.
Ceci montre que Ex(g) N E,(g) = {0} puis que la somme Ex(g) + E,(g) est directe.

4. det(—A) = (—1)"det(A) et det (AT) =det(A).

5. Premiéres propriétés de ’endomorphisme f

o -1 0 o0 0 0 1 0o 0 0
1 0 -1 0 0 -1 0 1 0 0
51.M+M"T=]0 1 o -1 0+]0 =1 0 1 0]=0
0o 0 1 0o -1 0o 0 -1 0 1
0o 0 o0 1 0 o o0 o0 -1 0
= det(—M) = (=1)°det(M) = —det(M) puis 2det(M) = 0 puis det(M) = 0. Donc, M ¢ GLs5(R)

5.2. det(M) = det (MT)
et finalement, f ¢ GL(E).

5.3. Puisque M ¢ GLs5(R), rg(M) < 4. D’autre part, le déterminant de la matrice extraite de M constituée de ses quatre
premiéres lignes et colonnes est

oo 10 0
1 0 -1 0 ) . R
A= 0 1 o 117~ 1 0 —1| en développant suivant la premiére colonne)
0 0 1 0 o 1 0
=— ‘_O] 1 en développant suivant la derniére colonne)
=1+#£0.

Dongc, rg(M) > 4 et finalement rg(M) = 4.

5.4. (MZ)T =M"MT = (—=M)(—M) = M2. Donc, M? € .#5(R). Puisque la base & est orthonormée, on en déduit que
2 est symétrique.

5.5. M? est symétrique réelle et donc M? est diagonalisable dans .#5(R) d’aprés le théoréme spectral.

5 6. Puisque la base 4 est orthonormée, pour tout (i,j) € [1,5]?, M;; = (eilf (ej)). Puisque MT = —M, on a pour tout
(1,3) € [1,5]%, (ejlf (e1)) = — (eilf ().
5 5
Soient alors x = Z xiej ety = Zyjej deux éléments de E.
i=1 j=1

Z Xiyj( €i |e] Z le] (eilf( e;)) (X|f(y))~

1<1,j<5 1<1,j<5
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6. Etude des éléments propres de I’endomorphisme f

6.1. D’aprés la question 5.2., 0 est valeur propre de f. Soient A € R une valeur propre de f et x un vecteur propre associé.

AxIx) = (Ax[x) = (f(x)x) = =(x[f(x)) = —(x]Ax) = —A(x]x)

puis 2A(x[x) = 0 ou encore 2A||x||? = 0. Maintenant, x est un vecteur propre et donc x # 0. Aprés simplification, on obtient
A = 0. On a montré que 0 est la seule valeur propre de f (mais la matrice M a d’autres valeurs propres que 0, non réelles).

6.2. Si par I'absurde, f est diagonalisable, il existe une base de E formée de vecteurs propres associés a la valeur propre 0.
Par suite, f s’annule sur une base de E et donc f =0, ce qui est faux. Donc, f n’est pas diagonalisable.

6.3. Soient A une valeur propre non nulle de f? et x # 0 un vecteur propre associé.

Alxlx) = (Adx) = (F(¥)Ix) = =(F)IF(x)).
[f(x)]J*

I
7. Soit (x,y) € E x Ker(f). (f(x)ly) = —(xIf(y)) = —(x]|0) = 0. Ainsi, tout élément de Im(f) est orthogonal & tout élément
de Ker(f) puis Im(f) C (Ker(f))*. D’autre part, d’aprés le théoréme du rang,

Ainsi, A||x||? = —||f(x)||* puis, en tenant compte de [|x||? >0, A = < 0 et finalement, A < 0 car A # 0.

dim(Im(f)) = dim(E) — dim(Ker(f)) = dim ((Ker(f))")
et donc Im(f) = (Ker(f))*. En particulier, E = Ker(f) @ Im(f).
8.

8.1. Si, par ’absurde, f(x) est colinéaire a x # 0, x est un vecteur propre de f, nécessairement associé a la valeur propre
0 d’aprés la question 6.1.. Donc, f(x) = 0 puis f2(x) = 0 ce qui contredit f2(x) = Ax # 0. Donc, f(x) n’est pas colinéaire a
x puis la famille (x, f(x)) est libre.

8.2. Puisque la famille (x,f(x)) est libre, F = Vect(x, f(x)) est un plan vectoriel. D’autre part, f2(x) = Ax et donc

x="f (%f(x) € Im(f). Ainsi, (x,f(x)) € (Im(f))? puis F = Vect(x, f(x)) C Im(f).

On a montré que Vect(x, f(x)) est un plan vectoriel de Im(f).

9. F = Vect(u, f(u)) et G = Vect(v, f(v)) sont deux plans vectoriels de Im(f). Ensuite, d’aprés la question 2., puisque
f2(u) = —u, on a aussi f2(f(u)) = —f(u) et donc F est un plan vectoriel contenu dans E_q (fz). De méme, G est un plan
vectoriel contenu dans E_3 (fz).

D’apreés la question 3., la somme E_; (fz) +E_3 (fz) est directe et donc FNG C E_; (fz) NE_3 (fz) ={0} puis FNG = {0}.
Dong, la somme F+ G est directe et on sait alors que la famille (u, f(u),v,f(v)) est libre.

En résumé, (u, f(u),v, f(v)) est une famille libre de Im(f) et de plus card(u, f(u),v,f(v)) =4 = dim(Im(f)) < +oo (d’aprés
la question 5.3.). Ceci montre que (u, f(u),v, f(v)) est une base de Im(f)

10. Soit w un vecteur non nul de Ker(f). Puisque E = Ker(f)®Im(f), la famille B’ = (e}, e}, e}, e4,e5) = (w,u, f(u),v, f(v))
est une base de E.

Ensuite, f(e]) =0, f(e;) = e} et f(ef) = f2(u) = —u = —e}, f(e;) = el et f(el) = f*(v) = —3e}. La matrice M’ de f
dans la base B’ est

00 0 0 O
00 -1 0 O
M'=|0 1 0 0 0
00 0 0 -3
00 0 1 O

Puisque M et M’ sont les matrices de f dans % et A’ respectivement, M et M’ sont semblables.
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Exercice 2
Questions préliminaires

tz
l.et = T+t+— t2).
S, Ttt5 Fo (t?)
2. h est continue sur R et admet donc une primitive F sur R . F est de classe C T sur R* et de plus, F/ =h

Puisque pour tout x € R%, H(x) = F(x) — F(a), H est aussi de classe C' sur R et de plus, H’ = h.

3. Pour tout x > 0, G(x) = H(x + 1) — H(x) et donc, G est de classe C! sur R* (car la fonction x — x + 1 est & valeurs
dans R* ) et pour tout x >0, G’(x) = h(x + 1) —h(x).

est continue sur le segment [0, 1] en tant que quotient de fonctions continues sur [0, 1]

T f(t)

dont le dénominateur ne s’annule pas sur [0, 1]. On en déduit I'existence de I'intégrale J o dt et donc F(x) existe dans

0 X
R.

f(t)
4

4. Soit x > 0. La fonction t —
X

On a montré que la fonction F est bien définie sur R .

5. Un premier exemple

1
t
5.1. Soit x > 0. Fo(x) :J d
0 x+t

5.2. Soient k € N* et x > 0.

— [In(x + )]} = In(x + 1) — In(x) = In <1 + %)

1 k 1 k-1 1,k k—1 1 k—1 1
t t t* 4+ xt Tt
Fk(x)—l—ka_](x):J dt—i—xJ dt:J Ldt:J ﬂdtzj t T at
0X+t 0X+t 0 X+t 0 X+t

1

e
5.3. Soient k € N* et x > 0. On divise les deux membres de I'égalité par (—x)* et on obtient

Fr(x)  Froi(x) 1 (1) (1)“
1 )

X

(=) (=x)*

k(—x)¥ k
5.4. D’aprés la question 5.1., 'égalité & démontrer est vraie quand n = 0 en prenant Py = 0.

Falx)  Folx) i <Fk(x) _ Feax)

Soient n € N* et x > 0. E I (—x)k  (—x)kT

) (somme télescopique) et donc
k=1

Fa(x) = (" (Fo(XJ Ly ((F_ki’)‘i - ))

n (_] k—1
Le polynéme P, = Z
k=1

X* convient.

6. Un deuxiéme exemple

6.1. La fonction g : t+— e® est continue sur [0,1] et donc la fonction G est définie sur R* d’aprés la question 4.. Soit
x > 0. En posant u = x + t, on obtient

1 t x+1 ju—x x+1 ju
G(X)ZJ ¢ dtzJ € du:e_XJ ¢ qu
o x+t x u x u
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el x+1 el

La fonction u+— — est continue sur R* et donc la fonction x — J — du est de classe C! sur R?% d’aprés la question
u xX

3.. D’autre part, la fonction x — e~ est de classe C! sur R* . Finalement, la fonction G est de classe C! sur R’ en tant

que produit de fonctions de classe C' sur R

6.2.
t

6.2.1. La fonctionj : t — est continue sur R et se prolonge par continuité en 0 en posant j(0) = 1 (on note

X

encore j le prolongement obtenu). La fonction j est continue sur Rt et pour tout x > 0, J(x) = J' j(t) dt. Donc, la fonction
0

J est de classe C! sur RT et pour tout x > 0, J'(x) = j(x).

t

T+t

X

est continue sur R* et donc la fonction K : x — J k(t) dt est de classe C! sur R*. De plus,
0

La fonction k : t+—
K’ =k.

6.2.2. Mais alors, la fonction L est de classe C' sur R* en tant que combinaison linéaire de fonctions de classe C T sur R
Déja, d’apres les questions 6.1. et 3., pour x > 0,

Par suite, pour x > 0,

x+1 X

U= & e & e
Tx4+1 0 x x+1 X x x+1 x+1 x  x x x

La dérivée de G est nulle sur I'intervalle ]0, +oo[ et donc la fonction G est constante sur ]0, +ool.

6.2.3. Par suite, il existe C € R tel que, pour tout x > 0, G(x) = e ™ (eK(x) — J(x) — In(x) + C). Les fonctions J et K sont
continues sur R" et en particulier en 0. Donc, quand x tend vers 0, J(x) et K(x) tendent respectivement vers J(0) = 0 et
K(0) = 0. Mais alors,

G(x) ~ 1x(=In(x))=—In(x)

x—0+

et en particulier, lim G(x) = +oo0.
x—0+

Exercice 3
1. X2(Q) = {12,22,32} ={1,4,9).
2. E (X?) =p11%2 +p222 + p33%2 = p;1 +4p2 + Ips.

3. D’aprés la formule de KOENIG-HUYGENS, en tenant compte de p1 +p2 +p3 =1,

V(X) =E (X?) — (E(X))? = p1 +4p2 + 9p3 — (p1 +2p2 + 3p3)’
—p1+4p2+9(1—p1—p2)— (p1 +2p2 +3(1 —p1 —p2))°
=—8p1 —5p2+9— (—2p1 —p2+3)°
= —4p7 —p3 —4p1p2 +4p1 + P2

4.
4.1. Représentation graphique de T.
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4.2. f est de classe C? sur R? en tant que polynome a deux variables.

4.3. Les trois applications (x,y) :+ X, (x,y) — y et (x,y) — x +1y — 1 sont continues sur R? en tant que polynémes a
deux variables. Donc, les trois ensembles Py = {(x,y) eER?/ x> O}, P, = {(x,y) ER?/y> 0} et

P; = {(x,y) eER?/x+y—1< 0} sont des parties fermées de R? puis T = P; N P, NP3 est une partie fermée de R? en
tant qu’intersection de fermés de R2.

D’autre part, T est une partie bornée de R? car pour tout (x,y) € T, ||(x,y)||1 < 1. Puisque la fonction f est continue sur
la partie fermée bornée T a valeurs dans R, la fonction f admet un minimum et un maximum sur T.

4.5. Déterminons les poins critiques de f. Soit m = (x,y) € R2.

_ 2x+y=1
_ 4—-8x—4y=0

Cec systéme n’admet pas de solution et en particulier, la fonction f n’admet pas de point critique a l'intérieur de T.

1
4.6. Pour tout réel x, g(x) =x(1 —x) = x —x? puis g’(x) = 1 — 2x. La fonction g est strictement croissante sur [O, z] et

1 1 1
strictement décroissante sur [z, 1] . En tenant compte de g(0) =g(1) =0et g (z) =7 le minimum de g sur [0, 1] est 0,

atteint en x =0 et x =1, et le maximum de g sur [0, 1] est —, atteint en x =

4

. Voici la représentation graphique de g :

N —

4.6. La fonction f est de classe C' sur R2. Si f atteint un extremum a I’intérieur de T qui est un ouvert, c’est nécessairement

en un point critique de f. Puisque f n’admet pas de point critique, f atteint nécessairement son minimum et son maximum
sur le bord de T.

Le bord de T est constitué des trois segments C; ={(x,0), x € [0,1]}, C2 ={(0,y), y € [0, 1]} et C3 ={(x,1—x), x € [0, 1]}.
e Pour tout x € [0,1], f(x,0) = 4x —4x? = 4x(1 —x) = 4g(x). Donc, l\gin f =0, atteint en (0,0) et (1,0) et 1\/([jax f=1,
atteint en <%,O .

e Pour tout y € [0,1], f(0,y) =y —y? =y(1 —y) = g(y). Donc, l\gin f =0, atteint en (0,0) et (0,1) et 1\/([jax f= le,
2 2
atteint en (O !
int en {0, |.
e Pour tout x € [0,1], f(x,1 —x) =4x + 1 —x —4x? — (1 —x)? —4x(1 —x) = —x* + x = g(x). Donc, 1\gin f =0, atteint
3

1 ) 11
en (0,1) et (1,0) et l\/gxf: e atteint en (z,z)

1
Finalement, MTin f =0 et ce minimum est atteint en (0,0), (1,0) et (0,1) et M{jix f =1, atteint en (z,O).
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5. D’aprés la question 3., V(X) = f (p1, p2). La variance est minimale si et seulement si (p1,p2,p3) € {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}

1 1
0

et dans ce cas est égale a 0. La variance est maximale si et seulement si (p1,p2,p3) = 703

et dans ce cas est égale
al.

6. Quand la variance est minimale, la variable X est certaine.
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