SESSION 2026 E3A

Epreuve de Mathématiques MPI

Exercice 1
Questions préliminaires

1. Soit n > 2. La fonction ¢ : t — t™ est deux fois dérivable sur ]0, 1[ et pour tout t €]0,1[, @”(t) =n(n —1)t" 2 > 0.
Dong, la fonction ¢ est convexe sur ]0, 1[.

2. On en déduit que pour tout p > 2, pour tout (ti1,...,tp) €]0,1[P et tout (Ar,...,Ap) € [0,1]P tel que Ay +...+A, =1,
Aty + o Aptp) ™ SAET . AptD
3.
P
3.1. Pour tout (k,¢) € [1,p]?, (]z)k ¢ = Z1 x 1 =7p. et donc J> = pJ. Le polynéme X? — pX est annulateur de J.
i=1
3.2. Les valeurs propres de ] sont racines du polynéme X?—pX = X(X—p) et donc Sp(J) C {0, p} puis Sp (I, +]) C {1,p+1%

3.3. La matrice I, + ] est symétrique réelle et ses valeurs propres sont strictement positives. Donc, I, +] € Y;*(R).
* ok ok Kk Kk ok

4. Une expression de 1’espérance de X

4.1. Soit j € [1,7]. Puisque les n épreuves sont indépendantes, la probabilité de ne jamais obtenir «; en n épreuves est
(1 —xj)n. Par suite, X;j suit la loi de BERNOULLI de paramétre (1 — x;)".

4.2.xzixj.
i=1

.
4.3. Par linéarité de ’espérance, E(X) = Z E (Xj). Puisque pour tout j € [1,7], X; suit la loi de BERNOULLI de paramétre
j=1

(1—x)", on sait que pour tout j € [1,7], E(X;) = (1 —x;)". On en déduit que

T

EX) =) (1—x)".

j=1
5.

5.1. Quand r =3, U = {(x1,xz) €]0, 12 /x1 +x2 < 1}. Voici la représentation graphique de U dans ce cas (les bords ne
sont pas compris).

] i
}
1
5.2. On munit R™~" de la norme || ||1. Pour tout w= (x1,...,%_1) € U,
r—1 r—1
Il =) k=) x <.
i=1 i=1
Donc, U est une partie bornée de R™'. Pour tout j € [1,r— 1], pour tout u = (x1,...,%,_1) € R"™™', on pose @j(u) = x;
r—1
et pour tout w = (x1,...,%X,—1) € R, on pose P(u) = ij. Pour tout j € [, @; est continue sur R™!

j=1
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en tant que forme linéaire sur lespace de dimension finie R™'. De méme, la forme linéaire 1 est continue sur R™'.
Mais alors, pour tout j € R™ 1, (pj_1 (10, +00[) est un ouvert de R™™' en tant qu’image réciproque d’un ouvert par une

application continue. De méme, 1~ (] — 0o, 1) est un ouvert de R"™'.
r—1

Puisque U = m @;(10,+00[) | N~ (]—o00,1[), U est un ouvert de R™~! en tant qu’intersection finie d’ouverts de R™~'.
j=1

En résumé, U est un ouvert borné de R™'.
T r—1

5.3. Puisque ij =1, on a encore ij =1 —x,. Par suite, (x1,...,%_1) € U et de plus

j=1 j=1
n

5.4. La fonction h est de classe C? sur U en tant que polynéme & plusieurs variables.
5.5. Recherche des points critiques de h
5.5.1. Soit j € [1,7—1]. Soit m = (x1,...,%,—1) € U.

oh _ _

S m) =n (= (=) e xe) ).

an
5.5.2. Si m est un point critique de h, pour tout j € [1,r — 1], (1 —xj)n_1 = (x1 +...+XT,1)n_1. On en déduit que
(1—x )n*1 =...= (1 =% )ni] puis que 1 —x7 =...=1—x,_1 (par injectivité de la fonction t — t™~" sur ]0, +oo[)
et donc que x1 = ... =%,_1.
Réciproquement, si x; = ... = x;_1, alors pour tout j € [1,v — 1],

oh

g () = (= (1™ (= 1))

oh ne
puis, —(m) =0& — (1 —x1)
an

_ _ - 1

+(r=1x)" =0 (r=1x)" =0 -x)" e r-x1=1-x1 &x = .=
: . . . . . 1 1

La fonction h admet sur U un point critique et un seul, a savoir le point b = TR b

5.6. Conclusion

2 n—2 o n—2 o _ 1\yn—2
5.6.1. Pour tout j € [1,r—1] 9 h(b) =n(n-1) ((1 —l) + (r ]) ) = nn—Nr—1) x 2 et pour tout

’ a—X)z T T rn—2
02f nn—1Nr—-1n2
Y _ 2 . . —

(1,3) € [1,7—1]* tel que i # 3, 3xi0%, (b) o .

2 1 ...
nn—Nr—N"2 1 . T nn—1)(r—1""2 . .

Donc, H¢(b) = ) o = e (Ii—1 4+ Jr—1). D’aprés la question 3.3., la

1T ... 1 2

nn—1Nr—-1n2

2 > 0.

matrice I;_1 + Jr—1 est définie positive et il en est de méme de la matrice H¢(b) car

5.6.2. Puisque h est de classe C' sur ouvert U, si h admet un extremum local, c’est en I'unique point critique de h a

savoir b. De plus, H¢(b) est définie positive et on sait alors que la fonction h admet un minimum local en b. En tenant
r—1

r—1
compte de x, =1 — E xj=1— — = on a montré que E(X) admet un minimum local pour x; = ... =x; = - et
i=1
. 1
uniquement pour X1 =... =Xy = —.
T

5.6.3. Si E(X) admet un minimum global, ce minimum est en particulier un minimum local et est donc nécessairement

. 1 1
atteint en (X1,...,%¢) = —y.ovey— |.
T T
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R
Réciproquement, pour tout (x1,...,%:) €]0,1[" tel que ij =1,
j=1

-
=

n 1
EX) =) (1-x)"=r |} ~o(1-x)

j=1 j=1

.
1
ZT Z p (11— Xj)) (d’apres I'inégalité de JENSEN)

n" r—1\" r—1\" (r—1" o 1
car h(b)=(r—1)(1—=] + =T = 7—- E(X) est donc minimale pour x; = ... =x; = .
T T e T

1
On a montré que E(X) est minimale si et seulement si X1 =...=x; = —.
T

Exercice 2

Question de cours

. : 1 : :
1. Soit x € R. La série de terme général —, n € N*, converge si et seulement si x > 1.
n

2. Soit t € R. La série de terme général t™ converge si et seulement si t €] — 1, 1[. De plus, pour tout t €] — 1, 1],

1
+
X—Mn X-+n

1
3. Soit x € R\ Z. — existe dans R et pour tout n € N*, existe dans R. Ensuite,
X

1 1 2x 1
+ = = 0O|—=].
x—1 x+n x2—n? no+too n?
1
La série de terme général 2 converge (série de RIEMANN d’exposant o = 2 > 1). On en déduit que la série de terme

converge. Par suite, Eq(x) existe dans R.

général
X—m X

On a montré que la fonction E; est définie sur R \ Z.

1 1

4. Soit k > 2. Soit x € R\ Z. Pour tout n € N, et existent dans R.

(x—n)k — (x+n)k

1 1 1 1 - L .
41. —— = O(—)et — = O — ) avec k > 1. Donc, les séries de termes généraux respectifs
(x —m)k n—too nk (x +n)k n—too nk
1
x—n)¥ et T convergent.
1 1

4.2. Puisque les séries de termes généraux respectifs ) et X F convergent, la série de terme général —n)* +

W converge. On en déduit existence de Ey(x) dans R.
X+n

On a montré que la fonction Ey est définie sur R \ Z.
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5. Soit k € N*.

N
1
5.1. R\ Z est invariant par application x — x + 1. Ensuite, pour tout x € R\ Z, Ex(x) = lim Z —— % | puis
Notoo \ E= (x+n)

N 1 N+1 1
Ex(x+1)= lim )= lim _
K NS00 <n_ZN (x+1 +n)k> N -+oo p__%_” (x +p)k
N N
1 1 1 1
= 1. — - 1' S
N p_ZN K+p)F =NF T A NFDR ) T p_ZN (x +p)¥

= Ek(X).
On a montré que la fonction Ey est 1-périodique.

5.2. R\ Z est symétrique par rapport & 0. Ensuite, pour tout x € R\ Z,

8

& 1 1 G LR~ G Ve G
) = o L (oo o)~ L (et o)

n=1
1T < 1 1
= (=" <x_k +HZ:1 ((x—n)k " (x+n)k)> = DR,

Pour tout k € N*, la fonction Ey a la parité de k.
6. Une relation de récurrence

6.1. Soit k € N*. Montrons que la fonction Ey est dérivable sur ]0, 11.

1 1 < 1 1
Posons pour n > 2 et x €]0, 1[, T (x) = PR + R et pour x €]0, 1, f(x) = Z <(x—n)k + x +n)k>'
n=2

e La série de fonctions de terme général f,, converge simplement sur ]0, 1[ vers la fonction f.

. .. 1 1
e Chaque fonction f,, est dérivable sur ]0, 1[ et pour tout x €0, 1[, f} (x) = —k ((x e + PEEEA )

e Pourtout n >2etx €0, 1, [x —n|=n—x>n—1let|x+n|=x+n>n>n—1puis x —n[*" > n -1k et

1 1 2k
x+nc > (n—1)%" puis [f/ (x)] < k (|x—nlk+1 + x—|—nk+1) < 1) (car n—1 > 0). On en déduit encore
2k

(Tl— ])k+1 ’

que pour tout n € N*, ||[f] || < Puisque k+ 1 > 2 > 1, la série numérique de terme général

(n— 1)k
n > 2, converge. Par suite, la série de fonctions de terme général f], n > 2 converge normalement et en particulier
uniformément sur 10, 1[.

D’aprés le théoréme de dérivation terme & terme, la fonction f est dérivable sur ]0, 1] et sa dérivée s’obtient par dérivation

1
+

x— )% +f(x) est dérivable sur ]0, 1[ en tant que somme

1
terme & terme. Mais alors, la fonction Ex : x — — +
xk (x + 1)k

de fonctions dérivables sur ]0, 1[ et pour tout x €]0, 1,

, -k &/ -k —k
Ep(x) = T + Z ((x—n)k + (x+n)k) = —kEx11(x).

n=1

Enfin, par 1-périodicité, la fonction Ey est dérivable sur R\ Z et pour tout x € R\ Z, E[(x) = —kEx11(x).
6.2. Montrons par récurrence que pour tout p € N*, pour tout k € N*, Ey est p fois dérivable sur R\ Z.
e Le résultat est vrai pour p = 1 d’aprés la question précédente.

e Soit p > 1. Supposons que pour tout k € N*| la fonction Ey est p fois dérivable sur R\ Z. La fonction Ey est déja
dérivable sur R\ Z et E| = —kEy 1. Par hypothése de récurrence, la fonction Ey 1 est p fois dérivable sur R\ Z.
Il en est de méme de la fonction E; ou encore la fonction Ex est (p + 1) fois dérivable sur R\ Z.

On a montré par récurrence que pour tout k € N*, la fonction Ey est indéfiniment dérivable sur R \ Z.
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En particulier, la fonction E; est classe C* sur R\ Z Montrons alors par récurrence que pour tout k € N*,

(=D ey
Fh=-2_F
KT k=) T

e Le résultat est vrai quand k = 1.

(—T1)k1 (k B

e Soit k > 1. SuppOSOHS que Ek = ( ” AlOI‘S
1 / 1 ( Uk ! (k) ( 1) (k)
Ek+] = _EEk = _E X WE1 = TE1 .

Le résultat est démontré par récurrence.

k
X X 1 rx\k
7. Soient x €] —1,1[ et n € N*. Alors, = U < x| < 1 puis la série géométrique de terme général g (E) ,
k > 0, converge. De plus,
& Xk 1T
e T ” X n—x
k=0 - =
n

8. Soit x €] — 1,11.

IS ! 1 < 2 +O°2 1 +oo +c>o2 2\ k
(n_x‘nH)—anifxz—Zn—zxixz‘Z<Zn—§<%))

n=1 n=1 n=1 — n=1 \k=0
n?
+oo [e’e) [e%s)
ZX (k+1) 25 1
-3 (& 2 ) z(z .
n=1 \k=0 n=1 =1
9. Soit x €] — 1, 1[\{0}. Pour tout (n,s) € (N*)?, posons Un,s = TX . On a donc
n
L () LB () B (5
x| = — = — — — = - — u .

X = Ax—n X+n X = An—X n-+x ™S
Pour tout n € N*, d’aprés la question 7.,

“+oo +o0o — “+00

|X|25 1 ‘X‘Zk—o—] \X\

2 Mnsl=2 n2s :Zn2k+2 =l |Z k+1: 22 St

s=1 s=1 k=
puis

+oo /+oo +oo |X|
( un,s) = Z n2 2 < 400
n=1 \s=1 n=1
X 1
car ) |_| 7 e (—2> La famille ( un,s)(n,s)e(N*)z est donc sommable et on peut écrire
] +o0o “+00 ] +o0o
_ _ 2s—1 __ 2s—1
SN DI EEEE W D 3E Y R R R
s=

10. La formule proposée est celle de la question 9. quand k = 1. Soit k > 2. Pour tout x €] — 1, 1[\{0},

(k—=T1)
—1)k-1 o —1)k-1 Nk T(k=1) —1)k-1 +oo
Ex(x) = LEgk 1)()() — (k ) ' ~ (=1) IE ) _2((k_) o <; C(ZS)XZS_]> (x)

— l — Zﬂ +ZOO C(zs)XZS—l - (X)
Xk (k—1)! = )

Soit alors a la suite définie par : pour tout s € N*, ass_1 = ((2s) et pour tout s € N, azs = 0. D’aprés la question
précédente, Ry > 1. Ensuite, la somme d’une série entiére est de classe C* sur son intervalle ouvert de convergence et ses
dérivées successives s’obtiennent par dérivation terme & terme, Donc, pour tout x €] — 1, 1[\{0},
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1 (=1 & (2s —1)! 251 (k1)

e i THD A o e

25

—l+2(—1)k+zoo 2571 casps
=K - K1 S)x .

Exercice 3
1. Etude du cas K=R

1.1. Puisque K = R, la matrice M est symétrique réelle. Donc, la matrice M est diagonalisable dans .#,, (R) d’aprés le
théoréme spectral.

1.2. On note Cy, ..., Cy les colonnes de M. Puisque Ca, ..., Ch_1, sont colinéaires & C; (pour tout j € [2,n — 1],
@

C; = —2Cy), rg(M) = rg(Cy,...,Cpn) = 1g(Cy,Cpn) < 2. D’autre part, M Minl 10 arf —a? # 0 et donc
aj n,T Mnn aq an

rg(M) > 2. Finalement, rg(M) = 2.

1.3. D’aprés le théoréme du rang, dim(Ker(M)) = n—rg(M) =n—2 > 0 (car n > 3). Donc, 0 est valeur propre de M. De
plus, puisque M est diagonalisable, I’'ordre de multiplicité de O est exactement la dimension du sous-espace propre associé
a savoir n — 2.

1.4. D’aprés le théoréme spectral, les valeurs propres de M sont réelles. Exactement n — 2 des n valeurs propres de M
sont égales & 0. M admet donc deux valeurs propres réelles non nulles Ay et A;.

1.5. Soit X = (Xi)]gign € %nJ (R)

aixn, =0
arxn, =0

XeB(M)&MX=0s aiXx1+...+an_1xn_1=0

{ Xxn =0 (car aj #0)

an_1XxXn =0
arxy+...+anxn =0

Xn =0
& az an—1
X1 =—"X2...— Xn—1
aq aq
. az An—1 —2 N
Par suite, Eg(M) = {(—a—1xz...— @ xn_hxz,...,xn_hO) y (X2y..0yXn_2) €ER™ } = Vect (e1,...,en_2) oll, pour

tout j € [1,n —2], ¢ = (—aj4+1,0,...,0,a1,0,...,0). De plus, dim (Eg(M)) =n—-2 = card () ;< , et donc

j+1
(ej)1<j<n72 est une base de Eo(M).

1.6. Soit A € R*. Soit X = (xi)1<icp € #n,1(R) \{0}.

X1 = TXH
a1Xn = AXq a2
axn = A2 2=

MX=AX& : &
an_

An1%Xn = AXn 1 Xn—1 = i 1Xn
a1xX) + ...+ anxn = Axn a2 a2

(7‘+ T;\" +an—7\) Xn =0

a? a?
Sixn, =0, alors, x; = ... =xn-1 = 0 puis X = 0 ce qui est faux. Donc, x,, # 0 puis 7]—}— T;\_] + an — A = 0. Mais

n—1
1
alors A2 — Aa,, — Z ajz = 0. On pose donc A\ = 7 an —
j=1
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n—1 n—1

1.7. Puisque a2 + 4 Z a]-2 > 0, A1 et Az sont distincts. Pour 1 € {1,2}, )\iz — anAi — Z ajz = 0 puis, d’aprés la question

j=1 j=1

xi = Ty
1 7\1 n a
az
X2 = TXn .
précédente, MX = A X & Ai . Donc, Ex, (M) = Vect (en_1) ot en_1 = : et Ex, (M) = Vect (en)
. An—1
X an—1 }\1
n—1 — Ai n
ai
ol e, =
An—1
A2
—a —asz ... —Qn-2 ai aq
aq o ... 0 az az
1.8. D’aprés ce qui précéde M = PDP~! ou D = diag (0,...,0,A1,A2) et P=| 0 aj
- - 0 An-1 Qan-1
0 ... 0 aj A A2

2. Etude du cas K=C

2.1. On a toujours rg(M) = 2 puis 0 est valeur propre d’ordre au moins égal & n — 2. D’autre part, si A € C*, A est

X1 = Sy
1= A n
X = 2y
2 A n
valeur propre de M si et seulement si le systéme : admet une solution non nulle
A1
Xn—zl = n}\ , Xn
a as_q
(714- T;\ —|—an—7\>xn:O
2 2 2 2
a an,_ . a an_ .
ce qui équivaut a 71—}— T;\1 +an—A=0 (si 7]—1— T;\ L +an—A#O0,alors xy, =0 =% =... =%n_1 et si
a? a?
7] et an +an—A=0, (ay...,an—_1,A) est une solution non nulle) ou encore, A est une valeur propre non nulle si

n—1
et seulement si A> — Aa,, — Z a]-2 =0 (%). De plus, le sous-espace propre associé & une valeur propre non nulle A est de
j=1
dimension 1 (droite vectorielle engendrée par le vecteur (aq, ..., anb—1,A)).
n—1
ler cas. Supposons Z a]-2 = 0. L’égalité (x) s’écrit A> —Aa, = 0 ou encore A(A — a,) = 0. Si a, = 0, (x) n’admet pas
j=1

de solution non nulle. Dans ce cas, 0 est 'unique valeur propre de M et si M était diagonalisable, M serait semblable a
n—1
la matrice nulle et donc égale a la matrice nulle ce qui est faux (car a; # 0). Done, si an, =0 et Z ajz =0, M n’est pas
j=1
diagonalisable.
Si an # 0, M admet une unique valeur propre non nulle, & savoir a,,. M admet aussi au moins n — 2 fois la valeur propre
0 pour valeur propre. La derniére valeur propre u est fournie par la trace de M : a,, = Tr(M) =0+...4+ 0+ a,, + p puis
= 0. 0 est alors valeur propre d’ordre n — 1 de M. Puisque dim (Eg(M)) =n—2 #n— 1, M n’est pas diagonalisable.
n—1
2éme cas. Supposons que aZ + 4 Z ajz = 0. Le discriminant de ’équation (%) est alors nul puis 1’équation (*) admet
j=1
une solution double a savoir A = a,,. Comme dans le premier cas, 0 est alors valeur propre d’ordre au moins n — 1 puis M
n’est pas diagonalisable.
n—1 n—1
3éme cas. Supposons que Z ajz #0 et a121 +4 Z ajz # 0. Dans ce cas, I’équation (%) admet deux solutions distinctes
j=1 j=1
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n—I1
A1 et A2 dans C. De plus, ces solutions sont non nulles car Z a]-2 # 0. Le spectre de M est donc (0,...,0,A1,A2) avec
j=1
A1 £ 0, A2 # 0 et Ay # A2. Les sous-espaces propres respectivement associés aux valeurs propres simples A7 et A, sont
nécessairement des droites vectorielles. D’autre part, la dimension de Eo(M) est égale & n—2 qui est I'ordre de multiplicité
de la valeur propre 0. Puisque la dimension de chaque sous-espace propre est égale a 'ordre de multiplicité de la valeur
propre associée, la matrice M est diagonalisable dans .#;, (C).

n—1 n—1
En résumé, M n’est pas diagonalisable si et seulement si Z a]-2 =0oua? +4 Z =0.
j=1 j=1

0 0 1
2.2.0nprend a; =1, a,=1et a3 =0.On a a% + a% = 0 et donc la matrice M = |0 0 1| n’est pas diagonalisable
1 i 0

d’aprés la question précédente.
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