SESSION 2023 E3A

Epreuve de Mathématiques PC

Exercice 1

1. Le polynoéme P = X? —3X +2 = (X — 1)(X — 2) est scindé sur R, a racines simples et annulateur de u. Donc, u est
diagonalisable.

2. Les éventuelles valeurs propres de u sont racines de P et sont donc éléments de {1,2}. On pose x =1 et = 2.
3.
3.1.v—w = (B — «)Idg = Idg. Par suite, pur tout x de E,

x =v(x) —w(x)) =v(x) +w(—x).
Ainsi, tout vecteur de E est somme d’un élément de Im(v) et d’un élément de Im(w). Ceci montre que E = Im(v) + Im(w).
3.2.vow = (u—aldg) o (u— BIdg) = P(u) = 0. De méme, wov = 0.

3.3. Pour tout x € E, v(w(x)) = 0 et donc, pour tout x € E, w(x) € Ker(v). Ceci montre que Im(w) C Ker(v). De méme,
Iégalité w ov = 0 fournit Im(v) C Ker(w).

3.4. D’aprés les deux questions précédentes, E = Im(v) 4+ Im(w) C Ker(w) + Ker(v) puis E = Ker(v) + Ker(w).
Soit alors x € Ker(v)NKer(w). Alors, u(x) = x = 2x puis 2x—x = 0 et donc x = 0. Ceci montre que Ker(v) NKer(w) = {0}.
On a montré que

E = Ker(v) @ Ker(w).

4. Dans une base adaptée a la décomposition précédente, la matrice de u est D = diag(l,...,1,2,...,2) (avec éventuelle-
W—/ H/_/

k n—k
ment k=0 ou k =n).

5. Application

1 10 1 10 1 3 0
5.1. U2 = 0 20 0 2 0 |= 0 4 0 | puis
-1 1 2 -1 1 2 -3 3 4
1 3 0 1 10 100 00 0
u? —3U+2I; = 0 4 0 |-3 0 2 0 |+2f{ 01 0 ])=[000
-3 3 4 -1 1 2 0 0 1 00 0
Donc, U? —3U + 213 = 03 puis u? —3u + 2Idg = 0.
0 10 -1 1 0
52.V=U-13= 0 1 0 |JetW=U=-2I3= 0 00
-1 11 -1 10
X
5.3. Soit X=| y € M3,1(R).
z
0O 1 0 X 0 y=
XeKer(U-13) & 0 10 y |l=10]&< y=
-1 1 1 z 0 —x+y+z=0
@{yzo.
zZ=x

Donc, Ker (u— Idg) = Vect (1) ot u; = e7 + e3. Ker (u— Idg) est une droite vectorielle et une base de cette droite est
% = (w).

X
Soit X=1 y € M3,1(R).
z
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-1 1 0 X 0 —x+y=0
XeKer(U-2I3) & 0 0 0 y |=10|&< 0=0
-1 1 0 z 0 —x+y=0
Sx—y=0

Donc, Ker (u— 2Idg) est le plan d’équation x —y = 0 dans la base Z. Une base de Ker (w— 2Idg) est %> = (uz,u3)n ou
uy =ej +ex et uz =e3.

5.4. Soient D = diag(1,2,2) et P =

. D et P sont respectivement une matrice diagonale et une matrice

—_ O =
— O O

inversible telles que U = PDP~.

Exercice 2
Question de cours
1. Soit « un réel non nul.

(T—x)=(T+(—x)* = 1T+ oa(—x)+

x—0 2 x—0 2

—1
Par suite, 1 — (1 —x)* = ax— ———x%+0 (x?) =_ ax+ o(x) puis
x—0 2 x—0

1—(1—x)% o XX (car o0 #£ 0).

X—

2. Pour tout réel strictement positif a et tout réel b, a® = e? (@),

3. Soit n > 2 de sorte que n—1 > 1.
3.1. Soit p € N*.

P
Z ax—1 — ax) = ap — ap (somme télescopique)
=1

I <1 _ <1 _zlp>“]> _ (1 —zlp>n]

n—1
Ensuite, lim (1 — 2—p> = 1. Ceci montre que la série de terme général uy, k € N*, converge et que

p—+oo
+oo
Z U = 1.
k=1

P
D u
k=1

=~

n— n
. La suite <—> est strictement positive et la série géométrique de
keEN

1
3.2. Puisque lim 7= 0, ax

k—+oo 2K k—+oo 2K 2k

—1
terme général 2— k € N, converge. On en déduit que la série de terme général ay, k € N, converge.

4. Etude d’une variable aléatoire
1

1 1
2T > 7K puis 0 < 1 — T <1- 7K Puisque n — 1 > 0, la fonction t +— t™~! est strictement

1 n—1 1 n—1 1 n—1 1 n—1
croissante sur [0, +oo[ et donc <1 — 2k—_]> < (1 — 2—k> puis 1 — <1 — 2k—_]> >1— <1 — 2_k> ou encore
ayx_1 > ax et finalement uy > 0.

4.1. Soit k € N*.

On a montré que : Vk € N*, uy > 0.

+oo +oo
4.2.1= Z?\uk =7\Zuk = A. Donc, A =1 puis
k=1 k=1
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i} 1 n—1 1 n—1

4.3. Soit p > 2.

P P P
ZkP(Xn:k):Zkuk:Zk(ak_1 — ay)
p—1 p—1
—Zkak 1—Zkak—z (k+1) ak—Zkak—ao+Zak—pap
k=0 k=1
:Zak—pap.
k=0

Ensuite, pa, ~ (n— 1)£ puis lim pa, = 0 d’aprés un théoréme de croissances comparées. On en déduit que la
po+ 2p p—+oo

série de terme général kPP (X,, = k), k € N*, converge et donc la variable aléatoire X;; admet une espérance. De plus,

+oo
= Z ax = Sn.
k=0

5.
5.1. Soit p € N*. La fonction f, est continue sur [0,+ool. De plus, puisque lim e * =0, fo(t) ~ pe " puis
t—+oo t—+o0
1
fp (1) M <t2> d’aprés un théoréme de croissances comparées. La fonction f}, est donc intégrable sur un voisinage de
—+oc0

+o00 et finalement la fonction f,, est intégrable sur [0, +oo[. En particulier, 'intégrale I, est une intégrale convergente.

5.2. Soit p € N.

5.3. Par suite,

n—1 1 n—2 —
kK~ Z pe1— Ip)
k=1 p:O p=0
=1I,_1 — 1o (somme télescopique)
=TIn .

6. Un encadrement

1
6.1. Soit k € N*. [k, k + 1] C]0, +oo[ puis la fonction t — T est continue et décroissante sur [k, k + 1]. Donc, pour tout

1 1 1
— < — < —. Eninté i
€ [k, k+ 1], 1 ST Sk En intégrant, on obtient
L—(k—|-1—k)>< ] <Jk+]—dt<(k—&—1—k)><l—l
k+1 k+1 ) ot O k Kk
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1< 1T (% at
6.2. Ainsi, pour tout k € N*, e J + et pour tout k > 2, X < J —. En additionnant membre & membre, on
k—1
obtient
n—1 n—1 k41 n
1 dt dt
I = -2z J - :J — =In(n),
k  t t
k=1 k=T
et
n—1 1 n—1 n—1 dt
In4:1+ZE<1+ZJ t_ J — =1+hnm-1).
k=2 k=2 kT L

Donc, In(n) <Ih_1 < 1T+Inn—-1).

7. Soit m > 2. La fonction t — 27t est décroissante sur [0, +oo[ puis la fonction t +— (1 —2~ t)nq est croissante sur
[0, 400l et finalement, la fonction g est décroissante sur [0, +oo[. Donc,

0 Ik
m—1 k41 m—1 m—1
<Y | oat= Y ga= Y a
k=0 'k k=0 k=0
et
m m k
J gn(t) dt=ZJ gn(t) dt
0 = e
m .k m
> [ aka=)
k=1"k-1 k=1
m m m—1
Donc, pour tout m > 2, Z ay < J gn(t) dt < ay.
k=1 0 k=0

8. Soit > 0. En posant u =vIn(2), on obtient

Jj gn(v) dv = J: (1 _ (1 _ evln(Z))“—l) o Jj In(2) (] . e*“)“q) 1;1(1;) _ ﬁj: In(2) ) du.

Foo 1 (* I
9. Quand B tend vers 400, on obtient J gn(v) dv = J n!
0 In(2)

+oo

convergence de l'intégrale J gn(v) dv).
0

On fait alors tendre m vers +oo dans I'encadrement de la question 7 et on obtient d’aprés la question 4.3,

+oo +oo +o0
Infl
E(Sn)—1 E ax \J gn(v) dv ) S kE:O ax =E(S

k=1
Ih—
On a montré que pour tout n > 2, E(S,,) —1 < ln(21) < E(Sn)
n
I T+Inmn-—1 I 1
10. Ainsi, pour n > 2, d’aprés la question 6.2, E (S,,) <1+ 11111(21) <1+ + 11111((2) ) t E(Snh) > 11?(2]) > 11;((;)) Donc,

pour tout n > 2,

puis
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In(2) In(2) /In(n—1) 1 Inm—1) 1+4+1In(2)
< =
ShmESY st \n T T n(n) n(n)
Puisque In(n — 1) ~ In(n), les membres extrémes de cet encadrement tendent vers 1 quand n tend vers +oo. Le
n—-—+oo

In(2
théoréme des gendarmes permet d’affirmer que lim n( )E (Sn) =1 et donc que

n—+oo In(n)

E(Sn) | > In(2)"

Exercice 3
1. Etude de I’application ¢,
1.1. Soient (x,y) € E% et (A, n) € R2.

QOu(Ax 4+ ny) = 2%11— (Ax+py) =A (2 <X|ﬁ>u—x> +u <2Mu—y)

=A@y (x) + Lo (y).

Donc, @ est un endomorphisme de E.

1.2. On note que @y (u) = Zét’tiu —u=2u—u=u Soit x € E.
Qu o Pu(x) = oy (2 {xhu) u— X) =2 (xiu) Pu(u) — @u(x)
(ufu) (uhu)
L (xlw)
=x.

Done, @y o @, = Idg. Ainsi, @, est une involution et en particulier une bijection de E sur lui-méme. Puisque @, est
linéaire, @,, est un automorphisme de E. De plus, @, = @y.

1.3. Soit x € E.

(x|u) (x|u)

(0 b0)utx) = (25— 2 ) =4 X ) — 45 () (e = 00

Ainsi, pour tout x € E, [lou(x)|? = [xI|? puis [[ou(x)] = ]|

1.4. Soit (x,y) € E2. D’aprés une identité de polarisation,

—

y)I1?)

(I +yll” = = yII?)

(@u(l0u(y)) = 1 (0w + o) ~ oulx) ~ ou

I

1 2 2
= 2 (loute+v)I* = leux—y)I*) =
= (xly).
Donc, @, conserve le produit scalaire.
1.5. On a vu que @ (u) =u. Donc, @y (Dy) = @y (Vect(u)) = Vect (@ (u)) = Vect(u) = Dy,.

Hy, = (Vect(u))l = ut. Mais alors, puisque @, conserve le produit scalaire, I'image par ¢, d’un vecteur orthogonal & u
est encore un vecteur orthogonal & w. Done, ¢ (Hy) C Hy,.

1.6. Puisque @ (u) = u, plus généralement, pour tout x € Dy, @, (x) = x. D’autre part, si x € Hy,, (xju) = 0 et donc
@u(x) = —x. @y coincide sur les deux sous-espaces supplémentaires D,, et H, avec la symétrie par rapport & D, par
rapport & H, = D{. Donc, @, est la symétrie orthogonale par rapport a Dy,.

2. Etude d’un exemple dans le cas n =3

2.1. H est un hyperplan de R3 et donc H' est une droite vectorielle ¢’est-a-dire un sous-espace de R3 de dimension 1.
Puisque la base canonique est orthonormée, un vecteur normal & H est le vecteur (1,1,1). Une base orthonormée de H+

1
ﬁ“’]’”'
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2.2. On note p, la projection orthogonale sur H* et py la projection orthogonale sur H. Pour tout u = (x,y,z) € R3,
puisque Vv est unitaire,

x+y+z 1 x+y+z x+y+z x+y+z
pv(u)—<vu>v—%.—3(1,1,1)—< g , g , g )
1 11
La matrice de p, dans la base canonique est P, = = 1 1 1

1 1 1

Ensuite, py = Idgs — py et donc la matrice de py dans la base canonique est

2 -1 -1
-1 2 -1
-1 -1 2

1

Pr=1s—Py =3

2.3. @, = 2p, — Idgs et donc la matrice de ¢, dans la base canonique est

1.0 0 1 -1 2 2
@v:§ 1T 1 1 ]—10 10 =3 2 -1 2
0 0 1 2 2 -1

3. Etude d’une réciproque

3.1. Soit x € E. x s’écrit de maniére unique sous la forme x =y + z avec (y,z) € A x A*+. Mais alors, {(x) =y — z puis

V(X)) =bly—z) =y+z=x

Donc, P o = Idg. Ensuite, si x’ est un vecteur de E que I’on écrit sous la forme x’ =y’ + z’ avec (y,z) € A x A,

W) =y —zly’ —z') = {yly') + (zlz') (car (ylz') = (y'lz) = 0)
= (y+2ly’ +2) = (xIx).
Donc, 1 conserve le produit scalaire.

3.2. Soit u un vecteur non nul de A. On a P(u) = u = @, (u) puis, plus généralement pour tout x € A, P(x) =x = @y (x).
Soit x € A*. Alors, P(x) = —x = @ (x). Ainsi, les endomorphismes 1\ et @, coincident sur les deux sous-espaces
supplémentaires A et @, et donc P = @,.

Exercice 4

1. Soit n € N. Pour tout réel x,

1 1
Ih(—x) = L (1 — tz) cos(—tx) dt = J (1 — tz) cos(tx) dt = I, (x).

Pour tout n € N, la fonction I, est paire.

1
2. Soit n € N. Posons @ : Rx[0,1] — R de sorte que, pour tout réel x, I, (x) = J D(x,t) dt.
(x,1) = (T —1t2) cos(tx) 0

e Pour tout réel x, la fonction t — ®(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur [0, 1].

e @ admet sur R x [0, 1] une dérivée partielle par rapport & sa premiére variable x définie par

00 n
V(x,t) € R x [0,1], R(x,t) =—t (1 —t%) sin(tx).
De plus,

oD
- pour tout réel x, la fonction t — a—(x,t) est continue par morceaux sur [0, 1],
X

00
- pour tout t € [0, 1], la fonction x — ——(x,t) est continue sur R,

0x
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o0

- pour tout (x,t) € R x [0, 1], a(x,t) =t (1 — tz)n [sin(xt)] < t (1 — tz)n = @(t) ou de plus la fonction ¢

est continue par morceaux, positive et intégrable sur [0, 1].

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, la fonction I,, est de classe C! sur R et pour tout réel x,

, 1o ! n .
I/ (x) = L a(x,t) dt = L —t (1 —t%) "sin(xt) dt.

3. Soit n € N. Soit x € R. Les deux fonctions t — 7 (1 — tz)nH et t — sin(xt) sont de classe C' sur le segment

n+1)
[0, 1]. On peut donc effectuer une intégration par parties qui fournit

1 1

/ n . 1 n . ! 1 n
L(x) = L —t (1 —tz) sin(tx) dt = {m (1 —tz) I sm(tx)}O — L Imi) (1 —tz) I x cos(xt) dt
1
:—ﬁjo (] —tz) COS(tX) dt:_ﬁln+1 (X)

4. Montrons par récurrence que pour tout k € N, pour tout n € N, la fonction I, est de classe C* sur R.

e D’aprés la question 2, les fonctions I, n € N, sont de classe C' sur R et en particulier continues sur R. L’affirmation
est donc vraie quand k = 0.
e Soit k > 0. Supposons que pour tout n € N, la fonction I, est de classe C¥ sur R. Soit n € N. D’aprés les deux

questions précédentes, la fonction I,, est de classe C! sur R et pour tout réel x, I/, (x) = —mInH (x). Par

hypothése de récurrence, la fonction I, 1 est de classe C* sur R et il en est de méme de la fonction I/. Mais alors,
la fonction I,, est de classe C*t' sur R.

On a montré par récurrence que pour tout n € N, la fonction I,, est de classe C* sur R pour tout k € N.
5. Calcul de 1,,(0)
5.1. Soit p € N.

(1-1%) (1-1%)" dt= f (1-1%)° dt—J] t2(1-1%)" dt

1

1
(1-)""" at= J

0

= 1,(0) —L t2 (1—-t2)" dt.

Ensuite, une intégration parties fournit

1 1 1 1
1 +1 1 +1
tz1—t2pdt:Jt><t1—t2pdt:[tx—71—t2p } —J 1—t3)"7 at
Jo ( ) 0 ( ) Z(P‘H)( ) o Jo Z(P‘H)( )
1
1o 1 . 2p+2
On en déduit que I,1(0) =1,(0) — m1p+] (0) puis que I, 1(0) = pr 3Ip(O).

1

5.2. Mais alors, pour n € N*, en tenant compte de I5(0) = J dt=1,
0

I.(0) = n XZn—ZX XlXIo(O): (2T1)><(2n—2)><_n><4><2)2

n n+l1 2n—1"""""2 2n+1)x2n)x(2n—1) x ... x4 x3x2
22" (n!)?
T2y

ce qui reste vrai quand n = 0.

6. Soit n € N. D’aprés la formule du binéme de NEWTON, on a aussi
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1/ n n\ ., n n 1 A 1
1,(0) = L <k (—U"(k)t k) dt = Z(—”k<k)m :"!];)(_”k(zu Dkln —k)!

= k=0
et donc
i(—nk 1 _Lh(0) __2’"nl
k=0 2k+ DK —K)!  nl - 2n+ D
+oo qu
7. Pour tout réel u, cos(u) = l;)(_”k (2K)!"

8. Soit 1 € N. Soit x € R fixé. Pour tout réel t € [0, 1],

2\ o 2\ 2k
(1 —t ) cos(tx) = Z(—U a0 (1 —t ) X,
n=0
Pour k € N et t € [0, 1], posons fi(t) = (—1)¥ 201 (1 — tz) x?¥. Soit k € N. Pour tout réel t € [0, 1],
P _tZK] ook o1 ok
Ific(t)] = 201 (1—1%) x** < o
2k 2k
puis [[fillo, 0,1 < % La série numérique de terme général o k € N, converge (et a pour somme ch(x)). Donc la

série numérique de terme général |[fy||, (o 17, k € N, converge. On en déduit que la série de fonctions de terme général
fx, k € N, converge normalement et en particulier uniformément sur [0, 1].

Ainsi, chaque fonction fi, k € N, est continue sur le segment [0,1] et la série de terme général fy, k € N, converge
uniformément sur ce segment. D’aprés le théoréme d’intégration terme & terme sur un segment, on peut intégrer terme a
terme et on obtient

0

“+o00 ( ])k 1
_ — 2K (1 _ s2\™ 2k
In(x)=) o] (J 2 (1-t%) dt) X2k
k=0
Cette égalité étant valable pour tout réel x, on a montré que la fonction I,, est développable en série entiére sur R.

9. On sait que la somme d’une série entiére est de classe C* sur son intervalle ouvert de convergence. Donc, la fonction
I, est de classe C* sur R, ce qui a été démontré a la question 4.
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