SESSION 2008 E3A
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques A PSI

Questions de cours.

Question 1.

1 1
1) Le résultat est faux. Par exemple, —— — 0 mais la série numérique de terme général , n >0, diverge.
n+1n-4+c n+1
n +o0
2) Le résultat est vrai. Pour n € N, posons Sy, = Z Uy. Posons aussi S = Z Ug. Porn > 1, onau, =S —Sn_1.
k=0 k=0

Quand n tend vers 400, u, tend vers S — S c’est-a-dire 0.

3) Le résultat est faux. Il devient vrai si on suppose de plus que u,, et v, sont des suites réelles positives ne s’annulant
pas & partir d'un certain rang.
(=" =" : -
Contre-exemple. Pour n € N, posons uy, = ——= et v, = .Onabienu, ~ vy.De plus, la série
o0

Wew | owm I e

de terme général u, converge en vertu du critére spécial aux séries alternées. Vérifions alors que la série de terme général
vy, diverge. Quand n tend vers +co on a

ek R o e 1) =Dr 1
Vo = n+]xo+ n+]> _ n+]@ n+]+oQJ>_ n+]+n+1+o(ﬁﬂ)

n

vn+1

1 —-nn 1
O ( =577 | converge absolument et donc converge. On en déduit que la série de terme général wy, = =D +0
n3/2 n+1 n3/2

La série de terme général converge en vertu du critére spécial aux séries alternées et la série de terme général

converge. Mais d’autre part, la série de terme général t,, = TLL—I—] diverge. On en déduit que la série de terme général
Vn = Wn + t, diverge (dans le cas contraire, la série de terme général t,, = v;; — wy, converge ce qui n’est pas).

="
n+l

1
alternées mais la série de terme général ju,,| = —— diverge.
n

+1

4) Le résultat est faux. La série de terme général u, = , n > 0, converge en vertu du critére spécial aux séries

Inm
Question 2. Pour n > 2, posons Uy = 0 puis v, = (—1)"uy,.

eVn>2 u, >0et donc (—1)"v, = |va| = un.
e u, tend vers 0 quand n tend vers +oo.

Inx
e Vérifions que la suite u est décroissante a partir du rang 3. Pour x > 2, posons f(x) = —. f est dérivable sur [2, +oo[
X

et pour x > 2,

f/(x) = ]_ﬂ

2
Pour x > e, on a f'(x) < 0 et donc f est décroissante sur [e, +oo[. En particulier, pour n >3 > e,
un =f(n) > f(n+1) =uni1.

o PR . . ainmn o - . )
D’aprés ce qui précéde, la série de terme général v,; = (—1)™ —— converge en vertu du critére spécial aux séries alternées.
n
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Préliminaires

1.
1.1. Soit n > N.
n n
Y o< ) Il <m—Nje<ne
k=N-+1 k=N+1
1.2. Soit n > N. D’aprés ce qui précéde, on a
o 1 n ne
Tal = t| < —— t .
Tl = |2t “ntd > KR
k=0 k=0
N N
Maintenant, Z ti| est constant quand n varie. On en déduit que i Z ti| tend vers 0 quand n tend vers +oco et
k=0 nt k=0
1 A ne
donc que t tend vers ¢ quand n tend vers +oco.
R l;) MRt vers ed vers +

Par suite, on peut trouver un rang nyg > N tel que pour n > ny, on a

N
1 ne

T < — t — < = 2¢.

|n|_TLJrl kE:O K +n+1 e+e=2

On a montré que Ve >0, Inp € N/Vn € N, (n > no = [Ta| < 2¢) et donc que

lim T, =0. I
n— +o0

2. Si la suite (t,) converge vers T, la suite (t, — T) converge vers O et d’aprés la question précédente, il en est de méme
: 1 ¢ : 1 ¢ 1 ¢ .

de la suite <n—+1 ];)(tk — T)) . Mais pour n > 0, ] ];)(tk —T) = <n—+1 ];)tk —T=T,—T. Ainsi T,, — T tend

vers 0 quand n tend vers +oc0 ou encore T, tend vers T.

Si lim t, =T, la suite (T,) converge et lim T, =T.
n— +o0 n—+oo

3.
3.1. Soient 0 €]0,27[ et n € N.

2sin (g) étk = ]§ZSin (g) cos(k@) = i (sin ((k+ %)9) — sin ((k— %)9))

=sin ((n + %)G) —sin (—?6) (somme télescopique)
= 2sin ((n+ 1)%) cos (%9) .

. 0 no
0 0 n sin | (n + 1)2 cos | —-
Maintenant, 6 €]0, 27t[ et donc 5 €]0, 7t[. On en déduit que sin E) # 0 puis que Z tx =

k=0 51 0
sin 3

et
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3.2. PourneN, [T,| < ;@ (sin (g) > 0). Comme ]
(

(n+1)sin Tl-l—])sin(%)

La suite (T,,) converge et lim T, =0.
n— 400

tend vers 0 quand n tend vers 400, on

a montré que

nm
3.3. Quand 0 = 3, pour n € N, on a t, = cos ( c ) Mais alors la suite extraite (112,1) converge et a pour limite 1 et la

suite extraite (W2n16) converge et a pour limite —1. On a ainsi trouvé deux sous-suites de la suite (t,,), convergentes de
limites distinctes. On sait alors que

la suite (t,) diverge.

3.4. La réciproque du résultat de la question 2. est donc fausse.
Partie 1.

1. La suite (nan) est convergente et en particulier bornée. On en déduit qu’il existe un réel K tel que Vn € N, [na,| < K

K
et donc tel que Vn € N*, |a,| < -

K
IKeR/Vn e N, |an| < =

;s

2. Soit x € [0,1[. Pour n € N*,
K
[anx™ < —x™ < Kx™.
n

Maintenant, comme 0 < x < 1, la série géométrique de terme général Kx™ converge. Il en est donc de méme de la série
numeérique de terme général |a,x™|, n > 0. Ceci montre que la série numérique de terme général a,x™ est absolument
convergente.

vx € [0, 1], la série numérique de terme général a,x™ est absolument convergente.

3. Soient n € Net x € [0,1[.

U, =L— Zak—L f(x Zak

k=0
n
x)+Zakx ZakJr Z axx®
k=0 k=n-+1
n
x) + Z ar(x*—1)+ Z axxk.
k=0 k=n-+1

4.

4.1. Soit n € N. La suite (kay)ken est bornée. On en déduit que {/kax|, k > n} est un partie non vide et majorée de R.
{lkak|, k > n} admet donc une borne supérieure dans R ce qui montre 'existence de My, .

€
4.2. Soit € > 0. Il existe ng € N tel que Vk > nyg, [kak| < 7
€
Soit n > ny. Par définition de My, il existe k, > n tel que My, < [knax, |+ 5 Puisque k,, > n > np, on a encore
€
knak, | < 7 et donc M, < ¢.

On a montré que Ve >0, Inpg € N/ Vn > ng, 0 < My, < ¢ et donc

lim M,, =0. I
n—+oo
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5. Soient n € N* et x € [0, 1[.

n “+o00 n +oo
fun] L=+ ) lalx® =1+ > Jaek® =L—fx)+ D Jal(T=x*)+ > [alx".
k=0 k=0

k=n+1 k=n+1
De plus,
—+o00 “+o00 Xk
D lakt= 3 fkal-
k=n+1 k=n+1
+oo k n+1
X M, x 1
< M,— = — < M
- Z "n nil—x"nl-x
k=n+1
et donc
= 1
un| <L —f(x)] + Z lax/(T—x*) + mMn-

k=0

Ensuite, pour k > 2, 1 —x¥=(1—=x)(1T+x+...+x 1) < (1 =x)1+...4+1) =k(1 —x) et donc
%,—/
K

= 1
n| <L—A 1— k ——— M.
[ < L= F(x)] + x)éakwn“_x)

= 1
¥n e N*, vx € [0, 1], un| < [L—f(x)[ 4+ (1=%) ) |kar| + ———
= n(1—x

1
6. Pour n € N* donné, on peut appliquer le résultat précédent a x = 1 — o et on obtient

1 1 &
vn € N*, [uy| < ‘Lf(]—)‘+—Z|kak+Mn-
n nk:0

Soit alors € > 0.

1 1
e Puisque T— — tend vers 1, L—f [ 1 — —) tend 0 quand n tend vers +oco. Il existe donc un entier ng tel que pour n > ny,
n n

1
L—f(1- =

e Puisque la suite (nay) tend vers 0, il en est de méme de la suite — E [kay| d’aprés les préliminaires. Il existe donc un
n
k=0

n

1 & €
entier ny tel que pour n > n,, — kag| < =.
2 tel que p >m, n};\ k<3

€
e M, tend vers 0 d’aprés la question 4.2. Il existe donc un entier n3z tel que pour n > n,, M, < =.

3

. e € ¢ )
Soit ng = Max{n;,n2,n3}. Pour n > ng,on a [un| < =+ =+ = = ¢. On a montré que Ve > 0, Ing € N/ Vn > ng, |un| < ¢

3 3 3
et donc
lim u, =0. I
n—+oo
+o00
7. On en déduit que la série de terme général a, converge et que Z an = L. Ceci signifie que f(1) existe et f(1) =
n=0

“+o0

. n .

lim X 2] < E AnX ) = lim X2/ f(x) ou encore
n=0

f est définie et continue en 1. '
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Partie 2.

X
1. Les fonctions x — 4x2, x — 4x, x — —1 et x — ] sont définies et continues sur R\ {1}. On peut donc résoudre (E)

sur tout intervalle ne contenant pas 1.

4 1 —1 1
2. Les fonctions x — é = 2 X ™ et x — 4x2(rf < = =) sont définies et continues sur ]0, 1[. Les solutions

de (E) sur I forment donc un R-espace affine de dimension 2.

+oo +oo
1

3. vx el —-1,1], :Zx“et

1—x

+o00
4. Soit Z anx™ une série entiére dont le rayon R est supposé strictement positif. Pour x €] — R, R[, on pose f(x) =

n=0
+o00

Z anx™. On sait que f est deux fois dérivable terme & terme sur ] — R, R[ et pour x €] — R,R[, on a

n=0

+o00 +o00 +o00
42" (x) 4 4xf'(x) — f(x) = 4x? Z nmn—1)anx™ 2 +4x Z nax" ! — Z anx™
n=2 n=1 n=0
+o00 “+o0 +o00 +o00
= Z In(n—T)anx™ + Z Inapx™ — Z anx™ = Z(4n(n— D +4n—1Naxx"
n=0 n=0 n=0 n=0
+o00
= Z(4n2 — Dax™.
n=0
X < . .
D’autre part, pour x €] —1,1[, —— = Z x™. Soit alors r = Min{1, R}.
1T—x —
+o00 +o00
f+;solution de (E) sur ] — v, v[ & Vx €] — 1,1, Z (4n2 —Napx™ = Z x™
n=0 n=1

& ap=0etVn e N*, (4n? —1)a, =1 (par unicité des coefficients d’une série entiére)
1

Sap=0etVn e N a,

Tz 1

+oo n
En résumé, sous ’hypothése R > 0, f est solution de (E) sur ] — v, 7[ si et seulement si Vx €] — 1, 1], f(x) = Z 4n)2(71
=1

n n

X X
Maintenant, si x| < 1, la série de terme général T converge (car pour n > 1, ‘427]‘ <Ix[™) et si x| > 1, la série
n? — n? —
x™" x™"
de terme général ——— diverge (car ——— ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo[).

Ceci valide les calculs précédents sur | — 1, 1[.

+00 n

. X .
la fonction x — ; T est solution de (E) sur | —1,1[.

5.
5.1. Soit n € N*.
1 _1@n4+D)—-(2n-1) _ 1/2  1/2
Mm2—1 2 n—N1(2n+1)  2n—1 2n+1°
+o00 uP +o00 uP
5.2. Soit u €]0,1[. In(14+u) = Z(fﬂpq > et In(1—u) =— Z —. Donc,
p=1 p=1
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1 +o0 ]+(*1)p71 uP +0o 1+(*1)2n7] un +oo ]_I_(i])Zn y2n+1 +o0 u2n+1

z(ln(]+u)—ln(1—M)Z}Zlf?:n:]f?jigo 2 n+1 :n:OZn—H'
1 T+u
Donc h(u) = =(In(T+u) —In(1 —u)) =ln4/ ——.
2 1T—u
1
v €10, 1), h(w) = In /2.
1T—u

5.3. Soit x €]0, 1[ puis u = /x.

too n too 2n 100 2n41
- X" u 1 u Ch(w) 1 T+u 1 14 v/x
H(X)_T;Zn+1_é2n+1_u£2n+1_ v oV TTe T AT A

5.4. Soit x €]0, 1[. D’aprés la question 5.1.

—_—

o(x) =

N —

+o00 ™ +o00 ™ +o00 Xn+] +o00 X
(; 2n—1 7; 2n+1> —2 <Z 2n+1 ZZnJr])

n=0 n=1
+o00 n +o00 n
X X
<XZ T i

5.5. Quand x tend vers 1 par valeurs inférieures,

1 A (VR +olVR)) — (VR HolVR) _
ﬁln 17\/_—ﬁ(ln(1+\/>_<)—ln(1—\/§))— PGS =1+0(1),

—1 1
et donc X In + VX tend vers 0 quand x tend vers 1 par valeurs inférieures puis
VX 1—x

6.
n
6.1. na,, =

1
———— ~ — et donc lim mna, = 0. La suite (a,,) vérifie donc i). D’autre part, la question précédente
4n2 -1 4n n—+oo

montre que la suite (a,) vérifie ii) avec L = 7
1

6.2. D’aprés la question 7 de la partie 1, la fonction ¢ est définie et continue en 1 ce qui fournit @(1) = 5 ou encore
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7. Soit n € N*.

U 1T & 1 1

Z4k2—1 _§Z<zk1 _2k+1)
1 1
2 2n+1

) (somme télescopique),

et quand n tend vers 400, on retrouve

Partie 3.

1. La série entiére associée & ¢, = (—1)™ a un rayon de convergence égal a 1 et pour x €] — 1, 1],

1
La fonction h a effectivement une limite réelle quand x tend vers 1 & savoir 7 Pourtant la série numérique de terme
général ¢, = (—1)™ diverge. Ainsi, la série numérique de terme général ¢,, ne converge pas toujours.

+oo
2. Montrons que la série numérique de terme général ¢, converge et que E cn =H.

n=0

Puisque les coefficients c,, sont positifs, la fonction h est croissante sur ]0, 1] et en particulier est majorée par H sur ]0, 1[.
n

n
Soit n € N. Pour x €]0, 1], on a donc Z ckx® < h(x) < H. Quand x tend vers 1 on obtient Z cx < H. Ainsi, la suite
k=0 k=0

n
des sommes partielles <Z ck> est majorée par H et puisque les ¢, sont positifs, la série de terme général c,, converge
k=0

+o00
et de plus Z cn < H.
n=0
+00 +00 +o00
D’autre part, pour x €]0,1[, on a h(x) = Z cnx™ < Z ¢n. Quand x tend vers 1, on obtient aussi Z cn > H.
n=0 n=0 n=0
Finalement
+o00
Z Cn converge et i1311 h(x) = Z Cn.
n>0 x<1 n=0
3. Si la suite ncy, tend vers 0 ou encoresi ¢, = o | — |, la partie 1 assure que la série de terme général ¢, converge.
n— +o00 n
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