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Questions de cours.

Question 1.

1) Le résultat est faux. Par exemple,
1

n + 1
→

n→+∞
0 mais la série numérique de terme général

1

n + 1
, n ≥ 0, diverge.

2) Le résultat est vrai. Pour n ∈ N, posons Sn =

n∑

k=0

uk. Posons aussi S =

+∞∑

k=0

uk. Pour n ≥ 1, on a un = Sn − Sn−1.

Quand n tend vers +∞, un tend vers S − S c’est-à-dire 0.

3) Le résultat est faux. Il devient vrai si on suppose de plus que un et vn sont des suites réelles positives ne s’annulant
pas à partir d’un certain rang.

Contre-exemple. Pour n ∈ N, posons un =
(−1)n

√
n + 1

et vn =
(−1)n

√
n + 1 + (−1)n

. On a bien un ∼
n→+∞

vn. De plus, la série

de terme général un converge en vertu du critère spécial aux séries alternées. Vérifions alors que la série de terme général
vn diverge. Quand n tend vers +∞ on a

vn =
(−1)n

√
n + 1

×
(

1 +
(−1)n

√
n + 1

)−1

=
(−1)n

√
n + 1

(

1 −
(−1)n

√
n + 1

+ O

(

1

n

))

=
(−1)n

√
n + 1

+
1

n + 1
+ O

(

1

n3/2

)

.

La série de terme général
(−1)n

√
n + 1

converge en vertu du critère spécial aux séries alternées et la série de terme général

O

(

1

n3/2

)

converge absolument et donc converge. On en déduit que la série de terme général wn =
(−1)n

√
n + 1

+ O

(

1

n3/2

)

converge. Mais d’autre part, la série de terme général tn =
1

n + 1
diverge. On en déduit que la série de terme général

vn = wn + tn diverge (dans le cas contraire, la série de terme général tn = vn − wn converge ce qui n’est pas).

4) Le résultat est faux. La série de terme général un =
(−1)n

n + 1
, n ≥ 0, converge en vertu du critère spécial aux séries

alternées mais la série de terme général |un| =
1

n + 1
diverge.

Question 2. Pour n ≥ 2, posons un =
ln n

n
puis vn = (−1)nun.

• ∀n ≥ 2, un ≥ 0 et donc (−1)nvn = |vn| = un.
• un tend vers 0 quand n tend vers +∞.

• Vérifions que la suite u est décroissante à partir du rang 3. Pour x ≥ 2, posons f(x) =
ln x

x
. f est dérivable sur [2, +∞[

et pour x ≥ 2,

f ′(x) =
1 − ln x

x2
.

Pour x ≥ e, on a f ′(x) ≤ 0 et donc f est décroissante sur [e, +∞[. En particulier, pour n ≥ 3 > e,

un = f(n) ≥ f(n + 1) = un+1.

D’après ce qui précède, la série de terme général vn = (−1)n ln n

n
converge en vertu du critère spécial aux séries alternées.
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Préliminaires

1.

1.1. Soit n > N.
∣

∣

∣

∣

∣

n∑

k=N+1

tk

∣

∣

∣

∣

∣

≤
n∑

k=N+1

|tk| ≤ (n − N)ε ≤ nε.

1.2. Soit n > N. D’après ce qui précède, on a

|Tn| =

∣

∣

∣

∣

∣

n∑

k=0

tk

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1

n + 1

∣

∣

∣

∣

∣

N∑

k=0

tk

∣

∣

∣

∣

∣

+
nε

n + 1
.

Maintenant,

∣

∣

∣

∣

∣

N∑

k=0

tk

∣

∣

∣

∣

∣

est constant quand n varie. On en déduit que
1

n + 1

∣

∣

∣

∣

∣

N∑

k=0

tk

∣

∣

∣

∣

∣

tend vers 0 quand n tend vers +∞ et

donc que
1

n + 1

∣

∣

∣

∣

∣

N∑

k=0

tk

∣

∣

∣

∣

∣

+
nε

n + 1
tend vers ε quand n tend vers +∞.

Par suite, on peut trouver un rang n0 ≥ N tel que pour n ≥ n0, on a

|Tn| ≤ 1

n + 1

∣

∣

∣

∣

∣

N∑

k=0

tk

∣

∣

∣

∣

∣

+
nε

n + 1
< ε + ε = 2ε.

On a montré que ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N/ ∀n ∈ N, (n > n0 ⇒ |Tn| < 2ε) et donc que

lim
n→+∞

Tn = 0.

2. Si la suite (tn) converge vers T , la suite (tn − T) converge vers 0 et d’après la question précédente, il en est de même

de la suite

(

1

n + 1

n∑

k=0

(tk − T)

)

. Mais pour n ≥ 0,
1

n + 1

n∑

k=0

(tk − T) =

(

1

n + 1

n∑

k=0

tk

)

− T = Tn − T . Ainsi Tn − T tend

vers 0 quand n tend vers +∞ ou encore Tn tend vers T .

Si lim
n→+∞

tn = T , la suite (Tn) converge et lim
n→+∞

Tn = T .

3.

3.1. Soient θ ∈]0, 2π[ et n ∈ N.

2 sin

(

θ

2

) n∑

k=0

tk =

n∑

k=0

2 sin

(

θ

2

)

cos(kθ) =

n∑

k=0

(

sin

(

(k +
1

2
)θ

)

− sin

(

(k −
1

2
)θ

))

= sin

(

(n +
1

2
)θ

)

− sin

(

(−
1

2
)θ

)

(somme télescopique)

= 2 sin

(

(n + 1)
θ

2

)

cos

(

nθ

2

)

.

Maintenant, θ ∈]0, 2π[ et donc
θ

2
∈]0, π[. On en déduit que sin

(

θ

2

)

6= 0 puis que

n∑

k=0

tk =

sin

(

(n + 1)
θ

2

)

cos

(

nθ

2

)

sin

(

θ

2

) et

finalement que Tn =
1

n + 1
cos

(

nθ

2

) sin

(

(n + 1)
θ

2

)

sin

(

θ

2

) .

∀n ∈ N, Tn =
1

n + 1
cos

(

nθ

2

) sin

(

(n + 1)
θ

2

)

sin

(

θ

2

) .
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3.2. Pour n ∈ N, |Tn| ≤ 1

(n + 1) sin

(

θ

2

) (sin

(

θ

2

)

> 0). Comme
1

(n + 1) sin

(

θ

2

) tend vers 0 quand n tend vers +∞, on

a montré que

La suite (Tn) converge et lim
n→+∞

Tn = 0.

3.3. Quand θ =
π

3
, pour n ∈ N, on a tn = cos

(nπ

6

)

. Mais alors la suite extraite (u12n) converge et a pour limite 1 et la

suite extraite (u12n+6) converge et a pour limite −1. On a ainsi trouvé deux sous-suites de la suite (tn), convergentes de
limites distinctes. On sait alors que

la suite (tn) diverge.

3.4. La réciproque du résultat de la question 2. est donc fausse.

Partie 1.

1. La suite (nan) est convergente et en particulier bornée. On en déduit qu’il existe un réel K tel que ∀n ∈ N, |nan| ≤ K

et donc tel que ∀n ∈ N
∗, |an| ≤ K

n
.

∃K ∈ R/ ∀n ∈ N
∗, |an| ≤ K

n
.

2. Soit x ∈ [0, 1[. Pour n ∈ N
∗,

|anxn| ≤ K

n
xn ≤ Kxn.

Maintenant, comme 0 ≤ x < 1, la série géométrique de terme général Kxn converge. Il en est donc de même de la série
numérique de terme général |anxn|, n ≥ 0. Ceci montre que la série numérique de terme général anxn est absolument
convergente.

∀x ∈ [0, 1[, la série numérique de terme général anxn est absolument convergente.

3. Soient n ∈ N et x ∈ [0, 1[.

un = L −

n∑

k=0

ak = L − f(x) + f(x) −

n∑

k=0

ak

= L − f(x) +

n∑

k=0

akxk −

n∑

k=0

ak +

+∞∑

k=n+1

akxk

= L − f(x) +

n∑

k=0

ak(xk − 1) +

+∞∑

k=n+1

akxk.

4.

4.1. Soit n ∈ N. La suite (kak)k∈N est bornée. On en déduit que {|kak|, k ≥ n} est un partie non vide et majorée de R.
{|kak|, k ≥ n} admet donc une borne supérieure dans R ce qui montre l’existence de Mn.

4.2. Soit ε > 0. Il existe n0 ∈ N tel que ∀k ≥ n0, |kak| <
ε

2
.

Soit n ≥ n0. Par définition de Mn, il existe kn ≥ n tel que Mn < |knakn
| +

ε

2
. Puisque kn ≥ n ≥ n0, on a encore

|knakn
| <

ε

2
et donc Mn < ε.

On a montré que ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N/ ∀n ≥ n0, 0 ≤ Mn < ε et donc

lim
n→+∞

Mn = 0.
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5. Soient n ∈ N
∗ et x ∈ [0, 1[.

|un| ≤ |L − f(x)| +

n∑

k=0

|ak||xk − 1| +

+∞∑

k=n+1

|ak|xk = |L − f(x)| +

n∑

k=0

|ak|(1 − xk) +

+∞∑

k=n+1

|ak|xk.

De plus,

+∞∑

k=n+1

|ak|xk =

+∞∑

k=n+1

|kak|
xk

k

≤
+∞∑

k=n+1

Mn

xk

n
=

Mn

n

xn+1

1 − x
≤ 1

n(1 − x)
Mn,

et donc

|un| ≤ |L − f(x)| +

n∑

k=0

|ak|(1 − xk) +
1

n(1 − x)
Mn.

Ensuite, pour k ≥ 2, 1 − xk = (1 − x)(1 + x + . . . + xk−1) ≤ (1 − x)(1 + . . . + 1︸ ︷︷ ︸
k

) = k(1 − x) et donc

|un| ≤ |L − f(x)| + (1 − x)

n∑

k=0

|kak| +
1

n(1 − x)
Mn.

∀n ∈ N
∗, ∀x ∈ [0, 1[, |un| ≤ |L − f(x)| + (1 − x)

n∑

k=0

|kak| +
1

n(1 − x)
Mn.

6. Pour n ∈ N
∗ donné, on peut appliquer le résultat précédent à x = 1 −

1

n
et on obtient

∀n ∈ N
∗, |un| ≤

∣

∣

∣

∣

L − f

(

1 −
1

n

)
∣

∣

∣

∣

+
1

n

n∑

k=0

|kak| + Mn.

Soit alors ε > 0.

• Puisque 1−
1

n
tend vers 1, L−f

(

1 −
1

n

)

tend 0 quand n tend vers +∞. Il existe donc un entier n1 tel que pour n ≥ n1,
∣

∣

∣

∣

L − f

(

1 −
1

n

)
∣

∣

∣

∣

<
ε

3
.

• Puisque la suite (nan) tend vers 0, il en est de même de la suite
1

n

n∑

k=0

|kak| d’après les préliminaires. Il existe donc un

entier n2 tel que pour n ≥ n2,
1

n

n∑

k=0

|kak| <
ε

3
.

• Mn tend vers 0 d’après la question 4.2. Il existe donc un entier n3 tel que pour n ≥ n2, Mn <
ε

3
.

Soit n0 = Max{n1, n2, n3}. Pour n ≥ n0, on a |un| <
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε. On a montré que ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N/ ∀n ≥ n0, |un| < ε

et donc

lim
n→+∞

un = 0.

7. On en déduit que la série de terme général an converge et que

+∞∑

n=0

an = L. Ceci signifie que f(1) existe et f(1) =

lim x→1
x<1

(

+∞∑

n=0

anxn

)

= lim x→1
x<1f(x) ou encore

f est définie et continue en 1.
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Partie 2.

1. Les fonctions x 7→ 4x2, x 7→ 4x, x 7→ −1 et x 7→ x

1 − x
sont définies et continues sur R \ {1}. On peut donc résoudre (E)

sur tout intervalle ne contenant pas 1.

2. Les fonctions x 7→ 4x

4x2
=

1

x
, x 7→ −1

4x
et x 7→ x

4x2(1 − x)
=

1

4x(1 − x)
sont définies et continues sur ]0, 1[. Les solutions

de (E) sur I forment donc un R-espace affine de dimension 2.

3. ∀x ∈] − 1, 1[,
1

1 − x
=

+∞∑

n=0

xn et
1

1 + x
=

+∞∑

n=0

(−1)nxn.

4. Soit

+∞∑

n=0

anxn une série entière dont le rayon R est supposé strictement positif. Pour x ∈] − R, R[, on pose f(x) =

+∞∑

n=0

anxn. On sait que f est deux fois dérivable terme à terme sur ] − R, R[ et pour x ∈] − R, R[, on a

4x2f ′′(x) + 4xf ′(x) − f(x) = 4x2

+∞∑

n=2

n(n − 1)anxn−2 + 4x

+∞∑

n=1

nanxn−1 −

+∞∑

n=0

anxn

=

+∞∑

n=0

4n(n − 1)anxn +

+∞∑

n=0

4nanxn −

+∞∑

n=0

anxn =

+∞∑

n=0

(4n(n − 1) + 4n − 1)anxn

=

+∞∑

n=0

(4n2 − 1)anxn.

D’autre part, pour x ∈] − 1, 1[,
x

1 − x
=

+∞∑

n=1

xn. Soit alors r = Min{1, R}.

f÷; solution de (E) sur ] − r, r[ ⇔ ∀x ∈] − r, r[,

+∞∑

n=0

(4n2 − 1)anxn =

+∞∑

n=1

xn

⇔ a0 = 0 et ∀n ∈ N
∗, (4n2 − 1)an = 1 (par unicité des coefficients d’une série entière)

⇔ a0 = 0 et ∀n ∈ N
∗, an =

1

4n2 − 1
.

En résumé, sous l’hypothèse R > 0, f est solution de (E) sur ] − r, r[ si et seulement si ∀x ∈] − 1, 1[, f(x) =

+∞∑

n=1

xn

4n2 − 1
.

Maintenant, si |x| < 1, la série de terme général
xn

4n2 − 1
converge (car pour n ≥ 1,

∣

∣

∣

∣

xn

4n2 − 1

∣

∣

∣

∣

≤ |x|n) et si |x| > 1, la série

de terme général
xn

4n2 − 1
diverge (car

xn

4n2 − 1
ne tend pas vers 0 quand n tend vers +∞[).

Ceci valide les calculs précédents sur ] − 1, 1[.

la fonction x 7→
+∞∑

n=1

xn

4n2 − 1
est solution de (E) sur ] − 1, 1[.

5.
5.1. Soit n ∈ N

∗.

1

4n2 − 1
=

1

2

(2n + 1) − (2n − 1)

(2n − 1)(2n + 1)
=

1/2

2n − 1
−

1/2

2n + 1
.

5.2. Soit u ∈]0, 1[. ln(1 + u) =

+∞∑

p=1

(−1)p−1 up

p
et ln(1 − u) = −

+∞∑

p=1

up

p
. Donc,
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1

2
(ln(1 + u) − ln(1 − u)) =

+∞∑

p=1

1 + (−1)p−1

2

up

p
=

+∞∑

n=1

1 + (−1)2n−1

2

u2n

2n
+

+∞∑

n=0

1 + (−1)2n

2

u2n+1

2n + 1
=

+∞∑

n=0

u2n+1

2n + 1
.

Donc h(u) =
1

2
(ln(1 + u) − ln(1 − u)) = ln

√

1 + u

1 − u
.

∀u ∈]0, 1[, h(u) = ln

√

1 + u

1 − u
.

5.3. Soit x ∈]0, 1[ puis u =
√

x.

H(x) =

+∞∑

n=0

xn

2n + 1
=

+∞∑

n=0

u2n

2n + 1
=

1

u

+∞∑

n=0

u2n+1

2n + 1
=

h(u)

u
=

1

u
ln

√

1 + u

1 − u
=

1√
x

ln

√

1 +
√

x

1 −
√

x
.

∀x ∈]0, 1[, H(x) =
1√
x

ln

√

1 +
√

x

1 −
√

x
.

5.4. Soit x ∈]0, 1[. D’après la question 5.1.

ϕ(x) =
1

2

(

+∞∑

n=1

xn

2n − 1
−

+∞∑

n=1

xn

2n + 1

)

=
1

2

(

+∞∑

n=0

xn+1

2n + 1
−

+∞∑

n=1

xn

2n + 1

)

=
1

2

(

x

+∞∑

n=0

xn

2n + 1
−

+∞∑

n=0

xn

2n + 1
+ 1

)

=
1

2
((x − 1)H(x) + 1) =

1

2

(

x − 1√
x

ln

√

1 +
√

x

1 −
√

x
+ 1

)

.

∀x ∈]0, 1[, ϕ(x) =
1

2

(

x − 1√
x

ln

√

1 +
√

x

1 −
√

x
+ 1

)

.

5.5. Quand x tend vers 1 par valeurs inférieures,

1√
x

ln

√

1 +
√

x

1 −
√

x
=

1

2
√

x
(ln(1 +

√
x) − ln(1 −

√
x)) =

(
√

x + o(
√

x)) − (−
√

x + o(
√

x))

2
√

x
= 1 + o(1),

et donc
x − 1√

x
ln

√

1 +
√

x

1 −
√

x
tend vers 0 quand x tend vers 1 par valeurs inférieures puis

lim
x→1
x<1

ϕ(x) =
1

2
.

6.

6.1. nan =
n

4n2 − 1
∼

1

4n
et donc lim

n→+∞
nan = 0. La suite (an) vérifie donc i). D’autre part, la question précédente

montre que la suite (an) vérifie ii) avec L =
1

2
.

6.2. D’après la question 7 de la partie 1, la fonction ϕ est définie et continue en 1 ce qui fournit ϕ(1) =
1

2
ou encore

+∞∑

n=1

1

4n2 − 1
=

1

2
.
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7. Soit n ∈ N
∗.

n∑

k=1

1

4k2 − 1
=

1

2

n∑

k=1

(

1

2k − 1
−

1

2k + 1

)

=
1

2

(

1 −
1

2n + 1

)

(somme télescopique),

et quand n tend vers +∞, on retrouve

+∞∑

n=1

1

4n2 − 1
=

1

2
.

Partie 3.

1. La série entière associée à cn = (−1)n a un rayon de convergence égal à 1 et pour x ∈] − 1, 1[,

h(x) =

+∞∑

n=0

(−1)nxn =
1

1 + x
.

La fonction h a effectivement une limite réelle quand x tend vers 1 à savoir
1

2
. Pourtant la série numérique de terme

général cn = (−1)n diverge. Ainsi, la série numérique de terme général cn ne converge pas toujours.

2. Montrons que la série numérique de terme général cn converge et que
+∞∑

n=0

cn = H.

Puisque les coefficients cn sont positifs, la fonction h est croissante sur ]0, 1[ et en particulier est majorée par H sur ]0, 1[.

Soit n ∈ N. Pour x ∈]0, 1[, on a donc

n∑

k=0

ckxk ≤ h(x) ≤ H. Quand x tend vers 1 on obtient

n∑

k=0

ck ≤ H. Ainsi, la suite

des sommes partielles

(

n∑

k=0

ck

)

est majorée par H et puisque les cn sont positifs, la série de terme général cn converge

et de plus

+∞∑

n=0

cn ≤ H.

D’autre part, pour x ∈]0, 1[, on a h(x) =

+∞∑

n=0

cnxn ≤
+∞∑

n=0

cn. Quand x tend vers 1, on obtient aussi

+∞∑

n=0

cn ≥ H.

Finalement

∑

n≥0

cn converge et lim
x→1
x<1

h(x) =

+∞∑

n=0

cn.

3. Si la suite ncn tend vers 0 ou encore si cn =
n→+∞

o

(

1

n

)

, la partie 1 assure que la série de terme général cn converge.
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