SESSION 2026

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 2. FILIERE MP/MPI

Partie A - Questions préliminaires

I - La fonction ( sur l’intervalle ]1, +o00]

1 1 1
Q 1. Soit k € N*. Pour tout s > 1, [ux(s)| = o < X puis Huk”oo, 11, 4ool S - Mais alors, pour tout s > 1,

1

1
ks S Huk||oo,ﬂ,+00[ S X

Quand s tend vers 1, on obtient [Jux||, | . La série de terme général [[ux||, 17 oo k € N¥, diverge et donc la

1,400l = E
série de fonctions de terme général uy, k € N*, ne converge pas normalement sur ]1, +ool.

Q 2. Soit a > 1. |luxl|o ;

laytool = Ta La série de terme général [[uk||, |

la,+o00l K € N*, converge et donc la série de
fonctions de terme général uy, converge normalement et en particulier uniformément vers la fonction  sur [a,+oo[. De
plus, chaque fonction uy, k € N*, est continue sur [a, +oo[. Donc, la fonction ( est continue sur [a,+oo[. Ceci étant vrai
pour tout a > 1, on a montré que la fonction { est continue sur 1, +ool.

+oo 1
Q 3. Pour tout s > 1, {(s) = Z

k=1

1
oy > 75 = 1 > 0. La fonction ( est strictement positive sur ]1, +ool.

IT - Cas de la variable complexe

Q 4. Soient s € C et t €]0,+oo[. [t*] = [en(V/Re(s)Filn(t]Im(s)) — eln{t)Re(s) — Re(s),

Q 5. Soit s € C tel que Re(s) > 1. Pour tout k € N*, avec Re(s) > 1. Dong, la série de terme général o

ks = ch(s)
converge absolument et en particulier converge.
Q 6. Soit s € C tel que Re(s) > 1. Pour tout n € N*,
)3 |- :
(M1 mn\S | nRe(s)
(e | PT PR (S (T PR
+oo
] . el 5 . . my mn
< Z e (par injectivité de application : (mq,...,mn) — p7™' ...pp™)
k=1

= ((Re(s)) < +o0

et donc la famille ( est sommable.

] )
My M S
S D

Maintenant, on sait que si (ai);c, et (bj)jeﬁxl sont deux familles de complexes sommables, alors la famille (aibj)(i felx)

est sommable et que Z aib; = <Z ai> Z b; |. Donc, par récurrence sur n € N*,

(1,j)eIx] iel j€]

] +o0o .I “+oo .I
Sn(s) = M = yaveci il REP v |
= 2 L™ <Z P7) ) (Z 3 )

(my o )eNn P mi=1 P my—1
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1 o 1 <1
T pRe(s) Sp T2

P
Sn(s):H ! T

k=11— —
PR

De plus, pour tout k € [1,k], |— < 1 et donc, pour tout n € N*,
k

Q 7. Soit s € C tel que Re(s) > 1. Posons A = Ny et pour n > 2, posons Ay, = Ny \ Ny, 1. La famille (Ay,), ¢y est une
partition de N* (I’entier 1 appartenant a Aq).

1
Puisque la famille <—S> est sommable, le théoréme de sommation par paquets permet d’écrire
kEN*

—

_+oo]_+oo .I B 1 n ] B 1 ]
)= =2 | 2 ) =tm D | X = tim > @

p=1 \keA, KEATUALU...UA,

On a montré que

n
1
Vs € C, Re(s) > 1= ((s) = ngrf ]
P11 — —
Pk

Q 8. Soit x €]1, +ool. La suite (Sn(x)),, ¢y converge vers ((x) en croissant. Donc, pour tout n € N*,

n +oo n
C(x»sn(x)—l‘[(ZL) STI(14 5 ) 2 bt o
k 1 n

T
=1 \i=o (pi) k=1
n

1
Ainsi, pour tout n € N*, Z ]? < ¢(x). La suite des sommes partielles de la série de terme général positif T? est majorée
k=1 "k k

et donc la série de terme général — converge.
k

n
1 1 1
Q 9. Soit x €]1,4oo[. Pour tout n € N*, a, > 0 puis In (a,) = Z—ln (1 + F) Or, —In (1 + ]?) e _1? <0
i=1 i i i
1 1
et la série de terme général ——, i € N*, converge. Donc, la série de terme général —In (1 + —X), i € N*, converge ou
i i
encore la suite (In (an)), ¢y, converge vers un certain réel €. Mais alors, an = enlan) - et €]0, +ool.
n—-+4oo

On a montré que la suite (an) converge vers un réel L = e' strictement positif.

nenN*
Q 10. Soit n € N*. Pour tout i € [1,n],

1 P e,

L I TR R

s

Py

puis, en multipliant membre & membre ces inégalités,

n ] n

Sn = = p? = Un.
1Sn(s)l -1111_l >Ep?+1 a

P
Quand n tend vers +oo, on obtient |((s)] > L > 0 et donc, {(s) # 0.
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III - Un calcul d’intégrale

1
Q 11. Soit s € C tel que Re(s) > 5 La fonction t — t?2(*=1) est continue sur ]0,1] et pour tout t €]0,1], ’tz(s*”‘ =

1
t2(Re(s)=1) ayec 2(Re(s) — 1) > 2 (z — 1> = —1. Donc, la fonction t — t2(5=1) est intégrable sur ]0, 1]. De plus,

1 1
1 1
tzu-n‘ dt — J {2(Re(s)=1) g¢ — _ _
L ‘ 0 2(Re(s)—1)+1  2Re(s)—1

IV - Une étude géométrique

Q 12. Soit d €]0,1[. On pose s = x + iy avec (x,y) € R

2x 1
S¢Ad(:)d2|s|2<2Re(s)—1(:)dz(x2+yz)<2x—1(:)x2+yz—¥+¥<0
N, 11 1\ , 1-a2
= X—4 +y <¥_ﬁ<:> X— 32 +y < 7
1 V1—d?2
& s appartient au disque ouvert Dg de centre Ogq = (?’ 0) et de rayon Rgq = —a
_ 1 V1—a2
On a montré que Ag = Dgq ott Dg = %, (0O4,Rq) avec Og = <ﬁ’0> et Rq = Td

Q 13. La fonction g est dérivable sur ]0, 1[ et pour tout d €]0, 1],

g'(d) = 2(1—\/1—d2)+l d ! (—2(1—\/1—d2)\/1—d2+d2)

@ T2 &V-a
2
VI—dZ—1
=;(1—d2—2\/1—d2+1)=¥.
FEN FEN

La fonction g’ est strictement positive sur ]0, 1] et donc la fonction g est strictement croissante sur ]0, 1[. De plus, la
fonction g est continue sur ]0, 1[ et donc g(]0, 1[) = ] dli,%l+ g(d), dkﬁh g(d) [ = ] dli)rg+ g(d),1 {
Ensuite g(d):lo—\/]—dz) _ ] 1— 1—d—2+0(d2) = l—|—0(1)

’ dz2 3 .

a—o+ d2 2 a—o+

On a montré que ¢(]0,1[) = } %,1 [

1
Q 14. Quand d décrit 10,1[, g(d) = xo, — Rq décrit } ) 1 [ en croissant strictement.

Soit s = x +1iy ott (x,y) € R%. Si s € U Dy, alors il existe do €]0, 1] tel que (x,y) € Dq,. En particulier, il existe

dejo,1|[

1
do €]0,1[ tel que x > X04, —Ras =9 (do) > 7

1
Réciproquement, supposons que Re(s) > 5 Alors, 2Re(s) — 1 > 0 et on peut donc choisir do tel que 0 < do <

2R -1
Min{%J}. Mais alors, do €]0,1[ et s € Dq, (car dé\s\z < 2Re(s) — 1) puis s € U Dq.
delo,1[

1
Ainsi, | ) Da= {s € C/ Re(s) > i} puis
delo,1][

N 2= U Dd:{seC/Re(s)g%}.

delo,1][ delo, 1]
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©)

Partie B - Etude analytique

I - Transformée de Mellin des fonctions fy

Q 15. Soit k > 2. Soit i € [1,k]. Done, ]I €]0, 1] puis

i
1 1,. i i i —siig<k—1
() =t [ =6
Osii=k

1 1 1
Q 16. Soit k > 2. Soit t €]0, 1]. Posons p = {EJ Alors, p < T <p+1 puis kp < n < kp + k. Mais alors, puisque k et

1
kp + k sont des entiers, kp < {EJ < kp + k ou encore
1

P ite. p < 1 || < +—k_] i
arsule,p\k " <p X puis

k—1 1 1
Q 17. Soit k > 2. D’aprés la question Q16, 1. (10, 1]) C {O, T] . De plus, pour tout t €]0, 1], kf(t) = LiJ -k {HJ €.
Donc,

k—1 i, i,
fk(]0,1])C |:O)T:|0{E)IEZ}_{E)‘LE[[O)k_]H}
Mais d’aprés la question Q15, {%, ie [0,k — 1ﬂ} C 11 (10, 1]). Donc,

fi(10,1]) = {%, ie[0,k— 1]]}~

Q 18. Pour tout a € [0, 1], la fonction fy est continue par morceaux sur [a, 1] en vertu de théorémes généraux. Donc, la

fonction fy est continue par morceaux sur tout segment de ]0, 1] et finalement la fonction f est continue par morceaux
sur ]0, 1].

D’aprés la question Q16, la fonction fy est bornée sur ]0, 1]. En particulier, fy(t) O(1). On en déduit que la fonction

50+
fx est intégrable sur un voisinage de 0 a droite puis sur ]0, 1].

1
Q 19. Soient k € N* et s €]1,4+ool[. La fonction t {EJ t5~ 1 est continue par morceaux sur J0, 1] et de plus, pour tout
t €0, 1],
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] s—1
HHJ ¢

1
avec s —2 >1—2=—1. Donc, la fonction t — {EJ t571 est intégrable sur ]0, 1].

1 1 1
. ts—] < _.ts—l _ _ts—Z
{ktJ kt k

1
1
On a montré que l'intégrale J {EJ t5=1 dt converge.
0

1

1
J EJ 5! dt:jJ] t5~" dt. Ensuite,
1 1

j+T j+T

1

o . T 171 . .
Q 20. Soit j € N .Pourtoutte}m,;], n € [j,j+ 1[ puis L;J —].Donc,J

pour tout n € N*,

1

"o Lo S
~ | 4s—1 — _ | 4s—1 — . s—1
J 1 LJt dt ]le‘] LJt dt ]Z])J t57 dt
= j+ =

)
1 1
n+1 j+1

Quand n tend vers +0o, on obtient

1 1 +o0 }
J {—J ts 1 dt = jJ ts1 dt
0 t j:] 1

j+T

_1*°°-(1_#>_1+ (Lﬁ)i“’"(] B B )
TG TG ) s &G T G ) T sE G T Gy TGy

j=1 j=1

Q 21. Soit k > 2 et s > 1. En posant u = kt (et en tenant compte du fait que toutes les intégrales ci-dessous convergent),

1 1 1 k —1
1 1 1 1 1] us du
fi(t)ts ! dt = — ] g5 t—J — |t T dt= — —J — | — —
L k(1) d kJo LJ d o Lkt d ksC(S) o Lu] k71 k

K 1
= lC(S) - lJ' {lJ wl du= lC(S) L J {lJ u™! du (car pour u > 1, {lJ =0)
0 u

ks _Eou

II - Le prolongement de la fonction (

Q 22. Soient s €]0, +0o[ et k € N*. Pour tout t € [k,k + 1], h/(t) = —ts% puis Max{[h'(t)], t € [k,k + 1]} = ks%
1 1
Q 23. Soient s €]0, +0ol. Soit k € N*. Pour tout t € [k, k+ 1], il h(k) —h(t) > 0 (par décroissance de la fonction

k+1 1 1
h sur ]0, +oo[) puis pour tout k € N*, J (F — t_5> dt > 0. Ensuite, d’aprés I'inégalité des accroissements finis et la
k

question précédente, pour tout k > 1.

k+1 1 1 k+1 k+1 s k+1 s s
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En sommant, on obtient (en tenant compte de s +1 > 1

~—

3

+oo 1 +oo 1 k+1 1 +00 k41 1
C(S)—G(S): S~ s J t—sdt :ZJ — dt
k=1 k=1 k

tS
k=1"k

La fonction ( est continue sur ]1,4oo[ et donc la fonction s — s{(s + 1) est continue sur ]0,+oo[. En particulier, cette
fonction est bornée sur un voisinage de 1 a droite puis la question Q23 montre que G(s)
permet alors d’écrire

O(1). La question précédente
—1+

III - Intégrale des fonctions fy
Q 25. Soit k € N*.

On pose @ : ]1,400[x]0,1] — R
(s, 1) = Rt

1 1

fir(H)ts ! dt :J (s, t) dt.

de sorte que pour tout s €]1, +o0l, J
0

0
e Pour tout s > 1, la fonction t — ®(x,t) est continue par morceaux sur 0, 1].

e Pour tout t €]0, 1], ®(s,t) —1>+ fr(t) = £(t) et de plus la fonction { est continue par morceaux sur ]0, 1].
S—

e Pour tout (s,t) €]1,+00[x]0, 1], |®(s,t)] = fi(t)t5" < fi(t) = @(t) (par décroissance de la fonction w — t*
sur [0, +oo[, t €]0,1] étant fixé) ou de plus la fonction @ est continue par morceaux, positive et intégrable sur 0, 1].

1
D’aprés le théoréme de convergence dominée pour les intégrales & paramétre, lim J
s—

n fi (1)t~ 1 dt existe dans R et de plus
0

1 1 1
lim J fie ()t dt :J 0(t) dt :J fie(t) dt.
s—1+ 0 0 0

Q 26. Soit k > 2. D’aprés les questions Q21 et Q24,

J]f(t)dt— li ]f(t)ts—] dt = i T(r_1 U(s) = i 1 1
0 k _si}]rl*do K _si}]n*S k ks s _si)I]nJr

K ks ) \s—1 +G(S)>
<1 NARY
. k> B (E) 11
R e T (E - k_) G(s)
. . . . 1 1
Maintenant, la fonction G est bornée au voisinage de 1 et donc lim | — — — | G(s) = 0. Il reste
s—1+\k kS

= kKYH()=—=
- ] In(k) : :
Ainsi, pour tout k > 2, | fi(t) dt = k’ ce qui reste vrai quand k =1 car f; est nulle.
0
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Partie C - Etude algébrique et géométrique
I - Une forme bilinéaire symétrique définie positive

Q 27. Soit f une fonction continue par morceaux et bornée sur 10, 1]. Alors, f? est continue par morceaux sur ]0,1] et de
plus, f2(t) =, 0] (to) avec 0 > —1. Donc, f? est intégrable sur ]0, 1] puis f € 2. a) est vrai.
t—

1 1
La fonction f : t+— % est continue par morceaux et intégrable sur ]0, 1] mais la fonction f2 : t — n ne lest pas. Donc,

b) et ¢) sont faux.

Q 28. e Soit (f,g) € (Lz)z. La fonction fg est continue par morceaux sur ]0, 1].

Ensuite, pour tout t €]0, 1], ([f(t)| —[g(t)])? = 0 puis f(t)% + g(t)? > 2/f(t)g(t)| et donc [f(t)g(t)] < % (f(t)z + g(t)z). De

1
plus, la fonction 5 (fz + 92) est intégrable sur ]0, 1] en tant que combinaison linéaire de fonctions intégrables sur 10, 1].

1
Dong, la fonction fg est intégrable sur ]0, 1] ou encore U'intégrale J f(t)g(t) dt est une intégrale absolument convergente.

0
o2 C %Sm(]o, 1] et 0 € L2. Soient (f,g) € (Lz)2 et (A, u) € R2. (Af+ ug)? = A*f2 + 2Aufg + u?g? est intégrable sur
10,1] en tant que combinaison linéaire de fonctions intégrables sur ]0,1] et donc Af + pug € L%. On a montré que L? est un
sous-espace vectoriel de (fgm (10,1]).

Q 29. D’aprés la question précédente, ( | ) est une application de (LZ)Z dans R. Ensuite, pour tout (f,g) € (LZ)Z,

1

1
(flg) =J f(t)g(t) dt =J g(OF(1) dt = (gIf).

0 0
Dong, (| ) est symétrique. Soient (f1,f2,g) € (L2)3 et (A, u e R2.

1 1

f1(t)g(t) dt + ”J f2(t)g(t) dt =A(f1]lg) + n(f2lg).

1
(M1 + ufalg) :L (NP (0) 4 (1) glt) dt = | 0

0
Donc, (| ) est linéaire par rapport & sa premiére variable puis bilinéaire par symétrie. Enfin, pour tout f € L2, f2 > 0 et
donc (f|f) > 0 par positivité de I'intégration.

e s .- . it 1
On a montré que (| ) est une forme bilinéaire symétrique positive sur L2. Enfin, la fonction f : t — { (]) : ¢ S](])’ [ est

dans L? et vérifie (f|f) = 0 mais n’est pas nulle. Donc, (| ) n’est pas définie.

(|) n’est pas un produit scalaire sur L2.

IT - Un espace préhilbertien réel

=IN

-t oo

En évaluant les deux membres de 1’égalité de I’énoncé en t € ] } on obtient Z

1 1 1 1 1
Q 30. Soient n > 2 puis k € [2,n]. Pour tout t € ] 7 1}, e, 2[et T € [E’ {C]O,][. Donc, pour tout t € } 5,1}

k=2
—sid<k—1
1 . 1 1 {
Q 31. Pour tout £ € [2,n], 26]0,1] puis pour tout k > 2, f 7 :ELEJ— wl = 0sil=k . En
{ {

évaluant les deux membres de 1’égalité de I’énoncé en chaque £ € [2,n — 1], on obtient
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n -1
¢ Lot
Vee2n—1], ) )\k—+ZAk(——{—J>:O.
ko ="k Lk

k=0+1

n n
A A
Q 32. Ainsi, d’apreés la question Q30, E ?k =0 et d’aprés la question Q31, E ?k =0 (égalité obtenue quand { = 2).

k=2 k=3
En retranchant membre & membre ces égalités, on obtient A; = 0.

Montrons par récurrence que pour tout k € [2,1n], A, = 0.

o [’égalité est vraie quand k = 2 d’aprés le début de la question.

n
e Soit k € [2,n — 1]. Supposons que Az =...= A, = 0. Alors, d’aprés la question Q30, Z A =0 et d’aprés la
p=k+1
= A = A
question Q31 appliquée a L =k +1, (k+1) Z —P =0 puis Z —P — 0. En retranchant membre & membre
p=k+2 p=k+2
Ak41

les deux égalités, on obtient =0 puis A4+ = 0.

k+1

Le résultat est démontré par récurrence. On a ainsi montré que pour tout n > 2, la famille (fi), <k<n st libre et donc
que la famille (fk)k>2 est libre.

Q 33. e Vérifions d’abord que la famille (1,f,,f3,...) est libre. Supposons par l’absurde qu’il existe n € N* puis
n

U‘k)zgkgn € R tel que 1 = Z Axfi. Par la méme démonstration que dans les deux questions précédentes, en
k=2
remplagant les seconds membres égaux a 0 par un second membre égal & 1, on obtient A; = ... =A, =0 puis 1 =0 ce

qui est faux.
Donc, 1 ¢ Vect (fk)k22 puis (1, f2,f3,...) est libre.

e On sait déja que (| ) est une forme bilinéaire symétrique positive sur F.

n
Soit f € F. Il existe n € N* puis (AgyA1,...,An) € R™ tel que f = Ay + Z Ak fx.
k=1

2
1 n
(fif) =0 = J <7\o +) Akfk(t)> dt = 0.
0 k=1
Soit € > 0. La fonction f est continue par morceaux sur [g, 1]. Soit xo = &€ < X1 < ... < Xp = 1 une subdivision adaptée a f.

n 2 1 n 2 Xi+1 n 2
()\0 +) 7\1%) dt < J <7\o + ) )\ifki> dt = 0 puis J <7\o + ) )\ifki> dt =0
i=1 0 i=1 i=1

Xi

Xi+1
Pour tout i € [0,p—1], J'

xXi —
et donc f /1y, x, ;1 = 0 (fonction continue positive d’intégrale nulle). Ainsi, la fonction f est nulle sur [g, 1] sauf peut-étre
en un nombre fini de points. Maintenant, la fonction f est continue & gauche ou & droite en chaque xy et donc, les f (xx)
sont également nuls.

Ainsi, pour tout ¢ > 0, f est nulle sur [e, 1] puis f est nulle sur ]0, 1]. Ceci montre que ( | ) est définie sur F puis que ( | )
est un produit scalaire sur F.

III - Distance d’un vecteur a des sous-espaces

Q 34. La famille (fk)zgkgn est libre. Soit (ek)zgkgn I’orthonormalisée de cette famille. On sait que (ek)2<k<n est unique
famille orthonormée telle que pour tout p € [2,n], Vect (e2,...,ep) = Vect (f2,...,fp) et (eplfp) >0

n
Q 35. On pose G = Vect (fa,...,fn). On sait que pg(1) = Z (1lex) ex puis que
k=2
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1=1? = lpc(1) + Pg(M)|* = [pc(M)]|* + PG (1)]|* (d’aprés le théoréme de PYTHAGORE)

n
= Z (l\ek)2 + ||PGJ_(1)||2 (car (ex),<ycyn est une base orthonormée de G)

n
= (ex)? +d3
et donc d2 =1— Z 1\ek

Q 36. La suite (dn)T@2 = est décroissante et minorée par 0. Donc, la suite (dn)n22 converge

vers un certain réel d.

IV - Synthése

1
Q 37. Soit s € C tel que Re(s) > 7 D’aprés la question Q11, la fonction t — ’ts_] ‘2 est intégrable sur ]0, 1] et de plus,
1

J [t5! ]2 dt = —————. D’aprés l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ
o 2Re(s) —1

1 n 1 n
J (1 -3 )\kfk(t)> 1 dt] < J T—> Aefilt)
0 k=2 0 k=2

1 n 2 1
:J T—> Nefi(t)] dtx J ‘tZ(S—”‘ dt.
0 k=2 0

1
Q 38. On suppose que lirf dn = 0. On suppose de plus par 'absurde qu’il existe s € C tel que Re(s) > 7 et ((s) =
n—+oo

2 2

1
dt xJ [e1]% at
0

On applique le résultat précédent aux réels Ay = (1lex). On obtient pour tout n > 2, d’aprés la généralisation de la
question Q21 admise par I’énoncé,

2

J <1 —i%kfk(t)> 571 dt
J s 1dt—Z7\kJ fir()ts 1 dt

— (car ¢(s) =0).
ISI

Donc, pour tout n > 2, d2|s|> > 2Re(s) — 1.

ZRe

Si, quand n tend vers +oo, on obtient 2Re(s) — 1 < 0 puis Re(s) < =, ce qui est faux. Donc, ((s) # 0.

NI =
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