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Partie A - Questions préliminaires

I - La fonction ζ sur l’intervalle ]1,+∞[

Q 1. Soit k ∈ N∗. Pour tout s > 1, |uk(s)| =
1

ks
6

1

k
puis ‖uk‖∞, ]1,+∞[ 6

1

k
. Mais alors, pour tout s > 1,

1

ks
6 ‖uk‖∞, ]1,+∞[ 6

1

k
.

Quand s tend vers 1, on obtient ‖uk‖∞, ]1,+∞[ =
1

k
. La série de terme général ‖uk‖∞, ]1,+∞[, k ∈ N∗, diverge et donc la

série de fonctions de terme général uk, k ∈ N∗, ne converge pas normalement sur ]1,+∞[.

Q 2. Soit a > 1. ‖uk‖∞, [a,+∞[ =
1

ka
. La série de terme général ‖uk‖∞, [a,+∞[, k ∈ N∗, converge et donc la série de

fonctions de terme général uk converge normalement et en particulier uniformément vers la fonction ζ sur [a,+∞[. De
plus, chaque fonction uk, k ∈ N∗, est continue sur [a,+∞[. Donc, la fonction ζ est continue sur [a,+∞[. Ceci étant vrai
pour tout a > 1, on a montré que la fonction ζ est continue sur ]1,+∞[.

Q 3. Pour tout s > 1, ζ(s) =

+∞∑

k=1

1

ks
>

1

1s
= 1 > 0. La fonction ζ est strictement positive sur ]1,+∞[.

II - Cas de la variable complexe

Q 4. Soient s ∈ C et t ∈]0,+∞[. |ts| =
∣

∣eln(t)Re(s)+i ln(t)Im(s)
∣

∣ = eln(t)Re(s) = tRe(s).

Q 5. Soit s ∈ C tel que Re(s) > 1. Pour tout k ∈ N∗,

∣

∣

∣

∣

1

ks

∣

∣

∣

∣

=
1

kRe(s)
avec Re(s) > 1. Donc, la série de terme général

1

ks

converge absolument et en particulier converge.

Q 6. Soit s ∈ C tel que Re(s) > 1. Pour tout n ∈ N∗,

∑

(m1,...,mn)∈Nn

∣

∣

∣

∣

1

(pm1

1 . . . pmn
n )

s

∣

∣

∣

∣

=
∑

(m1,...,mn)∈Nn

1

(pm1

1 . . . pmn
n )

Re(s)

6

+∞∑

k=1

1

kRe(s)
(par injectivité de l’application : (m1, . . . ,mn) 7→ pm1

1 . . . pmn
n )

= ζ(Re(s)) < +∞

et donc la famille

(

1

(pm1

1 . . . pmn
n )

s

)

(m1,...,mn)∈Nn

est sommable.

Maintenant, on sait que si (ai)i∈N
et (bj)j∈N

sont deux familles de complexes sommables, alors la famille (aibj)(i,j)∈I×J

est sommable et que
∑

(i,j)∈I×J

aibj =

(

∑

i∈I

ai

)





∑

j∈J

bj



. Donc, par récurrence sur n ∈ N∗,

Sn(s) =
∑

(m1,...,mn)∈Nn

1

(ps
1)

m1 . . . (ps
n)

mn
=

(

+∞∑

m1=1

1

(ps
1)

m1

)

. . .

(

+∞∑

m1=1

1

(ps
n)

mn

)

.
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De plus, pour tout k ∈ J1, kK,

∣

∣

∣

∣

1

ps
k

∣

∣

∣

∣

=
1

p
Re(s)
k

6
1

pk
6

1

2
< 1 et donc, pour tout n ∈ N

∗,

Sn(s) =

n∏

k=1

1

1−
1

ps
k

.

Q 7. Soit s ∈ C tel que Re(s) > 1. Posons A1 = N1 et pour n > 2, posons An = Nn \ Nn−1. La famille (An)n∈N∗ est une
partition de N∗ (l’entier 1 appartenant à A1).

Puisque la famille

(

1

ks

)

k∈N∗

est sommable, le théorème de sommation par paquets permet d’écrire

ζ(s) =

+∞∑

k=1

1

ks
=

+∞∑

n=1

(

∑

k∈An

1

ks

)

= lim
n→+∞

n∑

p=1





∑

k∈Ap

1

ks



 = lim
n→+∞

(

∑

k∈A1∪A2∪...∪An

1

ks

)

= lim
n→+∞

(

∑

k∈Nn

1

ks

)

= lim
n→+∞

Sn(s).

On a montré que

∀s ∈ C, Re(s) > 1 ⇒ ζ(s) = lim
n→+∞

n∏

k=1

1

1−
1

ps
k

.

Q 8. Soit x ∈]1,+∞[. La suite (Sn(x))n∈N
converge vers ζ(x) en croissant. Donc, pour tout n ∈ N∗,

ζ(x) > Sn(x) =

n∏

k=1

(

+∞∑

ℓ=0

1

(px
k)

ℓ

)

>

n∏

k=1

(

1+
1

px
k

)

>
1

px
1

+ . . .+
1

px
n

Ainsi, pour tout n ∈ N∗,

n∑

k=1

1

px
k

6 ζ(x). La suite des sommes partielles de la série de terme général positif
1

px
k

est majorée

et donc la série de terme général
1

px
k

converge.

Q 9. Soit x ∈]1,+∞[. Pour tout n ∈ N∗, an > 0 puis ln (an) =

n∑

i=1

− ln

(

1+
1

px
i

)

. Or, − ln

(

1+
1

px
i

)

∼
i→+∞

−
1

px
i

< 0

et la série de terme général −
1

px
i

, i ∈ N∗, converge. Donc, la série de terme général − ln

(

1+
1

px
i

)

, i ∈ N∗, converge ou

encore la suite (ln (an))n∈N∗ , converge vers un certain réel ℓ. Mais alors, an = eln(an) →
n→+∞

eℓ ∈]0,+∞[.

On a montré que la suite (an)n∈N∗ converge vers un réel L = eℓ strictement positif.

Q 10. Soit n ∈ N∗. Pour tout i ∈ J1, nK,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

1−
1

ps
i

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
|ps

i |

|ps
i − 1|

>
|ps

i |

|ps
i |+ 1

=
px
i

px
i + 1

> 0

puis, en multipliant membre à membre ces inégalités,

|Sn(s)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n∏

i=1

1

1−
1

ps
i

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

>

n∏

i=1

px
i

px
i + 1

= an.

Quand n tend vers +∞, on obtient |ζ(s)| > L > 0 et donc, ζ(s) 6= 0.
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III - Un calcul d’intégrale

Q 11. Soit s ∈ C tel que Re(s) >
1

2
. La fonction t 7→ t2(s−1) est continue sur ]0, 1] et pour tout t ∈]0, 1],

∣

∣t2(s−1)
∣

∣ =

t2(Re(s)−1) avec 2(Re(s) − 1) > 2

(

1

2
− 1

)

= −1. Donc, la fonction t 7→ t2(s−1) est intégrable sur ]0, 1]. De plus,

∫1

0

∣

∣

∣t2(s−1)
∣

∣

∣dt =

∫1

0

t2(Re(s)−1) dt =
1

2(Re(s) − 1) + 1
=

1

2Re(s) − 1
.

IV - Une étude géométrique

Q 12. Soit d ∈]0, 1[. On pose s = x+ iy avec (x, y) ∈ R2.

s /∈ ∆d ⇔ d2|s|2 < 2Re(s) − 1 ⇔ d2
(

x2 + y2
)

< 2x − 1 ⇔ x2 + y2 −
2x

d2
+

1

d2
< 0

⇔
(

x −
1

d2

)2

+ y2 <
1

d4
−

1

d2
⇔
(

x −
1

d2

)2

+ y2 <
1− d2

d4

⇔ s appartient au disque ouvert Dd de centre Od =

(

1

d2
, 0

)

et de rayon Rd =

√
1− d2

d2
.

On a montré que ∆d = Dd où Dd = Do (Od, Rd) avec Od =

(

1

d2
, 0

)

et Rd =

√
1− d2

d2
.

Q 13. La fonction g est dérivable sur ]0, 1[ et pour tout d ∈]0, 1[,

g ′(d) = −
2

d3

(

1−
√

1− d2
)

+
1

d2

d√
1− d2

=
1

d3
√
1− d2

(

−2
(

1−
√

1− d2
)
√

1− d2 + d2
)

=
1

d3
√
1− d2

(

1− d2 − 2
√

1− d2 + 1
)

=

(√
1− d2 − 1

)2

d3
√
1− d2

.

La fonction g ′ est strictement positive sur ]0, 1[ et donc la fonction g est strictement croissante sur ]0, 1[. De plus, la

fonction g est continue sur ]0, 1[ et donc g(]0, 1[) =

]

lim
d→0+

g(d), lim
d→1+

g(d)

[

=

]

lim
d→0+

g(d), 1

[

.

Ensuite, g(d) =
1

d2

(

1−
√
1− d2

)

=
d→0+

1

d2

(

1−

(

1−
d2

2
+ o

(

d2
)

))

=
d→0+

1

2
+ o(1).

On a montré que g(]0, 1[) =

]

1

2
, 1

[

.

Q 14. Quand d décrit ]0, 1[, g(d) = xOd
− Rd décrit

]

1

2
, 1

[

en croissant strictement.

Soit s = x + iy où (x, y) ∈ R2. Si s ∈
⋃

d∈]0,1[

Dd, alors il existe d0 ∈]0, 1[ tel que (x, y) ∈ Dd0
. En particulier, il existe

d0 ∈]0, 1[ tel que x > xOd0
− Rd0

= g (d0) >
1

2
.

Réciproquement, supposons que Re(s) >
1

2
. Alors, 2Re(s) − 1 > 0 et on peut donc choisir d0 tel que 0 < d0 <

Min

{
√

2Re(s) − 1

|s|
, 1

}

. Mais alors, d0 ∈]0, 1[ et s ∈ Dd0
(car d2

0|s|
2 < 2Re(s) − 1) puis s ∈

⋃

d∈]0,1[

Dd.

Ainsi,
⋃

d∈]0,1[

Dd =

{
s ∈ C/ Re(s) >

1

2

}
puis

⋂

d∈]0,1[

∆d =
⋃

d∈]0,1[

Dd =

{
s ∈ C/ Re(s) 6

1

2

}
.
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0 1−1

0

−1

1

Partie B - Etude analytique

I - Transformée de Mellin des fonctions fk

Q 15. Soit k > 2. Soit i ∈ J1, kK. Donc,
1

i
∈]0, 1] puis

fk

(

1

i

)

=
1

k
⌊i⌋−

⌊

i

k

⌋

=
i

k
−

⌊

i

k

⌋

=






i

k
si i 6 k − 1

0 si i = k

.

Q 16. Soit k > 2. Soit t ∈]0, 1]. Posons p =

⌊

1

kt

⌋

. Alors, p 6
1

kt
< p+ 1 puis kp 6

1

t
< kp+ k. Mais alors, puisque k et

kp + k sont des entiers, kp 6

⌊

1

t

⌋

< kp + k ou encore

kp 6

⌊

1

t

⌋

6 kp+ k− 1.

Par suite, p 6
1

k

⌊

1

t

⌋

6 p+
k − 1

k
puis

0 6 fk(t) =
1

k

⌊

1

t

⌋

− p 6
k − 1

k
.

Q 17. Soit k > 2. D’après la question Q16, fk(]0, 1]) ⊂
[

0,
k − 1

k

]

. De plus, pour tout t ∈]0, 1], kfk(t) =
⌊

1

t

⌋

−k

⌊

1

kt

⌋

∈ Z.

Donc,

fk(]0, 1]) ⊂
[

0,
k− 1

k

]

∩
{
i

k
, i ∈ Z

}
=

{
i

k
, i ∈ J0, k − 1K

}
.

Mais d’après la question Q15,

{
i

k
, i ∈ J0, k − 1K

}
⊂ fk(]0, 1]). Donc,

fk(]0, 1]) =

{
i

k
, i ∈ J0, k − 1K

}
.

Q 18. Pour tout a ∈ [0, 1[, la fonction fk est continue par morceaux sur [a, 1] en vertu de théorèmes généraux. Donc, la
fonction fk est continue par morceaux sur tout segment de ]0, 1] et finalement la fonction fk est continue par morceaux
sur ]0, 1].

D’après la question Q16, la fonction fk est bornée sur ]0, 1]. En particulier, fk(t) =
t→0+

O(1). On en déduit que la fonction

fk est intégrable sur un voisinage de 0 à droite puis sur ]0, 1].

Q 19. Soient k ∈ N∗ et s ∈]1,+∞[. La fonction t 7→
⌊

1

kt

⌋

ts−1 est continue par morceaux sur ]0, 1] et de plus, pour tout

t ∈]0, 1],
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∣

∣

∣

∣

⌊

1

kt

⌋

ts−1

∣

∣

∣

∣

=

⌊

1

kt

⌋

ts−1
6

1

kt
ts−1 =

1

k
ts−2

avec s − 2 > 1− 2 = −1. Donc, la fonction t 7→
⌊

1

kt

⌋

ts−1 est intégrable sur ]0, 1].

On a montré que l’intégrale

∫1

0

⌊

1

kt

⌋

ts−1 dt converge.

Q 20. Soit j ∈ N
∗. Pour tout t ∈

]

1

j+ 1
,
1

j

]

,
1

t
∈ [j, j+ 1[ puis

⌊

1

t

⌋

= j. Donc,

∫ 1
j

1
j+1

⌊

1

t

⌋

ts−1 dt = j

∫ 1
j

1
j+1

ts−1 dt. Ensuite,

pour tout n ∈ N
∗,

∫1

1
n+1

⌊

1

t

⌋

ts−1 dt =

n∑

j=1

∫ 1
j

1
j+1

⌊

1

t

⌋

ts−1 dt =

n∑

j=1

j

∫ 1
j

1
j+1

ts−1 dt

Quand n tend vers +∞, on obtient

∫1

0

⌊

1

t

⌋

ts−1 dt =

+∞∑

j=1

j

∫ 1
j

1
j+1

ts−1 dt

=
1

s

+∞∑

j=1

j

(

1

js
−

1

(j+ 1)s

)

=
1

s

+∞∑

j=1

(

j

js
−

j+ 1− 1

(j+ 1)s

)

=
1

s

+∞∑

j=1

(

1

js−1
−

1

(j+ 1)s−1
+

1

(j + 1)s

)

=
1

s
lim

n→+∞





n∑

j=1

(

1

js−1
−

1

(j+ 1)s−1

)

+

n∑

j=1

1

(j + 1)s





=
1

s



 lim
n→+∞

(

1−
1

(n + 1)s−1

)

+

+∞∑

j=1

1

(j + 1)s



 (somme télescopique)

=
1

s
(1+ ζ(s) − 1) =

1

s
ζ(s).

Q 21. Soit k > 2 et s > 1. En posant u = kt (et en tenant compte du fait que toutes les intégrales ci-dessous convergent),

∫1

0

fk(t)t
s−1 dt =

1

k

∫1

0

⌊

1

t

⌋

ts−1 dt−

∫1

0

⌊

1

kt

⌋

ts−1 dt =
1

ks
ζ(s) −

∫k

0

⌊

1

u

⌋

us−1

ks−1

du

k

=
1

ks
ζ(s) −

1

ks

∫k

0

⌊

1

u

⌋

us−1 du =
1

ks
ζ(s) −

1

ks

∫1

0

⌊

1

u

⌋

us−1 du (car pour u > 1,

⌊

1

u

⌋

= 0)

=
1

s

(

1

k
−

1

ks

)

ζ(s).

II - Le prolongement de la fonction ζ

Q 22. Soient s ∈]0,+∞[ et k ∈ N∗. Pour tout t ∈ [k, k + 1], h ′(t) = −
s

ts+1
puis Max{|h ′(t)|, t ∈ [k, k + 1]} =

s

ks+1
.

Q 23. Soient s ∈]0,+∞[. Soit k ∈ N∗. Pour tout t ∈ [k, k+ 1],
1

ks
−

1

ts
= h(k) −h(t) > 0 (par décroissance de la fonction

h sur ]0,+∞[) puis pour tout k ∈ N∗,

∫k+1

k

(

1

ks
−

1

ts

)

dt > 0. Ensuite, d’après l’inégalité des accroissements finis et la

question précédente, pour tout k > 1.

∫k+1

k

(

1

ks
−

1

ts

)

dt =

∫k+1

k

|h(k) − h(t)| dt 6

∫k+1

k

s

ks+1
(t − k) dt 6

∫k+1

k

s

ks+1
dt =

s

ks+1
.
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En sommant, on obtient (en tenant compte de s+ 1 > 1),

0 6 G(s) 6

+∞∑

k=1

s

ks+1
= sζ(s+ 1).

Q 24. Soit s > 1. Donc s− 1 > 0 puis

ζ(s) −G(s) =

+∞∑

k=1

1

ks
−

+∞∑

k=1

(

1

ks
−

∫k+1

k

1

ts
dt

)

=

+∞∑

k=1

∫k+1

k

1

ts
dt

=

∫+∞

1

1

ts
dt =

[

−
1

(s− 1)ts−1

]+∞

1

=
1

s− 1
.

La fonction ζ est continue sur ]1,+∞[ et donc la fonction s 7→ sζ(s + 1) est continue sur ]0,+∞[. En particulier, cette
fonction est bornée sur un voisinage de 1 à droite puis la question Q23 montre que G(s) =

s→1+

O(1). La question précédente

permet alors d’écrire

ζ(s) =
1

s− 1
+ G(s) =

s→1+

1

s − 1
+O(1).

III - Intégrale des fonctions fk

Q 25. Soit k ∈ N
∗.

On pose Φ : ]1,+∞[×]0, 1] → R

(s, t) 7→ fk(t)t
s−1

de sorte que pour tout s ∈]1,+∞[,

∫1

0

fk(t)t
s−1 dt =

∫1

0

Φ(s, t) dt.

• Pour tout s > 1, la fonction t 7→ Φ(x, t) est continue par morceaux sur ]0, 1].

• Pour tout t ∈]0, 1], Φ(s, t) →
s→1+

fk(t) = ℓ(t) et de plus la fonction ℓ est continue par morceaux sur ]0, 1].

• Pour tout (s, t) ∈]1,+∞[×]0, 1], |Φ(s, t)| = fk(t)t
s−1 6 fk(t) = ϕ(t) (par décroissance de la fonction u 7→ tu

sur [0,+∞[, t ∈]0, 1] étant fixé) où de plus la fonction ϕ est continue par morceaux, positive et intégrable sur ]0, 1].

D’après le théorème de convergence dominée pour les intégrales à paramètre, lim
s→1+

∫1

0

fk(t)t
s−1 dt existe dans R et de plus

lim
s→1+

∫1

0

fk(t)t
s−1 dt =

∫1

0

ℓ(t) dt =

∫1

0

fk(t) dt.

Q 26. Soit k > 2. D’après les questions Q21 et Q24,

∫1

0

fk(t) dt = lim
s→1+

∫1

0

fk(t)t
s−1 dt = lim

s→1+

1

s

(

1

k
−

1

ks

)

ζ(s) = lim
s→1+

(

1

k
−

1

ks

)(

1

s− 1
+ G(s)

)

= lim
s→1+











−

(

1

k

)s

−

(

1

k

)1

s− 1
+

(

1

k
−

1

ks

)

G(s)











.

Maintenant, la fonction G est bornée au voisinage de 1 et donc lim
s→1+

(

1

k
−

1

ks

)

G(s) = 0. Il reste

∫1

0

fk(t) dt = − lim
s→1+

(

1

k

)s

−

(

1

k

)1

s− 1
= −

d

dt

(

k−t
)

(1) =
ln(k)

k
.

Ainsi, pour tout k > 2,

∫1

0

fk(t) dt =
ln(k)

k
, ce qui reste vrai quand k = 1 car f1 est nulle.
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Partie C - Etude algébrique et géométrique

I - Une forme bilinéaire symétrique définie positive

Q 27. Soit f une fonction continue par morceaux et bornée sur ]0, 1]. Alors, f2 est continue par morceaux sur ]0, 1] et de
plus, f2(t) =

t→0+

O
(

t0
)

avec 0 > −1. Donc, f2 est intégrable sur ]0, 1] puis f ∈ L2. a) est vrai.

La fonction f : t 7→ 1√
t

est continue par morceaux et intégrable sur ]0, 1] mais la fonction f2 : t 7→ 1

t
ne l’est pas. Donc,

b) et c) sont faux.

Q 28. • Soit (f, g) ∈
(

L2
)2

. La fonction fg est continue par morceaux sur ]0, 1].

Ensuite, pour tout t ∈]0, 1], (|f(t)| − |g(t)|)2 > 0 puis f(t)2 + g(t)2 > 2|f(t)g(t)| et donc |f(t)g(t)| 6
1

2

(

f(t)2 + g(t)2
)

. De

plus, la fonction
1

2

(

f2 + g2
)

est intégrable sur ]0, 1] en tant que combinaison linéaire de fonctions intégrables sur ]0, 1].

Donc, la fonction fg est intégrable sur ]0, 1] ou encore l’intégrale

∫1

0

f(t)g(t) dt est une intégrale absolument convergente.

• L2 ⊂ C
0
pm(]0, 1] et 0 ∈ L2. Soient (f, g) ∈

(

L2
)2

et (λ, µ) ∈ R
2. (λf + µg)2 = λ2f2 + 2λµfg + µ2g2 est intégrable sur

]0, 1] en tant que combinaison linéaire de fonctions intégrables sur ]0, 1] et donc λf+ µg ∈ L2. On a montré que L2 est un
sous-espace vectoriel de C 0

pm(]0, 1]).

Q 29. D’après la question précédente, ( | ) est une application de
(

L2
)2

dans R. Ensuite, pour tout (f, g) ∈
(

L2
)2

,

(f|g) =

∫1

0

f(t)g(t) dt =

∫1

0

g(t)f(t) dt = (g|f).

Donc, ( | ) est symétrique. Soient (f1, f2, g) ∈
(

L2
)3

et (λ, µ ∈ R2.

(λf1 + µf2|g) =

∫1

0

(λf1(t) + µf2(t))g(t) dt = λ

∫1

0

f1(t)g(t) dt+ µ

∫1

0

f2(t)g(t) dt = λ (f1|g) + µ (f2|g) .

Donc, ( | ) est linéaire par rapport à sa première variable puis bilinéaire par symétrie. Enfin, pour tout f ∈ L2, f2 > 0 et
donc (f|f) > 0 par positivité de l’intégration.

On a montré que ( | ) est une forme bilinéaire symétrique positive sur L2. Enfin, la fonction f : t 7→
{

0 si t ∈]0, 1[
1 si t = 1

est

dans L2 et vérifie (f|f) = 0 mais n’est pas nulle. Donc, ( | ) n’est pas définie.

( | ) n’est pas un produit scalaire sur L2.

II - Un espace préhilbertien réel

Q 30. Soient n > 2 puis k ∈ J2, nK. Pour tout t ∈
]

1

2
, 1

]

,
1

t
∈ [1, 2[ et

1

kt
∈
[

1

k
,
2

k

[

⊂]0, 1[. Donc, pour tout t ∈
]

1

2
, 1

]

,

fk(t) =
1

k

⌊

1

t

⌋

−

⌊

1

kt

⌋

=
1

k
× 1− 0 =

1

k
.

En évaluant les deux membres de l’égalité de l’énoncé en t ∈
]

1

2
, 1

]

, on obtient

n∑

k=2

λk

k
= 0.

Q 31. Pour tout ℓ ∈ J2, nK,
1

ℓ
∈]0, 1] puis pour tout k > 2, fk

(

1

ℓ

)

=
1

k
⌊ℓ⌋ −

⌊

ℓ

k

⌋

=






ℓ

k
si ℓ 6 k − 1

0 si ℓ = k

ℓ

k
−

⌊

ℓ

k

⌋

si ℓ > k+ 1

. En

évaluant les deux membres de l’égalité de l’énoncé en chaque ℓ ∈ J2, n − 1K, on obtient

http ://www.maths-france.fr 7 © Jean-Louis Rouget, 2026. Tous droits réservés.



Centrale 2026 - MP/MPI - Mathématiques 2 - Corrigé

∀ℓ ∈ J2, n − 1K,

n∑

k=ℓ+1

λk
ℓ

k
+

ℓ−1∑

k=1

λk

(

ℓ

k
−

⌊

ℓ

k

⌋)

= 0.

Q 32. Ainsi, d’après la question Q30,

n∑

k=2

λk

k
= 0 et d’après la question Q31,

n∑

k=3

λk

k
= 0 (égalité obtenue quand ℓ = 2).

En retranchant membre à membre ces égalités, on obtient λ2 = 0.

Montrons par récurrence que pour tout k ∈ J2, nK, λk = 0.

• L’égalité est vraie quand k = 2 d’après le début de la question.

• Soit k ∈ J2, n − 1K. Supposons que λ2 = . . . = λk = 0. Alors, d’après la question Q30,

n∑

p=k+1

λp

p
= 0 et d’après la

question Q31 appliquée à ℓ = k + 1, (k + 1)

n∑

p=k+2

λp

p
= 0 puis

n∑

p=k+2

λp

p
= 0. En retranchant membre à membre

les deux égalités, on obtient
λk+1

k + 1
= 0 puis λk+1 = 0.

Le résultat est démontré par récurrence. On a ainsi montré que pour tout n > 2, la famille (fk)26k6n est libre et donc
que la famille (fk)k>2 est libre.

Q 33. • Vérifions d’abord que la famille (1, f2, f3, . . .) est libre. Supposons par l’absurde qu’il existe n ∈ N∗ puis

(λk)26k6n ∈ Rn−1 tel que 1 =

n∑

k=2

λkfk. Par la même démonstration que dans les deux questions précédentes, en

remplaçant les seconds membres égaux à 0 par un second membre égal à 1, on obtient λ2 = . . . = λn = 0 puis 1 = 0 ce
qui est faux.
Donc, 1 /∈ Vect (fk)k>2 puis (1, f2, f3, . . .) est libre.

• On sait déjà que ( | ) est une forme bilinéaire symétrique positive sur F.

Soit f ∈ F. Il existe n ∈ N
∗ puis (λ0, λ1, . . . , λn) ∈ R

n tel que f = λ0 +

n∑

k=1

λkfk.

(f|f) = 0 ⇒
∫1

0

(

λ0 +

n∑

k=1

λkfk(t)

)2

dt = 0.

Soit ε > 0. La fonction f est continue par morceaux sur [ε, 1]. Soit x0 = ε < x1 < . . . < xp = 1 une subdivision adaptée à f.

Pour tout i ∈ J0, p−1K,

∫xi+1

xi

(

λ0 +

n∑

i=1

λifki

)2

dt 6

∫1

0

(

λ0 +

n∑

i=1

λifki

)2

dt = 0 puis

∫xi+1

xi

(

λ0 +

n∑

i=1

λifki

)2

dt = 0

et donc f/]xi,xi+1[ = 0 (fonction continue positive d’intégrale nulle). Ainsi, la fonction f est nulle sur [ε, 1] sauf peut-être
en un nombre fini de points. Maintenant, la fonction f est continue à gauche ou à droite en chaque xk et donc, les f (xk)

sont également nuls.

Ainsi, pour tout ε > 0, f est nulle sur [ε, 1] puis f est nulle sur ]0, 1]. Ceci montre que ( | ) est définie sur F puis que ( | )

est un produit scalaire sur F.

III - Distance d’un vecteur à des sous-espaces

Q 34. La famille (fk)26k6n est libre. Soit (ek)26k6n l’orthonormalisée de cette famille. On sait que (ek)26k6n est l’unique
famille orthonormée telle que pour tout p ∈ J2, nK, Vect (e2, . . . , ep) = Vect (f2, . . . , fp) et (ep|fp) > 0

Q 35. On pose G = Vect (f2, . . . , fn). On sait que pG(1) =

n∑

k=2

(1|ek) ek puis que
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1 = ‖1‖2 = ‖pG(1) + PG⊥(1)‖2 = ‖pG(1)‖2 + ‖PG⊥(1)‖2 (d’après le théorème de Pythagore)

=

n∑

k=2

(1|ek)
2
+ ‖PG⊥(1)‖2 (car (ek)26k6n est une base orthonormée de G)

=

n∑

k=2

(1|ek)
2
+ d2

n

et donc d2
n = 1−

n∑

k=2

(1|ek)
2
.

Q 36. La suite (dn)n>2 =





√

√

√

√1−

n∑

k=2

(1|ek)
2





n>2

est décroissante et minorée par 0. Donc, la suite (dn)n>2 converge

vers un certain réel d.

IV - Synthèse

Q 37. Soit s ∈ C tel que Re(s) >
1

2
. D’après la question Q11, la fonction t 7→

∣

∣ts−1
∣

∣

2
est intégrable sur ]0, 1] et de plus,

∫1

0

∣

∣ts−1
∣

∣

2
dt =

1

2Re(s) − 1
. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz

∣

∣

∣

∣

∣

∫1

0

(

1−

n∑

k=2

λkfk(t)

)

ts−1 dt

∣

∣

∣

∣

∣

2

6

∫1

0

∣

∣

∣

∣

∣

1−

n∑

k=2

λkfk(t)

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt×
∫1

0

∣

∣ts−1
∣

∣

2
dt

=

∫1

0

(

1−

n∑

k=2

λkfk(t)

)2

dt×
∫1

0

∣

∣

∣t2(s−1)
∣

∣

∣ dt.

Q 38. On suppose que lim
n→+∞

dn = 0. On suppose de plus par l’absurde qu’il existe s ∈ C tel que Re(s) >
1

2
et ζ(s) = 0

On applique le résultat précédent aux réels λk = (1|ek). On obtient pour tout n > 2, d’après la généralisation de la
question Q21 admise par l’énoncé,

d2
n

2Re(s) − 1
>

∣

∣

∣

∣

∣

∫1

0

(

1−

n∑

k=2

λkfk(t)

)

ts−1 dt

∣

∣

∣

∣

∣

2

=

∣

∣

∣

∣

∣

∫1

0

ts−1 dt−

n∑

k=2

λk

∫1

0

fk(t)t
s−1 dt

∣

∣

∣

∣

∣

2

=

∣

∣

∣

∣

∣

1

s
−

n∑

k=2

λk

s

(

1

k
−

1

ks

)

ζ(s)

∣

∣

∣

∣

∣

2

=
1

|s|2
(car ζ(s) = 0).

Donc, pour tout n > 2, d2
n|s|

2 > 2Re(s) − 1.

Si , quand n tend vers +∞, on obtient 2Re(s) − 1 6 0 puis Re(s) 6
1

2
, ce qui est faux. Donc, ζ(s) 6= 0.
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