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MATHÉMATIQUES 1. FILIERE PC

Partie A - Étude du mouvement d’une planète seulement soumise à
l’attraction du soleil

I - Equation réduite de E
Q 1. Soit M un point du plan. Inégalité triangulaire : MF 6 MF ′ + FF ′. Ensuite, FF ′ > MF−MF ′ puis en échangeant les
rôles de F et F ′, FF ′ = F ′F > MF ′ −MF. |MF−MF ′| est l’un des deux réels MF−MF ′ ou MF ′ −MF et on a donc montré
que

FF ′
> |MF−MF ′|.

Q 2. En particulier, pour tout point M du plan, |MF−MF ′| 6 2c < 2a et donc MF−MF ′ 6= ±2a puis MF−MF ′−2a 6= 0

et MF−MF ′ + 2a 6= 0.

Q 3. Pour tout point M du plan. MF + MF ′ + 2a 6= 0 et d’après la question précédente, MF − MF ′ + 2a 6= 0 et
MF−MF ′ − 2a 6= 0. Donc, pour tout point M du plan,

M ∈ E ⇔ MF+MF ′ − 2a = 0

⇔ (MF+MF ′ − 2a)(MF+MF ′ + 2a)(MF−MF ′ − 2a)(MF−MF ′ + 2a) = 0.

Q 4. Pour tout point M du plan,

(MF+MF ′ − 2a)(MF+MF ′ + 2a)(MF−MF ′ − 2a)(MF−MF ′ + 2a) =
(

(MF+MF ′)2 − 4a2
) (

(MF−MF ′)2 − 4a2
)

=
(

MF2 +MF ′2 − 4a2 + 2MF MF ′
) (

MF2 +MF ′2 − 4a2 − 2MF MF ′
)

=
(

MF2 +MF ′2 − 4a2
)2

− 4MF2MF ′2

puis

M ∈ E ⇔
(

MF2 +MF ′2 − 4a2
)2

− 4MF2MF ′2 = 0 ⇔
(

MF2 +MF ′2 − 4a2
)2

= 4MF2MF ′2

Q 5. Pour tout point M(x, y) du plan,

M ∈ E ⇔
(

MF2 +MF ′2 − 4a2
)2

= 4MF2MF ′2

⇔
(

(x + c)2 + y2 + (x − c)2 + y2 − 4a2
)2

= 4
(

(x+ c)2 + y2
) (

(x− c)2 + y2
)

⇔
(

x2 + y2 + c2 − 2a2
)2

=
(

x2 + y2 + c2 + 2xc
) (

x2 + y2 + c2 − 2xc
)

⇔
(

x2 + y2 + c2
)2

− 4a2
(

x2 + y2 + c2
)

+ 4a4 =
(

x2 + y2 + c2
)2

− 4c2x2

⇔ −a2
(

x2 + y2 + c2
)

+ a4 = −c2x2 ⇔
(

a2 − c2
)

x2 + a2y2 = a2
(

a2 − c2
)

⇔ b2x2 + a2y2 = a2b2 ⇔
x2

a2
+

y2

b2
= 1.

E est l’ensemble des points M du plan P dont les coordonnées (x, y) vérifient
x2

a2
+

y2

b2
= 1.
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II - Étude d’une fonction

Q 6. Pour tout x ∈ [0, a], f(x) =
b

a

√
a2 − x2. La fonction f est définie et continue sur [0, a], dérivable sur [0, a[ et pour

tout x ∈ [0, a[,

f ′(x) = −
b

a

x√
a2 − x2

.

La fonction f ′ est strictement négative sur ]0, a[ et donc la fonction f est strictement décroissante sur [0, a]. Ensuite,
f ′(0) = 0 et lim

x→a−

f ′(x) = −∞. Donc, la courbe représentative de f admet pour tangente en (0, b) la droite d’équation

y = b et pour tangente en (a, 0) la droite d’équation x = a.

Q 7. Courbe représentative de f

a

b

Q 8. Soit M(x, y) ∈ R
2
+
.

M ∈ E ⇔
x2

a2
+

y2

b2
= 1 ⇔ y2 = b2

(

1−
x2

a2

)

⇔ y = b

√

1−
x2

a2
⇔ y = f(x).

Le graphe de f est donc la partie de E située dans le premier quadrant x > 0, y > 0. D’autre part, pour tout point
(x, y) ∈ P, (x, y) ∈ E ⇔ (±x,±y) ∈ E . Donc, E admet O pour centre de symétrie et les droites (Ox) et (Oy) pour axes de
symétrie.

Construction de E. (On note que a2 = b2 + c2.)

bb

b

b

bb

AA ′

FF ′

B

B ′

a−a c−c

b

−b

a

c

b
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III - Paramètres de l’ellipse

Q 9. 0 < c < a et donc 0 < e =
c

a
< 1. Ensuite c = ea et b =

√
a2 − c2 = a

√
1− e2.

Q 10. Quand e est proche de 0, b est proche de a et l’ellipse est presque circulaire. Quand e est proche de 1, b est proche
de 0 et l’ellipse est au contraire très éffilée.

bb

b

b

bb

AA ′

FF ′

B

B ′

bb

b

b

bb

AA ′

FF ′

B

B ′

Partie B - Étude du mouvement des planètes massives du système solaire
sans négliger les interactions

Q 11. Pour tout t ∈ R+, AHt = −B2Ht = BKt Ft = G ′

t = BL ′

t = BKt = −B2Ht = AHt.

Q 12. χA est scindé sur R, à racines simples et donc A est diagonalisable dans M3(R) puis il existe Q ∈ GL3(R) telle que

A = Q





λ1 0 0
0 λ2 0

0 0 λ3



Q−1.

Q 13. On pose D = diag (λ1, λ2, λ3).

Ft = AHt ⇔ H ′′

t = QDQ−1Ht ⇔ Q−1H ′′

t = DQ−1Ht ⇔
(

Q−1Ht

) ′′

= D
(

Q−1Ht

)

⇔ Y ′′

y = DYt ⇔ ∀k ∈ J1, 3K, y ′′

k = λkyk.

Q 14. Soit k ∈ J1, 3K. L’équation caractéristique de l’équation y ′′ − λky = 0 est r2 − λk = 0. Cette équation admet
pour racines les deux complexes non réels conjugués r1 = −i

√
−λk et r2 = i

√
−λk. On sait alors que les solutions de

y ′′ − λky = 0 sont les fonctions de la forme t 7→ α cos
(

t
√
−λk

)

+ β sin
(

t
√
−λk

)

, (α,β) ∈ R
2.

Donc, pour tout k ∈ J1, 3K, il existe (αk, βk) ∈ R2 tel que pour tout t > 0, yk(t) = αk cos
(

t
√
−λk

)

+ βk sin
(

t
√
−λk

)

.

Q 15. La matrice A n’admet pas 0 pour valeur propre et donc A ∈ GL3(R). Ensuite, det(A) = det
(

−B2
)

= −(det(B))2.
Donc, −(det(B))2 6= 0 puis det(B) 6= 0. Ceci montre que B ∈ GL3(R).




h1

h2

h3



 = Ht = QYt = Q





y1

y2

y3



. Ensuite,





l1
l2
l3



 = Lt = B−1Gt = B−1H ′

t = B−1QY ′

t = B−1Q





y ′

1

y ′

2

y ′

3



 .
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Partie C - Méthode de Le Verrier pour déterminer les valeurs propres

I - Résolution des équations

Q 16. Soit (A,B) ∈ (M3(R))
2. Posons A = (ai,j)16i,j6n

et B = (bi,j)16i,j6n
.

Tr(AB) =

n∑

i=1

(AB)i,i =

n∑

i=1





n∑

j=1

ai,jbj,i



 =

n∑

j=1

(

n∑

i=1

bj,iai,j

)

=

n∑

j=1

(BA)j,j = Tr(BA).

Soit Q ∈ GL3(R).

Tr
(

Q−1AQ
)

= Tr
(

(AQ)Q−1
)

= Tr(A).

Donc, deux matrices semblables ont même trace.

Q 17. On pose D = diag (λ1, λ2, λ3). Pour tout k ∈ J1, 3K, Ak est semblable à Dk et donc, pour tout k ∈ J1, 3K,
Tr
(

Ak
)

= Tr
(

Dk
)

= Sk.

Q 18. PA = (X− λ1) (X− λ2) (X− λ3) = X3 − (λ1 + λ2 + λ3)X
2 + (λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3)X− λ1λ2λ3.

Donc, α2 = −(λ1 + λ2 + λ3), α1 = λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3 et α0 = −λ1λ2λ3.

Q 19. α2 = −(λ1 + λ2 + λ3) = −S1. Ensuite, S21 = λ21+λ22+λ23+2 (λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3) = S2+2α1 et donc α1 =
S21 − S2

2
.

II - Étude d’un cas particulier

Q 20. On sait que tout élément de M3(C) est triangulable dans M3(C). Donc, il existe une matrice triangulaire supérieure
T ∈ M3(C) et Q ∈ GL3(C) telles que A = QTQ−1. A et T sont semblables et il en est de même de A2 et T2 et de A3 et
T3.

Donc T s’écrit sous la forme





λ1 × ×
0 λ2 ×
0 0 λ3



 où λ1, λ2 et λ3 sont les trois racines non nécessairement deux à deux distinctes

de χA dans C.

Puisque T2 =





λ21 × ×
0 λ22 ×
0 0 λ23



 et T3 =





λ31 × ×
0 λ32 ×
0 0 λ33



, pour tout k ∈ J1, 3K, Tr
(

Ak
)

= Tr
(

Tk
)

= Sk.

Puisque χA = (X− λ1) (X− λ2) (X− λ3), les formules de la question Q19 restent valables.

Q 21. α2 = −S1 = −Tr(A) = −
1

2
(−4+ 1+ 1) = 1. Ensuite,

A2 =
1

4





−4 11 13

0 1 7
0 7 1









−4 11 13

0 1 7
0 7 1



 =
1

4





16 58 38

0 50 14
0 14 50



 =
1

2





8 29 19

0 25 7
0 7 25



 .

Par suite, S2 = Tr
(

A2
)

=
1

2
(8+ 25 + 25) = 29 puis α1 =

Tr(A)2 − Tr
(

A2
)

2
=

1− 29

2
= −14.

A3 =
1

4





8 29 19
0 25 7

0 7 25









−4 11 13
0 1 7

0 7 1



 =
1

4





−32 × ×
× 74 ×
× × 74



 =
1

2





−16 × ×
× 37 ×
× × 37



 .

Par suite, S3 = Tr
(

A3
)

=
1

2
(−16+ 37+ 37) = 29 puis α0 =

3S1S2 − S31 − 2S3

6
=

−87+ 1− 58

6
= −

144

6
= −24.

Donc, χA = X3 + X2 − 14X − 24 = R.

Q 22. −2 est valeur propre de A puis χA = (X+ 2)
(

X2 − X− 12
)

= (X+ 2)(X − 4)(X + 3). Donc, Sp(A) = (−2,−3, 4).

Q 23. • Immédiatement E−2(A) = Vect (U1) où U1 =





1

0

0



.
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• Soit X =





x

y
z



 ∈ M3,1(R). X ∈ E−3(A) ⇔
{

2x+ 11y+ 13z = 0
7y+ 7z = 0

⇔⇔
{

z = −y
x = y

.

Donc, E−3(A) = Vect (U2) où U2 =





1

1
−1



.

• Soit X =





x
y

z



 ∈ M3,1(R). X ∈ E4(A) ⇔
{

−12x + 11y + 13z = 0

−7y+ 7z = 0
⇔⇔

{
z = y

x = 2y
.

Donc, E4(A) = Vect (U3) où U3 =





2
1

1



.

Si on pose Q =





1 1 2

0 1 1
0 −1 1



, alors Q−1AQ = diag(−2,−3, 4).

Partie D - Perturbation d’une matrice d’ordre 3

I - Solutions et spectre

Q 24. λI3 −D = diag(λ − a, λ− b, λ− c) puis det (λI3 −D) = (λ − a)(λ− b)(λ− c) 6= 0. Donc, λI3 −D ∈ GL3(R).

X est un vecteur propre de D(t). Donc, λX = D(t)X = DX+tUUTX puis (λI3 −D)X = tUUTX puis X = t (λI3 −D)
−1

UUTX

et finalement,

UTX = tUT (λI3 −D)
−1

UUTX.

Q 25. UTX = ux + vy + wz est un réel. Si par l’absurde UTX = 0, alors UUTX = 0 puis λX = D(t)X = DX. Puisque
X 6= 0, λ est une valeur propre de T ce qui contredit le fait que λ /∈ {a, b, c}. Donc, le réel UTX n’est pas nul.

UT (λI3 −D)
−1

U est également un réel. Après simplification par le réel non nul UTX, on obtient tUT (λI3 −D)
−1

U = 1

ou encore

UT (λI3 −D)
−1

U =
1

t
.

Q 26. (λI3 −D)
−1

U =













1

λ− a
0 0

0
1

λ− b
0

0 0
1

λ − c

















u

v
w



 =











u

λ − a
v

λ− b
w

λ − c











puis

UT (λI3 −D)
−1

U =
〈

U, (λI3 −D)
−1

U
〉

=
u2

λ− a
+

v2

λ− b
+

w2

λ− c
.

Mais alors, l’égaité UT (λI3 −D)
−1

U =
1

t
s’écrit

u2

λ− a
+

v2

λ − b
+

w2

λ− c
=

1

t
. λ est une solution de l’équation (Et).

Q 27. F est strictement décroissante sur chacun des intervalles ] − ∞, a[, ]a, b[, ]b, c[ et ]c,+∞[ en tant que somme de
fonctions strictement décroissantes sur chacun de ces intervalles. Dressons le tableau de variations de la fonction F :

λ −∞ a b c +∞

0 +∞ +∞ +∞
F

−∞ −∞ −∞ 0

La fonction F est strictement décroissante sur ] −∞, a[. Donc, pour tout λ ∈] −∞, a[, F(λ) < lim
x→−∞

F(x) = 0. La fonction

F est strictement négative sur ] −∞, a[ et en particulier, la fonction F ne s’annule pas sur ] −∞, a[. De même, la fonction
F est strictement positive sur ]c,+∞[ et en particulier, la fonction F ne s’annule pas sur ]c,+∞[.
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La fonction F est continue et strictement décroissante sur ]a, b[ et de plus, lim
λ→a+

F(λ) × lim
λ→b−

F(λ) = −∞ < 0. Donc, la

fonction F s’annule une fois et une seule sur l’intervalle ]a, b[ en un certain réel ρ1. De même, la fonction F s’annule une
fois et une seule sur ]b, c[ en un certain réel ρ2.

Q 28. La fonction F est continue et strictement décroissante sur ] − ∞, a[. Donc, la fonction F réalise une bijection de

] −∞, a[ sur

]

lim
λ→a−

F(λ), lim
λ→−∞

F(λ)

[

=] −∞, 0[. De même, la fonction F réalise une bijection de ]a, b[ sur R, de ]b, c[ sur

R et de ]c,+∞[ sur ]0,+∞[.

Soit t ∈ R∗. L’équation F(λ) =
1

t
admet une solution et une seule dans ]a, b[ et une solution et une seule dans ]b, c[. De

plus, si t > 0 et donc
1

t
> 0, l’équation F(λ) =

1

t
n’admet pas de solution dans ] −∞, a[ et une solution et une seule dans

]c,+∞[, et si t < 0, l’équation F(λ) =
1

t
admet une solution et une seule dans ] −∞, a[ et n’admet pas de solution dans

]c,+∞[.

Dans tous les cas, l’équation (Et) admet exactement trois solutions deux à deux distinctes notées λ1(t), λ2(t) et λ3(t) de
sorte que λ1(t) < λ2(t) < λ3(t).

• Si t > 0, a < λ1(t) < b < λ2(t) < c < λ3(t). De plus, ρ1 ∈]a, b[ puis F (λ1) =
1

t
> 0 = F (ρ1). Par stricte décroissance

de la fonction F sur ]a, b[, on en déduit que λ1(t) < ρ1. De même, λ2(t) < ρ2. En résumé,

si t > 0, a < λ1(t) < ρ1 < b < λ2(t) < ρ2 < c < λ3(t).

De même,

si t < 0, λ1(t) < a < ρ1 < λ2(t) < b < ρ2 < λ3(t) < c.

Q 29. Soit t ∈ R∗. D(t)T =
(

D+ tUUT
)T

= D + tUUT = D(t). Donc, la matrice D(t) est symétrique réelle. D’après le
théorème spectral, ses trois valeurs propres dans C sont réelles. D’après la question Q26, Sp(D(t)) ⊂ {λ1(t), λ2(t), λ3(t)}.

Réciproquement, soit λ une valeur propre de D(t) puis X un vecteur propre associé. Alors, DX + tUUTX = λX puis, en

tenant compte du fait que UTX est un réel, X = t(UTX) (λI2 −D)
−1

(U) ∈ Vect (V) où V = (λI2 −D)
−1

(U). Ainsi, chaque
sous-espace propre de D(t) est une droite vectorielle. Puisque D(t) est diagonalisable d’après le théorème spectral, l’ordre
de multiplicité de chaque valeur propre de D(t) est égal à la dimension du sous-espace propre correspondant à savoir 1.
Ainsi, D(t) a trois valeurs propres simples, nécessairement égales à λ1(t), λ2(t) et λ3(t).

On a montré que les solutions de (Et) et le spectre de D(t) sont confondus.

II - Les limites

Q 30. On a vu que la fonction F réalise une bijection de ] −∞, a[ sur ] −∞, 0[, de ]a, b[ sur R, de |b, c[ sur R et de ]c,+∞[

sur ]0,+∞[. On en déduit l’existence de g1, g2, g3 et g4.

Ensuite, ρ1 ∈]a, b[ et F (ρ1) = 0. Donc, g2(0) = ρ1.

Ensuite, lim
x→a+

F(x) = +∞ et donc lim
y→+∞

g2(y) = a. De même, lim
y→−∞

g2(y) = b.

Q 31. 1er cas. Si t > 0, a < λ1(t) < ρ1 < b < λ2(t) < ρ2 < c < λ3(t). Dans ce cas, λ1(t) ∈]a, b[ et F (λ1(t)) =
1

t
. Donc,

λ1(t) = g2

(

1

t

)

. De même, λ2(t) = g3

(

1

t

)

et λ3(t) = g4

(

1

t

)

.

2ème cas. Si t < 0, λ1(t) < a < ρ1 < λ2(t) < b < ρ2 < λ3(t) < c. Dans ce cas, λ1(t) = g1

(

1

t

)

, λ2(t) = g2

(

1

t

)

et

λ3(t) = g3

(

1

t

)

.

Q 32. La fonction λ1 est définie sur R∗ par : ∀t ∈ R∗, λ1(t) =






g1

(

1

t

)

si t < 0

g2

(

1

t

)

si t > 0
.
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Puisque la fonction F est continue sur ] − ∞, a[ (resp. sur ]a, b[), on sait que la fonction g1 (resp. g2) est continue sur

F(] −∞, a[) =] −∞, 0[ (resp. sur F(]a, b[) = R). Ensuite, la fonction h : t 7→ 1

t
est continue sur ] −∞, 0[ à valeurs dans

] − ∞, 0[ et la fonction g1 est continue sur ] − ∞, 0[. Puisque sur ] −∞, 0[, λ1 = g1 ◦ h, la fonction λ1 est continue sur
] −∞, 0[. De même, la fonction λ1 est continue sur ]0,+∞[.

Ensuite, lim
t→0−

λ1(t) = lim
t→0−

g1

(

1

t

)

= lim
u→−∞

g1(u) = a et lim
t→0+

λ1(t) = lim
t→0+

g2

(

1

t

)

= lim
u→+∞

g2(u) = a. Donc,

lim
t→0

λ1(t) existe dans R et de plus, lim
t→0

λ1(t) = a. La fonction λ1 se prolonge en une fonction continue sur R en posant

λ1(0) = a (on note encore λ1 le prolongement obtenu).

De même, les fonctions λ2 et λ3 se prolongent en une fonction continue sur R en posant λ2(0) = b et λ3(0) = c.

Q 33. La fonction F est dérivable sur ]−∞, a[ et sa dérivée, à savoir la fonction F ′ : λ 7→ −
u2

(λ − a)2
−

v2

(λ− b)2
−

w2

(λ− c)2
,

ne s’annule pas sur ]−∞, a[. On sait alors que la fonction g1 est dérivable sur F(]−∞, a[) =]−∞, 0[. De même, la fonction
g2 est dérivable sur R, la fonction g3 est dérivable sur R et la fonction g4 est dérivable sur ]0,+∞[.

Mais alors, la fonction λ1 est dérivable sur ]−∞, 0[ et sur ]0,+∞[. Ensuite, pour tout t ∈ R
∗, par définition, F (λ1(t)) =

1

t
.

On multiplie les deux membres de cette égalité par λ1(t) − λ1(0) et on obtient pour tout t ∈ R∗

λ1(t) − λ1(0)

t
=

λ1(t) − a

t
= u2 +

v2 (λ1(t) − a)

λ1(t) − b
+

w2 (λ1(t) − a)

λ1(t) − c
.

Puisque la fonction λ1 est continue en 0 et puisque b 6= a et c 6= a,
λ1(t) − λ1(0)

t
a une limite réelle en 0 ou encore la

fonction λ1 est dérivable en 0. De plus,

λ ′

1(0) = lim
t→0

λ1(t) − λ1(0)

t
= u2.

De même, les fonction λ2 et λ3 sont dérivables en 0 et λ ′

2(0) = v2 et λ ′

3(0) = w2.

Q 34. Par continuité de g2 en 0, lim
t→+∞

λ1(t) = lim
t→+∞

g2

(

1

t

)

= lim
x→0+

g2(x) = g2(0) = ρ1. De même, lim
t→−∞

λ1(t) =

lim
t→−∞

g1

(

1

t

)

= lim
x→0−

g1(x) = −∞.

Ensuite, la fonction t 7→ 1

t
est strictement décroissante sur ]−∞, 0[ à valeurs dans ]−∞, 0[ et la fonction g1 est strictement

décroissante sur ]−∞, 0[. Donc, la fonction λ1 : t 7→ g1

(

1

t

)

est strictement croissante sur ]−∞, 0[. De même, la fonction

λ1 est strictement croissante sur ]0,+∞[ et finalement sur R par continuité en 0.

La fonction λ1 est continue et strictement croissante sur R et donc bijective de R sur

]

lim
t→−∞

λ1(t), lim
t→+∞

λ1(t)

[

=]−∞, ρ1[.

De même, la fonction λ2 est continue et strictement croissante sur R puis bijective de R sur ]ρ1, ρ2[ et la fonction λ3 est
continue et strictement croissante sur R puis bijective de R sur ]ρ2,+∞[.

Analysons ces différents résultats. L’égalité λ1(t) =
t→0

a + u2t + o(t) décrit l’influence d’une petite perturbation de la

matrice D (par une matrice de rang 1) : λ1(t) − a ∼
t→0

u2t. De même, λ2(t) − b ∼
t→0

v2t et λ3(t) − c ∼
t→0

w2t.

Maintenant si t décrit R, alors λ1(t)−a décrit ]−∞, ρ1 − a[ et en particulier, l’expression λ1(t)−a n’est pas minorée. De
même, λ3(t) − c n’est pas majorée.

Par contre, si t décrit R, λ2(t) décrit ]ρ1, ρ2[ ⊂]a, c[. Dans ce cas, l’expression |λ2(t) − b| est majorée par c− a.
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