SESSION 2026

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 1. FILIERE PC

Partie A - Etude du mouvement d’une planéte seulement soumise a
P’attraction du soleil

I - Equation réduite de &£

Q 1. Soit M un point du plan. Inégalité triangulaire : MF < MF’ + FF’. Ensuite, FF’ > MF — MF’ puis en échangeant les
roles de Fet F/, FF' = F'F > MF' — MF. [MF— MF/| est I'un des deux réels MF — MF’ ou MF’ — MF et on a donc montré
que

F' > [MF — MF/|.

Q 2. En particulier, pour tout point M du plan, [IMF—MF’| < 2¢ < 2a et donc MF—MF’ # +2a puis MF—MF’' —2a # 0
et MF — MF’ + 2a # 0.

Q 3. Pour tout point M du plan. MF + MF’ + 2a # 0 et d’aprés la question précédente, MF — MF’ + 2a # 0 et
MF — MF’ — 2a # 0. Dong, pour tout point M du plan,

MeE S MF+MF —2a=0
& (MF + MF’ — 2a)(MF + MF’ + 2a)(MF — MF’ — 2a)(MF — MF’ + 2a) = 0.

Q 4. Pour tout point M du plan,

(MF + MF’ — 2a)(MF 4+ MF’ + 2a)(MF — MF’ — 2a)(MF — MF' 4 2a) = ((MF + MF’)? —4a?) ((MF — MF')? — 4a?)
= (MF? + MF"? —4a? + 2MF MF’) (MF? + MF"? — 4a? — 2MF MF)
= (MF? + MF? — 4a2)* — 4AMF2MF”

puis
Me € & (MP? + MF2 —4a?)? —4MFP2MF?2 = 0 & (MF? + MF2 —4a?)” = 4MF2MF”

Q 5. Pour tout point M(x,y) du plan,

Me € & (MF? + MF?2 —4a?)? = 4MF2MF?
& ((x+¢) +y2+(x—c)2+y2—4a2)2 =4((x+c)* +y?) (x—c)* +y?)
& (x* +y? Zaz)zz(x2+yz+c2+2xc) (x* +y? +c? — 2xc)
& (x* +vy? )2 —4a? (x* +y? +c?) +4at = (P +y’ + c2)? — 4¢2x?
&—a’ (¥ +y*+c) +at =—c*x? & (a? —c?)x* + a’y? = a’ (a® — ¢?)
2.2 2.2 22, X Y
& b x4+ ay-=a’b ®g+§:1-
2y
& est 'ensemble des points M du plan P dont les coordonnées (x,y) vérifient P + b2~ 1.
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IT - Etude d’une fonction

b

Q 6. Pour tout x € [0, a], f(x) = —va? —x2. La fonction f est définie et continue sur [0, a], dérivable sur [0, a[ et pour
a

tout x € [0, al,

b X
CavaZ—x2
La fonction f’ est strictement négative sur ]0, al et donc la fonction f est strictement décroissante sur [0, a]. Ensuite,
f'(0) =0 et Xlﬂirgﬁ f'(x) = —o0. Donc, la courbe représentative de f admet pour tangente en (0,b) la droite d’équation

f'(x) =

y = b et pour tangente en (a,0) la droite d’équation x = a.

Q 7. Courbe représentative de f

o

Q 8. Soit M(x,y) € R2.

2 2 2 2
0y 212 x _ X _
M€5<:>3+b—2—1 Sy =b (1_?) &Sy=>b l—pﬁy—f(x).
Le graphe de f est donc la partie de £ située dans le premier quadrant x > 0, y > 0. D’autre part, pour tout point
(x,y) € P, (x,y) € £ & (+x,+y) € €. Donc, £ admet O pour centre de symétrie et les droites (Ox) et (Oy) pour axes de
symétrie.

Construction de €. (On note que a? = b? + c?.)

IsX
o
>
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III - Paramétres de ’ellipse

c
Q9.0<c<aetdoncO<e=—<1.Ensuitec=ea et b=+va2—c2=av1—e2.
a

Q 10. Quand e est proche de 0, b est proche de a et I'ellipse est presque circulaire. Quand e est proche de 1, b est proche
de 0 et 'ellipse est au contraire trés éffilée.

B/
Partie B - Etude du mouvement des planétes massives du systéme solaire
sans négliger les interactions

Q 11. Pour tout t € |R+, AHt = —Bth = BKt Ft = G{ = BL{: = BKt = —BZHt = AHt
Q 12. xa est scindé sur R, a racines simples et donc A est diagonalisable dans .#3(R) puis il existe Q € GL3(R) telle que

Ao00
A=Q[0 A o|Q7.
0 0 A3

Q 13. On pose D = diag (A1,A2,A3).

Fi=AH{ & H/=QDQ 'H; & Q 'H/ =DQ 'H; & (Q 'H,)" =D (Q "H,)
=4 Yg = DY, & vk € [1,3], y{g = AYk.
Q 14. Soit k € [1,3]. L’équation caractéristique de I'’équation y” — Ay = 0 est 2 — Ay, = 0. Cette équation admet

pour racines les deux complexes non réels conjugués 11 = —iv/—Ak et 12 = iy/—Ak. On sait alors que les solutions de
y” — Ay = 0 sont les fonctions de la forme t — occos (tv/=Ax) + Bsin (tv=Ax), («,B) € R2.

Donc, pour tout k € [1,3], il existe (o, Bx) € R? tel que pour tout t > 0, Yy (t) = oty cos (t\/—Ak) + By sin (tv—?\k).

Q 15. La matrice A n’admet pas 0 pour valeur propre et donc A € GL3(R). Ensuite, det(A) = det (—BZ) = —(det(B))?2.
Donc, —(det(B))? # 0 puis det(B) # 0. Ceci montre que B € GL3(R).

hy Y1 % Y1

1
hy | =Hi=QYy=Q |yz |- Ensuite, [ 1, | =L = B! Gy = B_]H{ =B QY{ =B! Q yé
h; Y3 3 Y3
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Partie C - Méthode de Le Verrier pour déterminer les valeurs propres

I - Résolution des équations

Q 16. Soit (A, B) € (#3(R))*. Posons A = (ij);<; jcp € B = (bij)icijn-

n

Tr(AB) = ) (AB) _Z Zam =) (ij,iam) > (BA);; = Tr(BA).
j=1

i=1 i=1 \j=1 i=1 j=1
Soit Q € GL3(R).

Tr(Q 'AQ) =Tr (AQ)Q ') = Tr(A).
Donc, deux matrices semblables ont méme trace.
Q 17. On pose D = diag(A1,A2,A3). Pour tout k € [1,3], A¥ est semblable & D¥ et donc, pour tout k € [1,3],
Q 18.Pa = (X—A1) (X=A2) (X =A3) = X3 — (A1 + A2 +A3) X2 + (AM1A2 + A1A3 + A2A3) X — A1A2A3.
Donc, og = — (A1 + A2 +A3), o1 = A1A2 F A1A3 +A2A3 et g = —A1A2A3.
S2 -5
Q 19. 02 = — (A1 + A2 + A3) = —S7. Ensuite, $7 = M +A3+A34+2 (AMA2 + AMA3 +A2A3) = S +20a et donc oy = ]Tz

IT - Etude d’un cas particulier

Q 20. On sait que tout élément de .#5(C) est triangulable dans .#3(C). Donc, il existe une matrice triangulaire supérieure
T € #5(C) et Q € GL3(C) telles que A = QTQ~'. A et T sont semblables et il en est de méme de A? et T? et de A3 et
T3.

A1 X X
Donc T s’écrit sous la forme | 0 Az X | ol Ay, A, et A3 sont les trois racines non nécessairement deux & deux distinctes
0 0 A3
de xa dans C.
Moox X A3ox o x
Puisque T2 = 0 A3 x |etT>=|0 A3 x|, pour tout k € [1,3], Tr (A*) = Tr (T*) = Sx.
0 0 )\2 0 0 )\%
Puisque xa = (X — A1) (X —A2) (X —A3), les formules de la question Q19 restent valables.
1
Q21. 0 =-S5 =—-Tr(A) = z( —4+ 1+ 1) = 1. Ensuite,
1 —4 11 13 —4 11 13 1 16 58 38 1 8 29 19
AZZZO17 0172105014220257
0o 7 1 o 7 1 0 14 50 0 7 25
Tr(A)? —Tr (A? —
Par suite, S; = Tr A2 :% 8 +25+25) =29 puis o1 = (A) 7 ( ) = 1 229 =—14.
8 29 —4 11 13 ]—32><>< 1—16><><
0 7 25 0o 7 1 X x 74 X x 37
—S3-2 —87+1—58 144
Par suite, S3 = Tr A3 z —16 + 37 4+ 37) = 29 puis «p = 35152 631 53 = +6 - = —24.
Donc, xa = X3 + X2 —14X —24 =R.
Q 22. —2 est valeur propre de A puis xa = (X + 2) (X2 —X— 12) = (X+2)(X—4)(X+3). Donc, Sp(A) = (—2,—3,4).

Q 23. ¢ Immeédiatement E_»(A) = Vect (Uq) oa Uy = |0
0
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X
v 2x+11ly+13z=0 z=—Yy
e Soit X = 1; E///3,1([R).X€E_3(A)(:>{7y+72_0 (E)(:){Xy .
1
Donc, E_3(A)=Vect (Uz)ou Uy = | 1
-1
x —12x+1ly+13z=0 z=y
e Soit X = li E///3,1([R).X€E4(A)(:){_7y+72_0 (E)(E){Xzy
2
Donc, E4(A) = Vect (U3z) ou Uz = | 1
1
1 1 2
Sionpose Q=0 1 1], alors Q7 'AQ = diag(—2,—3,4).
0 -1 1

Partie D - Perturbation d’une matrice d’ordre 3

I - Solutions et spectre

Q 24. Al3 — D = diag(A — a,A — b, A —¢) puis det (AI3 — D) = (A —a)(A—b)(A —c) #0. Donc, Al3 — D € GL3(R).
X est un vecteur propre de D(t). Donc, AX = D(t)X = DX+tUUTX puis (AI3 — D) X = tUUTX puis X = t (AI3 — D)_] uurx
et finalement,

U™ =tu’ (Al; — D) 'uuTX.
Q 25. UTX = ux + vy + wz est un réel. Si par 'absurde UTX = 0, alors UUTX = 0 puis AX = D(t)X = DX. Puisque
X # 0, A est une valeur propre de T ce qui contredit le fait que A ¢ {a, b, c}. Donc, le réel UTX n’est pas nul.

u’ (Alz — D)f1 U est également un réel. Aprés simplification par le réel non nul UTX, on obtient tUT (AIz — D)f1 u=1
ou encore

~ 1
u’ (AI; — D) ‘uz?

1
0 0 bt
A—a u ?\;a
1 _ .
Q 26. (AIs—D) U= 0 N 0 v N p | Puis
1 w w
0 0
A—c A—c
2 2 2
u” (AI —D*‘uz<u AI—D*‘U>: v hd w
(Al; — D) y(AI3 = D) L e w
Mais alors, 'égaite UT (Als — D) ™" U = + s'écrit SRR A RO lution de Péquation (Ey)
ais alors, I'égaité 3 —tbeCI‘l L w est une solution de ’équation (E).
Q 27. F est strictement décroissante sur chacun des intervalles ] — oo, a[, ]a, b, ]b,c[ et Jc,+oo[ en tant que somme de

fonctions strictement décroissantes sur chacun de ces intervalles. Dressons le tableau de variations de la fonction F :

Al —o0 a b ¢ +o00

. O\ +oo\ +oo\ +oo\

—00 —00 —00 0

La fonction F est strictement décroissante sur | — oo, a[. Done, pour tout A €] — oo, al, F(A) < lim F(x) = 0. La fonction
X——00

F est strictement négative sur | — oo, a[ et en particulier, la fonction F ne s’annule pas sur | — oo, al. De méme, la fonction
F est strictement positive sur Jc,+oo[ et en particulier, la fonction F ne s’annule pas sur ]c, +ool.

http ://www.maths-france.fr 5 ©) Jean-Louis Rouget, 2026. Tous droits réservés.



Centrale 2026 - PC - Mathématiques 1 - Corrigé

La fonction F est continue et strictement décroissante sur ]a, b[ et de plus, }\lim+F(7\) X )\lirél F(A) = —oo < 0. Dong, la
—a —b—

fonction F s’annule une fois et une seule sur 'intervalle ]a, b[ en un certain réel p;. De méme, la fonction F s’annule une
fois et une seule sur ]b, c[ en un certain réel p;.

Q 28. La fonction F est continue et strictement décroissante sur ] — oo, al. Done, la fonction F réalise une bijection de
] — oo, al sur Al_i}l(llli F(A), ?\Eriloo F(A)| =] — 00, 0[. De méme, la fonction F réalise une bijection de ]a, bl sur R, de ]b, c[ sur
R et de ]c, +oo[ sur ]0, +ool.

Soit t € R*. L’équation F(A) = % admet une solution et une seule dans ]a, b[ et une solution et une seule dans ]b, c[. De
plus, si t > 0 et donc % > 0, ’équation F(A) = % n’admet pas de solution dans ] — oo, a[ et une solution et une seule dans
le,+ool, et si t < 0, équation F(A) = % admet une solution et une seule dans ] — oo, a[ et n’admet pas de solution dans

le, +ool.

Dans tous les cas, I’équation (E¢) admet exactement trois solutions deux & deux distinctes notées A1 (t), Az2(t) et Asz(t) de
sorte que A1(t) < Az(t) < Asz(t).

1
eSit>0,a<A(t)<b<At) <c<A3(t). De plus, p1 €la,b[ puis F(Aq) = n > 0 = F(p7). Par stricte décroissance

de la fonction F sur ]a, b[, on en déduit que A1(t) < p1. De méme, A2 (t) < p2. En résumé,

sit>0, a<A(t) <p; <b<A(t) < p2 <c<Asz(t).

De méme,

sit< 0, M(t)<a<pr <A(t)<b<pr<Asz(t)<ec.

Q 29. Soit t € R*. D(t)" = (D +tUUT)T =D +tUU" = D(t). Donc, la matrice D(t) est symétrique réelle. D’aprés le
théoréme spectral, ses trois valeurs propres dans C sont réelles. D’aprés la question Q26, Sp(D(t)) C {A1(t), Az2(t), Az (1)}

Réciproquement, soit A une valeur propre de D(t) puis X un vecteur propre associé. Alors, DX 4+ tUUTX = AX puis, en
tenant compte du fait que U X est un réel, X = t(UTX) (AL, — D)f1 (U) € Vect (V)ou V = (AL, — D)f1 (U). Ainsi, chaque
sous-espace propre de D(t) est une droite vectorielle. Puisque D(t) est diagonalisable d’aprés le théoréme spectral, 'ordre
de multiplicité de chaque valeur propre de D(t) est égal & la dimension du sous-espace propre correspondant & savoir 1.
Ainsi, D(t) a trois valeurs propres simples, nécessairement égales a Aq(t), Az2(t) et Az(t).

On a montré que les solutions de (Ey) et le spectre de D(t) sont confondus.
II - Les limites

Q 30. On a vu que la fonction F réalise une bijection de ] — oo, a[ sur ] — oo, 0[, de ]a, b[ sur R, de |b, c[ sur R et de ]c, +ool
sur ]0, +oo[. On en déduit Pexistence de g1, g2, g3 et ga.

Ensuite, p; €]a,bl et F(p;) =0. Donc, g2(0) = p;.

Ensuite, X1_1}r£11+F(x) = 400 et donc ygrfoo g2(y) = a. De méme, ygriloo g2(y) =h.

1
Q 3l.1ercas. Sit>0, a<A;(t) <p1 <b<Az(t) < p2 <c<Asz(t). Dans ce cas, A1(t) €]la,bl et F(A;(t)) = T Donc,

M) =92 <%> De méme, Az (t) = g3 (%) et A3(t) =ga <%)

1 1
2éme cas. Sit < 0, A\i(t) < a < p1 < A2(t) < b < pa < A3(t) < c. Dans ce cas, A1 (t) = gy (—), A2(t) = g2 (—) et
M) = gs ( -

3lt) =93 )

Q 32. La fonction Aq est définie sur R* par : Vt € R*, A1 (t) =

g1 sit<0

sit>0

Ny

g2
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Puisque la fonction F est continue sur ] — oo, a[ (resp. sur ]a,b[), on sait que la fonction g7 (resp. gz2) est continue sur
F(] — o0, al) =] — 00, 0] (resp. sur F(Ja,b[) = R). Ensuite, la fonction h : t— n est continue sur ] — oo, 0[ & valeurs dans

] — 00,0 et la fonction g7 est continue sur ] — oo, 0[. Puisque sur | — 00, 0[, A7 = g7 o h, la fonction Ay est continue sur
] — 00,0[. De méme, la fonction A; est continue sur ]0, +ool.

. . . 1 . . . 1 .
Ensuite, tl;rgfh(t) = tlﬂuglﬁgn (E) = ugrfoog](u) = a et tgrg+ A(t) = tli}I(I)l+ g2 (;) = ugI—Or—loo g2(u) = a. Donc,

lin(l) A1(t) existe dans R et de plus, lir% A1(t) = a. La fonction Aq se prolonge en une fonction continue sur R en posant
t— t—

A1(0) = a (on note encore Ay le prolongement obtenu).

De méme, les fonctions A, et A3 se prolongent en une fonction continue sur R en posant A2(0) =b et A3(0) =c.

2 2 2

u v W
A—a)2 (A=Db)2 (A—c)?’
ne s’annule pas sur ] — oo, a[. On sait alors que la fonction g; est dérivable sur F(] — oo, a[) =] — o0, 0[. De méme, la fonction
g2 est dérivable sur R, la fonction g3 est dérivable sur R et la fonction g4 est dérivable sur ]0, +ool.

Q 33. La fonction F est dérivable sur ] — oo, a[ et sa dérivée, a savoir la fonction F/ : A — —

Mais alors, la fonction A7 est dérivable sur | — oo, O[ et sur ]0, +oo[. Ensuite, pour tout t € R*, par définition, F (A1 (t)) = T
On multiplie les deux membres de cette égalité par A1 (t) —Aq(0) et on obtient pour tout t € R*
MO -MO) _ Al)—a o . vVMt)—a)  wr (M) —a)
t t A(t)—Db M) —c

A1(t) —Aq(0)
t

Puisque la fonction A7 est continue en O et puisque b # a et ¢ # a, a une limite réelle en 0 ou encore la

fonction Aq est dérivable en 0. De plus,

A1(0) = thn% M =2,
—

De méme, les fonction A, et A3 sont dérivables en 0 et A5(0) =v? et A}(0) =w?.

t—+oo t x—0+

1
Q 34. Par continuité de g en 0, thIJP AM(t) = lim g2 <—) = lim g2(x) = g2(0) = p1. De méme, tlim A(t) =
—+o0 ——00

1
li — )= 1 X) = —o0.
Jm 91 (t) g 91(x) = —oo
Ensuite, la fonction t — — est strictement décroissante sur | —oo, 0[ & valeurs dans ] —oo, 0[ et la fonction gy est strictement

1
décroissante sur ] — oo, 0[. Dong, la fonction Ay : t — gy <¥) est strictement croissante sur | — oo, 0[. De méme, la fonction

A1 est strictement croissante sur ]0, +oo[ et finalement sur R par continuité en 0.

La fonction A7 est continue et strictement croissante sur R et donc bijective de R sur . lim Aq(t), . ligl A(t)| =l—o0,p1l.
——00 —+o00

De méme, la fonction A, est continue et strictement croissante sur R puis bijective de R sur ]Jp1, p2[ et la fonction Az est
continue et strictement croissante sur R puis bijective de R sur ]pz, +ool.

Analysons ces différents résultats. L’égalité Aq(t) =, @ +u?t + o(t) décrit 'influence d’une petite perturbation de la
t—
matrice D (par une matrice de rang 1) : A1(t) —a ~ u’t. De méme, A2(t) —b ~ vZtet A3(t)—c ~ Wt
t—0 t—0 t—0
Maintenant si t décrit R, alors A1 (t) — a décrit ]|—oo, p1 — al et en particulier, 'expression A1 (t) — a n’est pas minorée. De
meéme, A3(t) —c n’est pas majorée.

Par contre, si t décrit R, A,(t) décrit ]p1, p2[ Cla, c[. Dans ce cas, 'expression [A2(t) — b| est majorée par ¢ — a.
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