SESSION 2026

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 1. FILIERE PSI

Obtention de piles successifs lors de lancers d’une piéce

Partie A - Lescasoun=1let n=2

I-Lecasoun=1

Q 1. X;(Q) = N* puis, pour tout k € N*, X; prend la valeur k si et seulement si on obtient Pile pour la premiére fois au
k-éme lancer. X; suit donc la loi géométrique de parameétre p :

Vk € N*, P(X; =k) =pq~ .

puis que E (X7) = 1 et V(X) = iz

11
Q 2. On sait que pour toutte]—— —[,G (t) = ——
Cal T T T—qt p p

Q 3. Soit t € R. Pour tout k € N*, P (X7 = k) t* = pt(qt)*~'. La série géométrique de terme général pt(qt)<~' converge

1 11
si et seulement si |t| < a puis, pour tout t € }—a, a {,

t
Gx, (1) =) P(Xi=kt Zpt qt)* pqt.
k=1
: P10 o P o (g _ 2pqt
Ensuite, pour tout rt 6} 4 q [, Gy, (t) = (0= qu)2 puis Gy, (t) = 0=

1
Puisque q < 1, a > 1puis 1 € ]—a a[ La fonction Gx, est donc définie et dérivable en 1 et on sait que X7 admet est

espérance finie. De plus,

B (X)) = Gk, (1) = 2o = o

De méme, la fonction Gx, est deux fois dérivable en 1 puis X; admet une variance :

2 2
V(Xq) = Gx, (1) + Gx, (1) = (Gx, (1)) ZﬁJFE—FZTJFE—;

7"

el
)
e

Il - Le casoun =2
Pour la suite, on note Py (resp. Fx) ’événement « on obtient Pile (resp. Face) au k-éme lancer ».

Q4.{X; =1} =g puis P(Xz =1) =0. {Xz = 2} = Py NP, puis, les variables P; et P, étant indépendantes, P (X; = 2) =
P (P1)P (P2) = p’.

Q 5. Soit k > 2. Si X, prend la valeur k, on ne peut obtenir deux Piles au cours des deux premiers lancers qui ne peuvent
étre Pile et Pile mais les trois autres cas sont possibles.

Q 6. (F;,P1 NP2, P NF2) est un systéme complet d’événements. D’aprés la formule des probabilités totales,

PXo=k)=P((P1NP2)Pp,ap, Xa =k)+P(F1)Pr, (Xa =k)+P(P1NF2)Pp,nF, (X2 =k)
=p”? x 0+ qPf, (X2 =k) + qpPp,r, (X2 =K).
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D’autre part, si on sait que ’événement F; est réalisé, X, = k si et seulement si au cours des k — 1 derniers lancers, on
a obtenu deux piles consécutifs pour la premiére fois lors des deux derniers lancers. Donc, P, (X2 =k) =P (X2 =k —1).
De méme, Pp,nr, (X2 =k) =P (X; =k —2). Finalement,
Vk>2, P(Xo=k)=qP(Xa=k—1)4+qpP (X2 =k —2).
Q 7. Le discriminant du trinéme X? — gX —pq est A = q? +4pq = q(q +4p) > 0. Le trinome X? — gX — pq admet deux
a+valatdp) o 9=+ala+dp)
2

T2 <0< 71y. Enfin, 1 + 12 =q > 0 et donc |r1| =11 > —12 = r2].
Q 8. Soit z € C.

. 1 . . .
Si |z| < — de sorte que |[r1z|] < 1, alors |raz| < r1lz] < 1 et les deux séries géométriques de termes généraux respectifs,
L

racines réelles 11 = .Onary>0etr; >r. Ensuite, 1172 = —pq < 0 et donc

. . 1
]2‘_12]‘ convergent puis la série de terme général (r]]‘_1 — rlf_]) z* convergent. Donc, R > —.
T

ik et r

o] 1 . . . . :
Mais si — < |z| < —, la série de terme général r]f*]zk diverge et la série de terme général rlz‘*]zk converge puis la série
™

Ir2|
1
de terme général (rlfq — rlz‘*]) z¥ diverge. Donc, R < . Finalement, R = -
1 1
Q 9. Puisque pour tout k > 2, P(Xa =k) —qP (X =k —1) —pgP (X2 =k —2) = 0, on sait qu’il existe (A, ) € R? tel
que, pour tout k € N*, P (Xz = k) = Atk + urk. Ensuite,

P(X=1)=0 ATy +ur =0
P(X; =2) =p? Ar? 4 prd = p?
—p?r2 P2
Les formules de CRAMER fournissent A = ———— et p = ————— puis, pour tout k € N*,
TITS —T2Tg TITS — 127y
p* k k p’ k—1 k—1
P(X; =k)=—— (—m2ry +1i735) = T =Ty ).
(X2 ) rw%—rzr%( 21 12) n—rz(‘ 2 )

Q 10. X3 = 400 si et seulement si pour tout k € N*, X5 > k et donc, {X; = +oo} = m {X2 > k}. Ensuite, la suite

keN~
{X2 > k})k2] est décroissante pour 'inclusion. Par continuité décroissante,
+oo
P(X; =40c0)= lim P(X;>n)= lim P(X; =k).
n—+oo n—+oo
k=n
+oo
Puisque la série de terme général, P (X; = k) converge, le reste a 'ordre n — 1, a savoir Z P (X2 = k), tend vers 0 quand
k=n

n tend vers +o00. Ceci montre que P (X; = +00) = 0.

Q 11. Soit z € C tel que |z] < R.

+00 2 2
P 1 -~ P z z
Gx. (2) ZT‘]—TZ (Tlf le ])Zk T —T2 (1—r1z 1—rzz>
k=1

_r’z (r1—72)z
r1—12  1—(r1+712)z+71171222
p222
~ 1—qz—pqz?’

Q 12. Posons P = X?> —qX—pq. P(1) =1—q—pq=p—pq =p(1 —q) =p? > 0. On en déduit que 1, < 0 <77 < 1 puis
1
que R = - > 1. Puisque 1 €] — R, R], la fonction Gx est deux fois dérivable en 1. On sait alors que la variable aléatoire

X, admet une espérance et une variance.
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p2t2
Q 13. Pour tout t 6] — R,R[, GXZ (t) = W puis
2t (1 — qt —pqt?) —t? (—q — 2pqt) 2t — qt?
G;Q(t) :PZ ( ) 2 :pz d 2
(1—qt—pqt?) (1—qt—pqt?)
puis
2—q o T+p :21+p:1+p

E (Xz) = G, (1) =p?

—q-pq? ' -pa? ' p* p?
Ensuite, pour tout t €] — R, R],

>+ (2t — qt?)

Gx, () =p? <(2—2qt) —2(—q —2pqt) )

(1—qt —pqt?) (1—qt —pqt?)*

puis

V(X2) = G, (1) +E(Xz) — (E(X2))?
_p? <12)_E+(]+p)2(1—p1))(61+2p))+1;—2p_(]_;41))2
:E+2(1+p)(1+p—2p2) 11 1 2
p p . zpz p p> p> P
:_%_%+3+ 4p 2E4+4p+2
1T 2 2 1

Partie B - Le casoun =3

I - Etude générale a ’aide de ’algébre linéaire
Ql4.P(Xs5=1)=P(X3=2)=0et P(X3=3)=P(P1NP2NP;3) =p3.

Q 15. Soit k > 3. (F;,Py NF2, Py NP2 NF3,P; NP2, NP3) est un systéme complet d’événements. D’apres la formule des
probabilités totales (et en tenant compte de Pp,~p,np, (X3 =k) =0 car k > 3),

P(X3 =k)=P(F1)Pr, (X3 =k)+P(P1 NF2)Pp,r, (X3 =k)+P(P1NP2NF3)Pp,Ap,nF, (X3 =K)
=qP(Xz3=k—1)+pqP (X3 =k —2) +p?qP (X3 =k —2).

Q 16. Soit k € N*.
P(Xs=k+3) q pq p°q\ [P(Xs=k+2)
U= [PXs=k+2)| =1 0 0 P(X3=k+1) | = MUy,
0

PXs=k+1)
q pq p’q
ouM=1[1 0 o0 |.
0o 1 0

Q 17. En développant suivant la premiére colonne,

X—q —pq —p’q , , . ,
xm=| -1 X 0 | =X(X—=q)+ (—pgX—p*q) = X° — gX* —pgX —p*q.
o -1 X
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Q 18. La fonction xpm : t = t> — qt? — pqt — p2q est dérivable sur R et pour tout réel t, xp,(t) = 3t — 2qt — pq.
Puisque xj(0) = —pg < 0et xp(1) =3—-29—pq=3-2(1—p)—p(1—p) =p2+p+1>0, le trinéme x4, change de
signe et a donc deux racines réelles 1 et 1 telles que 12 < 0 <17 < 1. X, est strictement négatif sur [0, 1 [ et strictement
positif sur ]rq, 1].

Le polynome xap est strictement décroissant sur [0,71] et donc, en tenant compte de xm(0) = —p?q < 0, la fonction xm
est strictement négative sur [0, T1].

La fonction xpm est continue et strictement croissante sur [rq, 1]. De plus, xm (1) < 0 et

xm(M =1-q—pq—p’q=1-(1-p) (1 +p+p’) =1-(1-p°) =p’>>0.
La fonction xp s’annule une fois et une seule sur [rq, 1] puis s’annule une fois et une seule sur [0, 1], en un certain réel de

10,11
Q19. X—plxm =X—=p) (X*—gX2 —pgX—p?q) =X* — (p+ )X + qp* =X = X3 +p3q = Q.

3
Q' = 4X3 —3X? = X?(4X — 3) et donc la fonction Q est strictement décroissante sur ]—oo, 4] et strictement croissante

sur E, 400 [ La fonction Q admet un minimum en ;1 et de plus, Q (%) < Q(p)=0.

3 3
Sip = —, la fonction Q a une racine réelle et une seule, a savoir vk Puisque toute racine réelle de xp est racine de Q, xm

3
a une racine réelle et une seule & savoir 1 (=p).

Sip # %, Q <§) < Q(p) =0 et donc, le polynéme Q a une racine réelle et une seule s; dans ]—oo, ;1 [ et une racine et

une seule sy dans ] %,—l—oo [ De plus, Q(0) = Q(1) = qp3 > 0 et donc s7 € ]O, % [ et sy € } %,1 [ Les racines réelles de

Q sont donc dans ]0, 1[ et donc toute racine réelle de xp est dans ]0, 1[. De nouveau xp admet une racine réelle et une

seule.

Q 20. Donc, xm étant a coeflicients réels, ou bien Xy admet une racine réelle et deux racines non réelles conjuguées,

ou bien xm admet une racine réelle triple a € R. Dans ce dernier cas, a est racine de xy; = 6X —2q puis a = 3 puis
AV _ys_ 2 Py @ q

XM = (X — §) =X —qX°+ ?X 57 En identifiant & I'expression initiale de xm, on obtient entre autre —pq = o

ce qui est impossible pour une question de signes.

Ainsi, xm admet une racine réelle et deux racines non réelles conjuguées et en particulier, Xpm est a racines simples dans
C. On en déduit que M est diagonalisable dans .#3(C).

Q 21. On note Ay €]0, 1[ la racine réelle de xm et A la racine non réelle de xpm de partie imaginaire strictement positive,
de sorte que xpm = (X —A1) (X —A2) (X — 7\2). Pour tout k € N*,
U = M* Uy = QD* "D U, = Q diag (Ak TR ’) Q'U;.

—k—1
En ne considérant que la derniére ligne, on obtient pour tout k € N* P (X3 =k) = A7\']‘_1 + B?\]f_] + C7\2k ou A, B et
C sont trois nombres complexes indépendants de k.

Q 22. Les conditions initiales P (X3 = 1) =P (X3 = 2) =0 et P (X3 = 3) = p> fournissent le systéme

A+B+C=0
AN +BA; +CA; =0 (S).
AN 4+ BAZ + CA;” = p?

Le déterminant de (S) est Van (7\1,7\2,E) =(A2—A1) (E — 7\1) (E — 7\2) = 0. Les formules de CRAMER fournissent

0
3
dgsoxzxzz LA M
et(S) P> A2 EZ A1 —=A2) (A1 =A2) A=Al

3

23. A est réel. Vérifions que la famille 2 est C-libre. Soit (u,v) € C~.
Q A 1. Vérifi la famille ( (A5™1) 7\ C-libre. Soit (u,v) € C2
kEN*
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K1 —k—1 _ a+b=0
u()\Z )keN*+v(}\2 )keN*_Oé{ a?\2+b7\_2:O

Le déterminant de ce systéme est A2 — A2 # 0 (car Az ¢ R). Ce systéme admet I'unique solution (0,0) ce qui démontre le
résultat. Ensuite,

B B —k—1

A e +B O e +C (R, = P06 =M
= (P (X5 = k))yen-
AN +B (R

keN* +E (AE_])kGN* :

)kEN*

En identifiant les coefficients, on obtient C = B. On pose alors A = a € R et B =u+iv o (u,v) € R2. Pour tout k € N*,

P(X3=%k) = a4+ (w4 iv)rTet 0y —qu)rkTet 10 — gk 4 opk—TRe ((u+ iv)ei(k_l)e)
= a?\]f_] + 2ur® 1 cos((k — 1)8) — 2vr* T sin((k — 1)8).

Ainsi, il existe trois réels a, b et ¢ tels que, pour tout k € N*, P (X3 = k) = a7\]f_] +br* T cos((k—1)0))+crkTsin((k—1)8).

Q 24. L’étude de xm effectuée a la question Q23 montre que la fonction xp est strictement négative sur [0,A1] et
strictement positive sur JA1, 1]. De plus,

xm(q) =q*>—q* —p?q—pq* = —pq < 0.
q—»M
2

Donc, q < A1. Ensuite, ¢ = A7 + A2 + A2 = A7 + 2Re (A2) puis Re (Az) = <0.

Ensuite, Ay — 117 =[A2)> —=A2 = A2 +1=[A2)* —2Re (A2) +1 > 1.
Enfin, Iégalité xpm (A1) = 0 fournit 7\? = q)\% +pgA1 +p2q > p?q = AMA2A2 = Ay I?\z\z puis en tenant compte de Ay > 0,
)\% > I?\z\z et finalement, A7 > |Az].
Q 25. Puisque |A;| = ’E} <A1, ?\12‘*1 et 7\_2k71 sont négligeables devant ?\11‘71 en +oo. Mais alors,
3 3
P(X;=k) ~ aNil=—P 1P 5k
k=00 A1 — Az A1 AT — A
IT - Un cas particulier
3 1 X X3 1x2 3X 9 1 3 2
Q 26. Onsupposep—z et donc q—Z.XM (Z) =9 176 11 @ —6—4(X —X —3X—9).

X
Soit n une éventuelle racine dans N du polynéme P = xm (Z) Alors, 9 = n (nz —n—3) puis n divise 9 et donc

n € {1, 3,9}. Inversement, P(3) = 6]_4 (27—9—-9—-9)=0.

. ) X
3 est une racine du polyndéme xm 1)

X 3X 9 3 X 3 X 3
Q27.xm =X —— - — — = (X — —) (XZ + =+ —) Ensuite, le discriminant du trinéme X? + = + — est

4 16 o4 4 2 16 2 16
1 1 1 i —
A= 1= % =3 Le trinéme X? + 5 + % admet deux racines non réelle conjuguées a savoir A, = 5 <_§ + %) et A2.
.2
i 1T 9 p3 p? 9 8 1 )
Q 28. |\ —?\2\2 = ‘1 ———| =1+ - =< puis = = — X — = —. D’aprés la question Q25,
2V2 8 87 MN-N NN 169 2

1 /3\"
PXs =) k;ﬂx}z(z) :
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Partie C - L’étude générale par le calcul de la fonction génératrice
Q 29. Pour tout k € [I,n—1], P(X, =k)=0et P(X, =n) =p™.

Q 30. Soit k > n. (F1,P1NF,PiNP2NF3,...,P1...NPL_1NFy,P1...NPL_1NPL) est un systéme complet d’événe-
ments. En tenant compte de Pp,. Ap, ,p,. (Xn =k) =0, la formule des probabilités totales fournit

PXn=k)=P(F)Pr, Xn =K)+P(P1NF2)Pp,ar, Xn=k)+ ... +P(P1N...N Pt NF) Ppiap, nFn (Xn =K)
=qPXn=k—1) +qpP(Xp =k —2)+...+qp™ '"P(X, =k —n).

n
31. Pour tout réel t, f(t) =t — =t puis
Q ; ) p P

i=1

- i— 1—p" n n
f(1)=T—q) p'=1—¢q _pp —1—(1—p™) =p" >0.
i=1

1

Par continuité de la fonction f en 1, la fonction f est positive au voisinage de 1. En particulier, il existe t €]p, 1[ tel que

f(t) > 0.
Q 32. Pour tout k € [1,n—1], P(X,, =k) =0 < t* et de plus, P(X;, =n) =p™ < t™.

n, P(Xn = k) < t~.

VoA

Montrons alors par récurrence que pour tout k
o P (X, =n) =p™ < t™ puis l'inégalité est vraie quand k =n

e Soit k > n. Supposons que pour tout i € [1,k], P (X, =1i) < t'. Puisque k +1 > n,

n
PXn=k+1)=) qp" 'P(Xn=k+1-1)
i=1
n . .
< Z qp' "t**1~1 (par hypothése de récurrence car k+1—1¢€ [k +1—mn,k] C [1,k])

i=1

n

— tk—H—nq Z pi—l it — .tk+1—n (tn _ f(t))
i=1

< AT (car f(t) = 0)

kT

On a montré que pour tout k € N*, P (X,, = k) < t*.

1
Q 33. Soit z € C tel que |z| < T Pour tout k € N*,

P (Xn =K) 2| =P (Xn = k) [2]* < (tlz])*.

Puisque t|z| < 1, la série géométrique de terme général (t|z|)* converge. On en déduit que la série de terme général
P (Xn = k) z* converge. Ceci montre que le rayon de convergence R, de la série entiére de somme Gx, est supérieur ou

1
égal a T En particulier, R > 0.

1
Soit z € C tel que |z| < T

—+o00 “+o00
Gx.(2) =) PXan=kz"=p"z"+ ) P(Xn=k)z"
k=1 k=n+1
“+00 n
=p"z" + Z <Z qpi_’]P(Xn _k—i)> A
k=n+1 i=1
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puis, en tenant compte du fait que |pz| = plz| < t|z| < 1 et en particulier pz # 1,

n
Gx, (z) =pmz" + Z qpt 'zt ( Z P(Xp =k—1)zF" i) (car toutes les séries convergent)

i=1 k=n+1
n ) +oo

=phz" + Z qz(pz)t! < Z P (X, =k) zk>
i=1 k=n+1-i

*p“z“—quzpz <Z]P’ ) (carm+1—1ie[l,n])
i=1

=p"z" + Gx, (z) i qz(pz)" ' =p"z™ + qzGx (Z)M.

B ' 1—pz
, . 1— (Pl)n — nn,n 3
On en déduit que | 1— qzﬁ Gx, (z) =p™z" puis que
p"z" (1 —pz) _ przt(1—pz)

Gx, (z) = (1—pz) —qz (1 —pnz") - qprznt! —z + 1 :

1

Q 34. Puisque R, > — > 1, la fonction Gx, est dérivable en 1. Mais alors, X;, est d’espérance finie. Ensuite, pour tout

‘e }_l’ 1 [, Gl (x) = p" (x™ 1 — (n+ px™) (gp™x™ ! —x+1) — (x“z— px™ ) (4 1)gp™x™ — 1)
t't " (gprxntl —x +1)

-+

puis

m—(m+Dp)(gp™) - —p)((n+T)gp™ —1)

E(Xn) = Gx, (1) =p"

(gp™)?
1
= ——(ngp" — (n+Ngp™*" = (n+1)gp"™ + (n+1)gp™*' +1—p) = g (—qp™ +q)
1—p"
o
Gy (0) 11
Q 35. On sait que pour tout k € N*, P(X,, =k) = ];" . Or, pour tout k > 1 et pour tout x € }—;, n [,
kk'
0+Z(11 _ k+1
et donc, pour tout k € N*|
(k) n
x,, (0) a
P(Xn =k = k! :_ZAkH
i=1 M

Partie D - Obtenir une succession de piles & la suite de lancers d’une piéce

Q 36.Sik <n, P(Anx) =0 et d’autre part, P(Ann) =P (Xy =n) =p™.

Q 37. Soit k > n. (F],P] NFy...,P1NPy...,PiNP2N...NP_1NF,P1NP2N... NPy N Py ) est un systéme com-
plet d’événements. Pour tout i € [1,n — 1] (avec une lecture conventionnelle dans le cas on i = 1),

P(P1N...NPi1 NF)Pp, . npy aF: (Ang) =qp P (An ki)
D’autre part,

P (P] ﬁ Pz ﬁ cen ﬁ Pn)PP1szm"_mpn (An,k) = pn X ] e pn)

D’aprés la formule des probabilités totales,
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n—1
P(Anx) =P(PiNP2N...NP)Pp,Arsn...aP, (An k) + Z P(PiN...0nPi1 NF)Ppia.ar_inF: (Ank)
im1

=p" "+ qP (An k1) + qpP(Ank 2) +... +qp" P (An k- n).

Q 38. Fonction Python.

def fonction(p, k, n):
qQq=1-p

# étape 1 : Initialisation selon la question Q36
# A[0] = 0 (non wtilisé ), A[1] A[n—1] valent 0, et A[n] vaut px*n
A = [0] = n + [px*xn]

# étape 2 : Calcul pour I allant de n+1 a k (Q87)
for 1 in range(n + 1, k + 1):
# On commence par le terme constant p*xn
S = pPxxh
f =gq

# On calcule la somme : q*P(A {n, | —1}) + q*xp*P(A {n, 1 -2}) +
for i in range(l, n + 1):
s += £ x A[1 — 1i]

f x=p # f prend successivement les wvaleurs q, q#p, q+*p+x2,
A.append(s) # On ajoute la probabilité trouvée pour [ lancers
# étape 3 : On retourne la liste des probabilités de (=1 a [=k

#(cela exclut le premier élément )
return A[1:]

Q 39. Soit v = (A)y - une suite constante.

ks . o . ]—pn
_ an i—1 X _ i-1] _.n _ _an
Vk>n, vk =p +§ qp vk_1<:>?\<1 £1qp )—‘p (:)?\(1 q1_p)—p

i=1

SApT=pt S A=1.

n
La suite constante (Vk)k;1 = (1)x>1 vérifie : Vk > n, vy =p™ + Z apt "vie_i.
i=1

Q 40. Les suites (P (An,k))k% et (Vk)k;1 = (1)x>1 sont deux suites vérifiant la relation de récurrence :

n—1

Vk>1n, we =pt +qwi_1 +qpwx—2+ ...+ qp" Wx_n.

Donc, la suite (ui),5; = (1 =P (An k)i, vérifie la récurrence linéaire homogéne :

n—1

vk >n, ux =quk—1 +qpuk—2+...+4gp Uk—mn.
Par suite, u vérifie (x) si et seulement si pour tout k € [1,n], bx =1 —P(Ank) ou encore by = ... =bp_1 =1 et
bp=1—p™

Q 41. Pour tout k € N*, ux = 1 —P(An k) € [0,1]. De plus, pour k > n, P(Anx) = P(P1N...NPx) = p* > 0 et
1—P(Anx) =P (An,k) >P(FiN...NF)=(1—p)* > 0. Ainsi, pour tout k > n, P (An k) €10, 1[ puis ux €J0,1[.

Soit k > n. (An,k, An,k) est un systéme complet d’événements. D’aprés la formule des probabilités totales

P(Anx+1) =P(Ani)Pa, . (Anii1) + P (Ank) P (An ki)
=P (An k) +P (An,k) ]P)m (An,k+1 ) .

)
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De plus, P (An,k) >P(FiN...NF) >0et Pax (An,k+1) > 0 car une succession de k + 1 —n Faces puis n Piles reste
possible. Donc, pour tout k > n, P (An k1) > P(An k) puis uxs1 < uk. La suite (uk)k2T1 est strictement décroissante.
Deplus, uj =uy =...=upn_1=1>1—p" =u, et donc la suite (uk)k>1 est décroissante.

Wit
Ui

Q 42. Pour tout i € [n,2n —1], 0 <

< 1 puis M €0, 1[. Ensuite, f(1) =T—q) p" ' =1 —q% =p" > 0.
i=1

Par continuité de f en 1, il existe o« € [M, 1] tel que f(ax) > 0. « est ainsi dorénavant fixé.

Montrons par récurrence d’ordre n que pour tout k > n 4+ 1, uy < af™ ™,
e Soit k € [n+1,2n].
Uy = un]ﬁ Wi+l < un]ﬁ M = u M S MR Lk
i=n t i=n

k+1T—m k—1
, .

e Soit k > n + 1. Supposons que u < o* ™, w1 < « ceoy Ukgn—1 < &

Ukin = qUicin—1 + qPUksn—2 + ...+ qp" ' ui

n
< qo ! 4 gpat 4 gpt ok = g Zpi—lcxk—i
i=1

— (Xk_nq Zpi—l ot = gk ((Xn _ f(O())
i=1

< o o™ (car f(x) = 0)

_ kaJrnfn .

Le résultat est démontré par récurrence.

Q 43. Soit n € N*. Puisque « €]0,1[, lim o« ™ = 0. D’aprés le théoréme des gendarmes, lim ux = 0 et donc
k—+o0 k—+o00

+oo
lim P(Anx)=1. Par continuité croissante, P (U An‘k> = lim P(Anx) =1

k—+o0 k—+o00
k=1
+oo
Mais U Anx est 'événement « obtenir m piles consécutifs au cours d’une succession de lancers d’'une piéce ». Cet
k=1

événement est donc presque sir et c’est en particulier le cas quand n = 10000.

Q 44. Puisque 100 > 6,

P(As100) =1 —wioo > 1—a'%5 =1-0,98277° > 1-0,193 = 0,807 > 0, 8.

La probabilité d’obtenir au moins cinq Piles consécutifs en langant 100 fois la piéce est supérieure ou égale a 0, 8.

Uk4n—1
Q 45. Pour tout k € N*, on pose ux =1 —P (A k) puis on introduit le vecteur Uy =
Uk 41
Uk
qa qp qp> ... qp™"
1T 0 ... ... 0
Pour tout k € N*, Uy, =MUgoaM=|0 "~. . : € Mn(R).
0 0 1 0
1T—pm
1
On a pour tout k € N*, Uy = M*TU; avec Uq = . . La derniére ligne de Mk-1 multipliée par U; fournit wy.
1
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On calcule le polynéme caractéristique de la matrice compagnon M puis on pose Spe(M) = (U1,...,n). SI M est
n

diagonalisable, alors il existe (c1,...,cn) € C™ tel que, pour tout k € N*, P(An ) =1—we =1— Z cipk.

i=1
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