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MATHÉMATIQUES 1. FILIERE PSI

Obtention de piles successifs lors de lancers d’une pièce

Partie A - Les cas où n = 1 et n = 2

I - Le cas où n = 1

Q 1. X1(Ω) = N∗ puis, pour tout k ∈ N∗, X1 prend la valeur k si et seulement si on obtient Pile pour la première fois au
k-ème lancer. X1 suit donc la loi géométrique de paramètre p :

∀k ∈ N
∗, P (X1 = k) = pqk−1.

Q 2. On sait que pour tout t ∈
]

−
1

q
,
1

q

[

, GX1
(t) =

pt

1− qt
puis que E (X1) =

1

p
et V(X) =

q

p2
.

Q 3. Soit t ∈ R. Pour tout k ∈ N∗, P (X1 = k) tk = pt(qt)k−1. La série géométrique de terme général pt(qt)k−1 converge

si et seulement si |t| <
1

q
puis, pour tout t ∈

]

−
1

q
,
1

q

[

,

GX1
(t) =

+∞∑

k=1

P (X1 = k) tk =

+∞∑

k=1

pt(qt)k−1 =
pt

1− qt
.

Ensuite, pour tout rt ∈
]

−
1

q
,
1

q

[

, G ′

X1
(t) =

p

(1− qt)2
puis G ′′

X1
(t) =

2pqt

(1− qt)3
.

Puisque q < 1,
1

q
> 1 puis 1 ∈

]

−
1

q
,
1

q

[

. La fonction GX1
est donc définie et dérivable en 1 et on sait que X1 admet est

espérance finie. De plus,

E (X1) = G ′

X1
(1) =

p

(1− q)2
=

1

p
.

De même, la fonction GX1
est deux fois dérivable en 1 puis X1 admet une variance :

V (X1) = G ′′

X1
(1) +G ′

X1
(1) −

(

G ′

X1
(1)
)2

=
2pq

(1− q)3
+

1

p
−

1

p2
=

2(1− p)

p2
+

1

p
−

1

p2

=
1− p

p2
=

q

p2
.

II - Le cas où n = 2

Pour la suite, on note Pk (resp. Fk) l’événement « on obtient Pile (resp. Face) au k-ème lancer ».

Q 4. {X2 = 1} = ∅ puis P (X2 = 1) = 0. {X2 = 2} = P1 ∩ P2 puis, les variables P1 et P2 étant indépendantes, P (X2 = 2) =

P (P1)P (P2) = p2.

Q 5. Soit k > 2. Si X2 prend la valeur k, on ne peut obtenir deux Piles au cours des deux premiers lancers qui ne peuvent
être Pile et Pile mais les trois autres cas sont possibles.

Q 6. (F1, P1 ∩ P2, P1 ∩ F2) est un système complet d’événements. D’après la formule des probabilités totales,

P (X2 = k) = P (P1 ∩ P2)PP1∩P2
(X2 = k) + P (F1)PF1

(X2 = k) + P (P1 ∩ F2)PP1∩F2
(X2 = k)

= p2 × 0+ qPF1
(X2 = k) + qpPP1∩F2

(X2 = k) .
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D’autre part, si on sait que l’événement F1 est réalisé, X2 = k si et seulement si au cours des k − 1 derniers lancers, on
a obtenu deux piles consécutifs pour la première fois lors des deux derniers lancers. Donc, PF1

(X2 = k) = P (X2 = k − 1).
De même, PP1∩F2

(X2 = k) = P (X2 = k − 2). Finalement,

∀k > 2, P (X2 = k) = qP (X2 = k − 1) + qpP (X2 = k − 2) .

Q 7. Le discriminant du trinôme X2 − qX− pq est ∆ = q2 + 4pq = q(q+ 4p) > 0. Le trinôme X2 − qX− pq admet deux

racines réelles r1 =
q+

√

q(q+ 4p)

2
et r2 =

q−
√

q(q+ 4p)

2
. On a r1 > 0 et r1 > r2. Ensuite, r1r2 = −pq < 0 et donc

r2 < 0 < r1. Enfin, r1 + r2 = q > 0 et donc |r1| = r1 > −r2 = |r2|.

Q 8. Soit z ∈ C.

Si |z| <
1

r1
de sorte que |r1z| < 1, alors |r2z| 6 r1|z| < 1 et les deux séries géométriques de termes généraux respectifs,

rk−1
1 zk et rk−1

2 zk convergent puis la série de terme général
(

rk−1
1 − rk−1

2

)

zk convergent. Donc, R >
1

r1
.

Mais si
1

r1
< |z| <

1

|r2|
, la série de terme général rk−1

1 zk diverge et la série de terme général rk−1
2 zk converge puis la série

de terme général
(

rk−1
1 − rk−1

2

)

zk diverge. Donc, R 6
1

r1
. Finalement, R =

1

r1
.

Q 9. Puisque pour tout k > 2, P (X2 = k) − qP (X2 = k − 1) − pqP (X2 = k − 2) = 0, on sait qu’il existe (λ, µ) ∈ R
2 tel

que, pour tout k ∈ N∗, P (X2 = k) = λrk1 + µrk2 . Ensuite,

{
P (X2 = 1) = 0

P (X2 = 2) = p2 ⇔
{

λr1 + µr2 = 0

λr21 + µr22 = p2

Les formules de Cramer fournissent λ =
−p2r2

r1r
2
2 − r2r

2
1

et µ =
p2r1

r1r
2
2 − r2r

2
1

puis, pour tout k ∈ N
∗,

P (X2 = k) =
p2

r1r
2
2 − r2r

2
1

(

−r2r
k
1 + r1r

k
2

)

=
p2

r1 − r2

(

rk−1
1 − rk−1

2

)

.

Q 10. X2 = +∞ si et seulement si pour tout k ∈ N∗, X2 > k et donc, {X2 = +∞} =
⋂

k∈N∗

{X2 > k}. Ensuite, la suite

({X2 > k})k>1 est décroissante pour l’inclusion. Par continuité décroissante,

P (X2 = +∞) = lim
n→+∞

P (X2 > n) = lim
n→+∞

+∞∑

k=n

P (X2 = k) .

Puisque la série de terme général, P (X2 = k) converge, le reste à l’ordre n− 1, à savoir

+∞∑

k=n

P (X2 = k), tend vers 0 quand

n tend vers +∞. Ceci montre que P (X2 = +∞) = 0.

Q 11. Soit z ∈ C tel que |z| < R.

GX2
(z) =

+∞∑

k=1

p2

r1 − r2

(

rk−1
1 − rk−1

2

)

zk =
p2

r1 − r2

(

z

1− r1z
−

z

1− r2z

)

=
p2z

r1 − r2
× (r1 − r2) z

1− (r1 + r2) z+ r1r2z2

=
p2z2

1− qz − pqz2
.

Q 12. Posons P = X2 −qX−pq. P(1) = 1−q−pq = p−pq = p(1−q) = p2 > 0. On en déduit que r2 < 0 < r1 < 1 puis

que R =
1

r1
> 1. Puisque 1 ∈] − R, R[, la fonction GX est deux fois dérivable en 1. On sait alors que la variable aléatoire

X2 admet une espérance et une variance.

http ://www.maths-france.fr 2 © Jean-Louis Rouget, 2026. Tous droits réservés.



Centrale 2026 - PSI - Mathématiques 1 - Corrigé

Q 13. Pour tout t ∈] − R, R[, GX2
(t) =

p2t2

1− qt− pqt2
puis

G ′

X2
(t) = p2

2t
(

1− qt− pqt2
)

− t2 (−q− 2pqt)

(1− qt− pqt2)
2

= p2 2t− qt2

(1− qt − pqt2)
2

puis

E (X2) = G ′

X2
(1) = p2 2− q

(1− q− pq)
2
= p2 1+ p

(p− pq)2
= p2 1+ p

p4
=

1+ p

p2
.

Ensuite, pour tout t ∈] − R, R[,

G ′′

X2
(t) = p2

(

(2− 2qt)
1

(1− qt− pqt2)
2
+
(

2t − qt2
) −2 (−q− 2pqt)

(1− qt − pqt2)
3

)

puis

V (X2) = G ′′

X2
(1) + E (X2) − (E (X2))

2

= p2

(

2p

p4
+ (1+ p)

2(1 − p)(1+ 2p)

p6

)

+
1+ p

p2
−

(1+ p)2

p4

=
2

p
+

2(1+ p)
(

1+ p− 2p2
)

p4
+

1

p2
+

1

p
−

1

p2
−

2

p3
−

1

p4

= −
1

p4
−

2

p3
+

3

p
+

−4p3 − 2p2 + 4p+ 2

p4

=
1

p4
+

2

p3
−

2

p2
−

1

p
.

Partie B - Le cas où n = 3

I - Etude générale à l’aide de l’algèbre linéaire

Q 14. P (X3 = 1) = P (X3 = 2) = 0 et P (X3 = 3) = P (P1 ∩ P2 ∩ P3) = p3.

Q 15. Soit k > 3. (F1, P1 ∩ F2, P1 ∩ P2 ∩ F3, P1 ∩ P2 ∩ P3) est un système complet d’événements. D’après la formule des
probabilités totales (et en tenant compte de PP1∩P2∩P3

(X3 = k) = 0 car k > 3),

P (X3 = k) = P (F1)PF1
(X3 = k) + P (P1 ∩ F2)PP1∩F2

(X3 = k) + P (P1 ∩ P2 ∩ F3)PP1∩P2∩F3
(X3 = k)

= qP (X3 = k − 1) + pqP (X3 = k − 2) + p2qP (X3 = k− 2) .

Q 16. Soit k ∈ N∗.

Uk+1 =





P (X3 = k + 3)
P (X3 = k + 2)

P (X3 = k + 1)



 =





q pq p2q

1 0 0
0 1 0









P (X3 = k+ 2)
P (X3 = k+ 1)

P (X3 = k)



 = MUk,

où M =





q pq p2q
1 0 0

0 1 0



.

Q 17. En développant suivant la première colonne,

χM =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

X− q −pq −p2q
−1 X 0

0 −1 X

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= X2(X− q) +
(

−pqX− p2q
)

= X3 − qX2 − pqX− p2q.
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Q 18. La fonction χM : t 7→ t3 − qt2 − pqt − p2q est dérivable sur R et pour tout réel t, χ ′

M(t) = 3t2 − 2qt − pq.
Puisque χ ′

M(0) = −pq < 0 et χ ′

M(1) = 3− 2q− pq = 3− 2(1− p) − p(1− p) = p2 + p+ 1 > 0, le trinôme χ ′

M change de
signe et a donc deux racines réelles r1 et r2 telles que r2 < 0 < r1 < 1. χ ′

M est strictement négatif sur [0, r1[ et strictement
positif sur ]r1, 1].
Le polynôme χM est strictement décroissant sur [0, r1] et donc, en tenant compte de χM(0) = −p2q < 0, la fonction χM

est strictement négative sur [0, r1].
La fonction χM est continue et strictement croissante sur [r1, 1]. De plus, χM (r1) < 0 et

χM(1) = 1− q− pq− p2q = 1− (1− p)
(

1+ p+ p2
)

= 1−
(

1− p3
)

= p3 > 0.

La fonction χM s’annule une fois et une seule sur [r1, 1] puis s’annule une fois et une seule sur [0, 1], en un certain réel de
]0, 1[.

Q 19. (X− p)χM = (X− p)
(

X3 − qX2 − pqX− p2q
)

= X4 − (p + q)X3 + qp3 = X4 − X3 + p3q = Q.

Q ′ = 4X3 − 3X2 = X2(4X − 3) et donc la fonction Q est strictement décroissante sur

]

−∞,
3

4

]

et strictement croissante

sur

[

3

4
,+∞

[

. La fonction Q admet un minimum en
3

4
et de plus, Q

(

3

4

)

6 Q(p) = 0.

Si p =
3

4
, la fonction Q a une racine réelle et une seule, à savoir

3

4
. Puisque toute racine réelle de χM est racine de Q, χM

a une racine réelle et une seule à savoir
3

4
(= p).

Si p 6= 3

4
, Q

(

3

4

)

< Q(p) = 0 et donc, le polynôme Q a une racine réelle et une seule s1 dans

]

−∞,
3

4

[

et une racine et

une seule s2 dans

]

3

4
,+∞

[

. De plus, Q(0) = Q(1) = qp3 > 0 et donc s1 ∈
]

0,
3

4

[

et s2 ∈
]

3

4
, 1

[

. Les racines réelles de

Q sont donc dans ]0, 1[ et donc toute racine réelle de χM est dans ]0, 1[. De nouveau χM admet une racine réelle et une
seule.

Q 20. Donc, χM étant à coefficients réels, ou bien χM admet une racine réelle et deux racines non réelles conjuguées,

ou bien χM admet une racine réelle triple a ∈ R. Dans ce dernier cas, a est racine de χ ′′

M = 6X − 2q puis a =
q

3
puis

χM =
(

X−
q

3

)3

= X3 − qX2 +
q2

9
X−

q3

27
. En identifiant à l’expression initiale de χM, on obtient entre autre −pq =

q2

9
ce qui est impossible pour une question de signes.

Ainsi, χM admet une racine réelle et deux racines non réelles conjuguées et en particulier, χM est à racines simples dans
C. On en déduit que M est diagonalisable dans M3(C).

Q 21. On note λ1 ∈]0, 1[ la racine réelle de χM et λ2 la racine non réelle de χM de partie imaginaire strictement positive,
de sorte que χM = (X− λ1) (X− λ2)

(

X− λ2
)

. Pour tout k ∈ N∗,

Uk = Mk−1U1 = QDk−1D−1U1 = Q diag
(

λk−1
1 , λk−1

2 , λ2
k−1

)

Q−1U1.

En ne considérant que la dernière ligne, on obtient pour tout k ∈ N∗, P (X3 = k) = Aλk−1
1 + Bλk−1

2 + Cλ2
k−1

où A, B et
C sont trois nombres complexes indépendants de k.

Q 22. Les conditions initiales P (X3 = 1) = P (X3 = 2) = 0 et P (X3 = 3) = p3 fournissent le système






A + B+ C = 0

Aλ1 + Bλ2 + Cλ2 = 0

Aλ21 + Bλ22 + Cλ2
2
= p3

(S).

Le déterminant de (S) est Van
(

λ1, λ2, λ2
)

= (λ2 − λ1)
(

λ2 − λ1
) (

λ2 − λ2
)

6= 0. Les formules de Cramer fournissent

A =
1

det(S)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 1

0 λ2 λ2

p3 λ22 λ2
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
p3

(λ1 − λ2)
(

λ1 − λ2
) =

p3

|λ1 − λ2|
2
.

Q 23. A est réel. Vérifions que la famille

(

(

λk−1
2

)

k∈N∗
,
(

λ2
k−1

)

k∈N∗

)

est C-libre. Soit (u, v) ∈ C2.
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u
(

λk−1
2

)

k∈N∗
+ v

(

λ2
k−1

)

k∈N∗

= 0 ⇒
{

a+ b = 0

aλ2 + bλ2 = 0
.

Le déterminant de ce système est λ2 − λ2 6= 0 (car λ2 /∈ R). Ce système admet l’unique solution (0, 0) ce qui démontre le
résultat. Ensuite,

A
(

λk−1
1

)

k∈N∗
+ B

(

λk−1
2

)

k∈N∗
+ C

(

λ2
k−1

)

k∈N∗

= (P (X3 = k))k∈N∗

= (P (X3 = k))k∈N∗

= A
(

λk−1
1

)

k∈N∗
+ B

(

λ2
k−1
)

k∈N∗

+ C
(

λk−1
2

)

k∈N∗
.

En identifiant les coefficients, on obtient C = B. On pose alors A = a ∈ R et B = u+ iv où (u, v) ∈ R2. Pour tout k ∈ N∗,

P (X3 = k) = aλk−1
1 + (u+ iv)rk−1ei(k−1)θ + (u− iv)rk−1e−i(k−1)θ = aλk1 + 2rk−1Re

(

(u+ iv)ei(k−1)θ
)

= aλk−1
1 + 2urk−1 cos((k − 1)θ) − 2vrk−1 sin((k − 1)θ).

Ainsi, il existe trois réels a, b et c tels que, pour tout k ∈ N∗, P (X3 = k) = aλk−1
1 +brk−1 cos((k−1)θ))+crk−1 sin((k−1)θ).

Q 24. L’étude de χM effectuée à la question Q23 montre que la fonction χM est strictement négative sur [0, λ1[ et
strictement positive sur ]λ1, 1]. De plus,

χM(q) = q3 − q3 − p2q− pq2 = −pq < 0.

Donc, q < λ1. Ensuite, q = λ1 + λ2 + λ2 = λ1 + 2Re (λ2) puis Re (λ2) =
q− λ1

2
< 0.

Ensuite, |λ2 − 1|
2
= |λ2|

2
− λ2 − λ2 + 1 = |λ2|

2
− 2Re (λ2) + 1 > 1.

Enfin, l’égalité χM (λ1) = 0 fournit λ31 = qλ21 + pqλ1 + p2q > p2q = λ1λ2λ2 = λ1 |λ2|
2

puis en tenant compte de λ1 > 0,

λ21 > |λ2|
2

et finalement, λ1 > |λ2|.

Q 25. Puisque |λ2| =
∣

∣λ2
∣

∣ < λ1, λ
k−1
2 et λ2

k−1
sont négligeables devant λk−1

1 en +∞. Mais alors,

P (X3 = k) ∼
k→+∞

aλk−1
1 =

p3

|λ1 − λ2|
2
λk−1
1 =

p3

λ1 |λ1 − λ2|
2
λk1 .

II - Un cas particulier

Q 26. On suppose p =
3

4
et donc q =

1

4
. χM

(

X

4

)

=
X3

64
−

1

4

X2

16
−

3

16

X

4
−

9

64
=

1

64

(

X3 − X2 − 3X− 9
)

.

Soit n une éventuelle racine dans N du polynôme P = χM

(

X

4

)

. Alors, 9 = n
(

n2 − n − 3
)

puis n divise 9 et donc

n ∈ {1, 3, 9}. Inversement, P(3) =
1

64
(27 − 9− 9− 9) = 0.

3 est une racine du polynôme χM

(

X

4

)

.

Q 27. χM = X3 −
X2

4
−

3X

16
−

9

64
=

(

X−
3

4

)(

X2 +
X

2
+

3

16

)

. Ensuite, le discriminant du trinôme X2 +
X

2
+

3

16
est

∆ =
1

4
−

3

4
= −

1

2
. Le trinôme X2 +

X

2
+

3

16
admet deux racines non réelle conjuguées à savoir λ2 =

1

2

(

−
1

2
+

i√
2

)

et λ2.

Q 28. |λ1 − λ2|
2
=

∣

∣

∣

∣

1−
i

2
√
2

∣

∣

∣

∣

2

= 1+
1

8
=

9

8
puis

p3

λ1 |λ1 − λ2|
2
=

p2

|λ1 − λ2|
2
=

9

16
× 8

9
=

1

2
. D’après la question Q25,

P (X3 = k) ∼
k→+∞

1

2

(

3

4

)k

.
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Partie C - L’étude générale par le calcul de la fonction génératrice

Q 29. Pour tout k ∈ J1, n − 1K, P (Xn = k) = 0 et P (Xn = n) = pn.

Q 30. Soit k > n. (F1, P1 ∩ F2, P1 ∩ P2 ∩ F3, . . . , P1 . . . ∩ Pn−1 ∩ Fn, P1 . . . ∩ Pn−1 ∩ Pn) est un système complet d’événe-
ments. En tenant compte de PP1...∩Pn−1∩Pn

(Xn = k) = 0, la formule des probabilités totales fournit

P (Xn = k) = P (F1)PF1
(Xn = k) + P (P1 ∩ F2)PP1∩F2

(Xn = k) + . . .+ P (P1 ∩ . . . ∩ Pn−1 ∩ Fn)PP1∩...∩Pn−1∩Fn
(Xn = k)

= qP (Xn = k− 1) + qpP (Xn = k − 2) + . . .+ qpn−1
P (Xn = k − n) .

Q 31. Pour tout réel t, f(t) = tn − q

n∑

i=1

pi−1tn−i puis

f(1) = 1− q

n∑

i=1

pi−1 = 1− q
1− pn

1− p
= 1− (1− pn) = pn > 0.

Par continuité de la fonction f en 1, la fonction f est positive au voisinage de 1. En particulier, il existe t ∈]p, 1[ tel que
f(t) > 0.

Q 32. Pour tout k ∈ J1, n − 1K, P (Xn = k) = 0 6 tk et de plus, P (Xn = n) = pn 6 tn.

Montrons alors par récurrence que pour tout k > n, P (Xn = k) 6 tk.

• P (Xn = n) = pn 6 tn puis l’inégalité est vraie quand k = n

• Soit k > n. Supposons que pour tout i ∈ J1, kK, P (Xn = i) 6 ti. Puisque k + 1 > n,

P (Xn = k + 1) =

n∑

i=1

qpi−1
P (Xn = k + 1− i)

6

n∑

i=1

qpi−1tk+1−i (par hypothèse de récurrence car k+ 1− i ∈ Jk + 1− n, kK ⊂ J1, kK)

= tk+1−nq

n∑

i=1

pi−1tn−i = tk+1−n (tn − f(t))

6 tk+1−ntn (car f(t) > 0)

= tk+1.

On a montré que pour tout k ∈ N∗, P (Xn = k) 6 tk.

Q 33. Soit z ∈ C tel que |z| <
1

t
. Pour tout k ∈ N∗,

∣

∣P (Xn = k) zk
∣

∣ = P (Xn = k) |z|k 6 (t|z|)k.

Puisque t|z| < 1, la série géométrique de terme général (t|z|)k converge. On en déduit que la série de terme général
P (Xn = k) zk converge. Ceci montre que le rayon de convergence Rn de la série entière de somme GXn

est supérieur ou

égal à
1

t
. En particulier, R > 0.

Soit z ∈ C tel que |z| <
1

t
.

GXn
(z) =

+∞∑

k=1

P (Xn = k) zk = pnzn +

+∞∑

k=n+1

P (Xn = k) zk

= pnzn +

+∞∑

k=n+1

(

n∑

i=1

qpi−1
P (Xn = k − i)

)

zk
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puis, en tenant compte du fait que |pz| = p|z| < t|z| < 1 et en particulier pz 6= 1,

GXn
(z) = pnzn +

n∑

i=1

qpi−1zi

(

+∞∑

k=n+1

P (Xn = k− i) zk−i

)

(car toutes les séries convergent)

= pnzn +

n∑

i=1

qz(pz)i−1

(

+∞∑

k=n+1−i

P (Xn = k) zk

)

= pnzn +

n∑

i=1

qz(pz)i−1

(

+∞∑

k=1

P (Xn = k) zk

)

(car n + 1− i ∈ J1, nK)

= pnzn + GXn
(z)

n∑

i=1

qz(pz)i−1 = pnzn + qzGXn
(z)

1 − (pz)n

1− pz
.

On en déduit que

(

1− qz
1 − (pz)n

1− pz

)

GXn
(z) = pnzn puis que

GXn
(z) =

pnzn(1− pz)

(1− pz) − qz (1− pnzn)
=

pnzn(1− pz)

qpnzn+1 − z+ 1
.

Q 34. Puisque Rn >
1

t
> 1, la fonction GXn

est dérivable en 1. Mais alors, Xn est d’espérance finie. Ensuite, pour tout

x ∈
]

−
1

t
,
1

t

[

, G ′

Xn
(x) = pn

(

nxn−1 − (n + 1)pxn
) (

qpnxn+1 − x+ 1
)

−
(

xn − pxn+1
)

((n + 1)qpnxn − 1)

(qpnxn+1 − x+ 1)
2

puis

E (Xn) = G ′

Xn
(1) = pn (n − (n + 1)p) (qpn) − (1− p) ((n + 1)qpn − 1)

(qpn)
2

=
1

q2pn

(

nqpn − (n + 1)qpn+1 − (n + 1)qpn + (n + 1)qpn+1 + 1− p
)

=
1

q2pn
(−qpn + q)

=
1− pn

qpn
.

Q 35. On sait que pour tout k ∈ N∗, P (Xn = k) =
G

(k)

Xn
(0)

k!
. Or, pour tout k > 1 et pour tout x ∈

]

−
1

t
,
1

t

[

,

G
(k)

Xn
(x) = 0+

n∑

i=1

ai

(−1)kk!

(x− λi)
k+1

et donc, pour tout k ∈ N∗,

P (Xn = k) =
G

(k)

Xn
(0)

k!
= −

n∑

i=1

ai

λk+1
i

.

Partie D - Obtenir une succession de piles à la suite de lancers d’une pièce

Q 36. Si k < n, P (An,k) = 0 et d’autre part, P (An,n) = P (Xn = n) = pn.

Q 37. Soit k > n. (F1, P1 ∩ F2, . . . , P1 ∩ P2, . . . , P1 ∩ P2 ∩ . . . ∩ Pn−1 ∩ Fn, P1 ∩ P2 ∩ . . . ∩ Pn−1 ∩ Pn) est un système com-
plet d’événements. Pour tout i ∈ J1, n − 1K (avec une lecture conventionnelle dans le cas où i = 1),

P (P1 ∩ . . . ∩ Pi−1 ∩ Fi)PP1∩...∩Pi−1∩Fi
(An,k) = qpi−1

P (An,k−i) .

D’autre part,

P (P1 ∩ P2 ∩ . . . ∩ Pn)PP1∩P2∩...∩Pn
(An,k) = pn × 1 = pn,

D’après la formule des probabilités totales,
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P (An,k) = P (P1 ∩ P2 ∩ . . . ∩ Pn)PP1∩P2∩...∩Pn
(An,k) +

n−1∑

i=1

P (P1 ∩ . . . ∩ Pi−1 ∩ Fi)PP1∩...∩Pi−1∩Fi
(An,k)

= pn + qP (An,k−1) + qpP (An,k−2) + . . .+ qpn−1
P (An,k−n) .

Q 38. Fonction Python.
✞ ☎

def fonction(p, k, n):
q = 1 − p

# é t a p e 1 : I n i t i a l i s a t i o n s e l o n l a q u e s t i o n Q36
# A [ 0 ] = 0 ( non u t i l i s é ) , A [ 1 ] A [ n −1 ] v a l e n t 0 , e t A [ n ] v a u t p ∗∗ n
A = [0] ∗ n + [p ∗ ∗n]

# é t a p e 2 : C a l c u l p o u r I a l l a n t d e n+1 à k ( Q37 )
for l in range(n + 1, k + 1):

# On commence p a r l e t e r m e c o n s t a n t p ∗∗ n
s = p ∗ ∗n
f = q

# On c a l c u l e l a somme : q ∗P (A_{n , l −1}) + q ∗ p ∗P (A_{n , l −2}) + . . .
for i in range(1, n + 1):

s += f ∗ A[l − i]
f ∗= p # f p r e n d s u c c e s s i v e m e n t l e s v a l e u r s q , q ∗ p , q ∗ p ∗ ∗ 2 , . . .

A.append(s) # On a j o u t e l a p r o b a b i l i t é t r o u v é e p o u r l l a n c e r s

# é t a p e 3 : On r e t o u r n e l a l i s t e d e s p r o b a b i l i t é s d e l =1 à l =k
#( c e l a e x c l u t l e p r e m i e r é l é m e n t )
return A[1:]

✝ ✆

Q 39. Soit v = (λ)k∈N∗ une suite constante.

∀k > n, vk = pn +

n∑

i=1

qpi−1vk−i ⇔ λ

(

1−

n∑

i=1

qpi−1

)

= pn ⇔ λ

(

1− q
1− pn

1− p

)

= pn

⇔ λpn = pn ⇔ λ = 1.

La suite constante (vk)k>1 = (1)k>1 vérifie : ∀k > n, vk = pn +

n∑

i=1

qpi−1vk−i.

Q 40. Les suites (P (An,k))k>1 et (vk)k>1 = (1)k>1 sont deux suites vérifiant la relation de récurrence :

∀k > n, wk = pn + qwk−1 + qpwk−2 + . . .+ qpn−1wk−n.

Donc, la suite (uk)k>1 = (1− P (An,k))k>1 vérifie la récurrence linéaire homogène :

∀k > n, uk = quk−1 + qpuk−2 + . . .+ qpn−1uk−n.

Par suite, u vérifie (⋆) si et seulement si pour tout k ∈ J1, nK, bk = 1 − P (An,k) ou encore b1 = . . . = bn−1 = 1 et
bn = 1− pn.

Q 41. Pour tout k ∈ N∗, uk = 1 − P (An,k) ∈ [0, 1]. De plus, pour k > n, P (An,k) > P (P1 ∩ . . . ∩ Pk) = pk > 0 et
1− P (An,k) = P

(

An,k

)

> P (F1 ∩ . . . ∩ Fk) = (1− p)k > 0. Ainsi, pour tout k > n, P (An,k) ∈]0, 1[ puis uk ∈]0, 1[.

Soit k > n.
(

An,k, An,k

)

est un système complet d’événements. D’après la formule des probabilités totales

P (An,k+1) = P (An,k)PAn,k
(An,k+1) + P

(

An,k

)

PAn,k
(An,k+1)

= P (An,k) + P
(

An,k

)

PAn,k
(An,k+1) .
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De plus, P
(

An,k

)

> P (F1 ∩ . . . ∩ Fk) > 0 et PAn,k
(An,k+1) > 0 car une succession de k + 1 − n Faces puis n Piles reste

possible. Donc, pour tout k > n, P (An,k+1) > P (An,k) puis uk+1 < uk. La suite (uk)k>n est strictement décroissante.
De plus, u1 = u2 = . . . = un−1 = 1 > 1− pn = un et donc la suite (uk)k>1 est décroissante.

Q 42. Pour tout i ∈ Jn, 2n − 1K, 0 <
ui+1

ui

< 1 puis M ∈]0, 1[. Ensuite, f(1) = 1 − q

n∑

i=1

pi−1 = 1 − q
1 − pn

1− p
= pn > 0.

Par continuité de f en 1, il existe α ∈ [M,1[ tel que f(α) > 0. α est ainsi dorénavant fixé.

Montrons par récurrence d’ordre n que pour tout k > n+ 1, uk 6 αk−n.

• Soit k ∈ Jn + 1, 2nK.

uk = un

k−1∏

i=n

ui+1

ui

6 un

k−1∏

i=n

M = unM
k−n

6 Mk−n
6 αk−n.

• Soit k > n + 1. Supposons que uk 6 αk−n, uk+1 6 αk+1−n, . . ., uk+n−1 6 αk−1.

uk+n = quk+n−1 + qpuk+n−2 + . . . + qpn−1uk

6 qαk−1 + qpαk−2 + qpn−1αk−n = q

n∑

i=1

pi−1αk−i

= αk−nq

n∑

i=1

pi−1αn−i = αk−n (αn − f(α))

6 αk−nαn (car f(α) > 0)

= αk+n−n.

Le résultat est démontré par récurrence.

Q 43. Soit n ∈ N∗. Puisque α ∈]0, 1[, lim
k→+∞

αk−n = 0. D’après le théorème des gendarmes, lim
k→+∞

uk = 0 et donc

lim
k→+∞

P (An,k) = 1. Par continuité croissante, P

(

+∞
⋃

k=1

An,k

)

= lim
k→+∞

P (An,k) = 1.

Mais

+∞
⋃

k=1

An,k est l’événement « obtenir n piles consécutifs au cours d’une succession de lancers d’une pièce ». Cet

événement est donc presque sûr et c’est en particulier le cas quand n = 10000.

Q 44. Puisque 100 > 6,

P (A5,100) = 1− u100 > 1− α100−5 = 1− 0, 982795 > 1− 0, 193 = 0, 807 > 0, 8.

La probabilité d’obtenir au moins cinq Piles consécutifs en lançant 100 fois la pièce est supérieure ou égale à 0, 8.

Q 45. Pour tout k ∈ N
∗, on pose uk = 1− P (An,k) puis on introduit le vecteur Uk =











uk+n−1

...
uk+1

uk











.

Pour tout k ∈ N∗, Uk+1 = MUk où M =

















q qp qp2 . . . qpn−1

1 0 . . . . . . 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
0 . . . 0 1 0

















∈ Mn(R).

On a pour tout k ∈ N∗, Uk = Mk−1U1 avec U1 =











1− pn

1
...
1











. La dernière ligne de Mk−1 multipliée par U1 fournit uk.
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On calcule le polynôme caractéristique de la matrice compagnon M puis on pose SpC(M) = (µ1, . . . , µn). Si M est

diagonalisable, alors il existe (c1, . . . , cn) ∈ Cn tel que, pour tout k ∈ N∗, P (An,k) = 1− uk = 1−

n∑

i=1

ciµ
k
i .
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