SESSION 2026

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 2. FILIERE PC

Partie A - Construction d’une fonction test

1
Q 1. La fonction x — —— est de classe C* sur ]0,+oo[ & valeurs dans R et la fonction y — €Y est de classe C* sur R.
X

Dong, la fonction x +— e~ est de classe C* sur 10, +o0[. Par suite, la fonction ¢ est de classe C* sur ]0, +oo[. La fonction
@ est aussi de classe C* sur ] — 00, 0[ et finalement sur R*.

®|=

1
Q 2. Montrons par récurrence que pour tout n € N, il existe P,, € R[X] tel que, pour tout x > 0, @™ (x) = P, (—) e
X
: (] L
e Pour tout réel x >0, @ — | =Po|—-]e x avec Pp =1 € R[X].
X X

1
e Soit n > 0. Supposons qu'il existe P, € R[X] tel que, pour tout x > 0, @™ (x) = P, <—> e .
X

Alors, pour tout x > 0,

/ 1 1 1 1 1 1 1
(1) () = (™) _ 1 1 1
e (x) = ((P " ) (x) = 2 Pl (;) + 2 Pn (;) e x =Pnyq (x) e

avec P11 = X2 (P, — P.) € RIX].
1
On a montré par récurrence que pour tout n € N, il existe P, € R[X] tel que, pour tout x > 0, @™ (x) = P,, (—)

Q 3. La fonction ¢ est de classe C® sur ] — o0, 0] et sur ]0, +oo[. Montrons par récurrence que pour tout n € N, la fonction
@ est n fois dérivable en 0 et que la fonction @™ est continue en 0.

e lim ¢(x)= lim e x =0= ©(0). La fonction ¢ est continue a droite en 0 puis la fonction ¢ est continue en 0.
x—0+ x—0+

e Soit n € N. Supposons que la fonction ¢ est n fois dérivable en 0 et que la fonction @™ est continue en 0.
La fonction @ est n 4+ 1 fois dérivable & gauche en 0 et de plus, (pgw”(O) = 0. Ensuite, d’aprés un théoréme de

croissances comparées,

1
x = lim Ppii(y)e ¥ =0.
Yy—+oo

Ainsi, ™) € CO([0, +o00[,R) N C' (10, 400, R) et ((p(“))/ = @™ 1) a une limite réelle en 0 a droite, & savoir 0.
D’aprés le théoréme de la limite de la dérivée, ™) est de classe C! sur [0, +oo[. Par suite, ¢ est n + 1 fois dérivable
a droite en 0 et de plus, (pfinﬂ ) (0)=0= (pgnH ) (0). Mais alors, la fonction ¢ est n+ 1 fois dérivable en 0 et la fonction
@™ *+1) est continue en 0

Le résultat est démontré par récurrence. On en déduit que pour tout n € N, la fonction ¢ est de classe C™ sur R. puis
que la fonction @ est donc de classe C* sur R.

Q 4. Pour tout x € R, posons Yq,b(x) = @((x — a)(b —x)). Puisque (x — a)(b —x) > 0 si et seulement si x €]a,bl, la
fonction g p[ est strictement positive sur ]a, b[ et nulle sur R\]a, b[. Ensuite, la fonction fop : x = (x —a)(b —x) est
de classe C* sur R a valeurs dans R et la fonction ¢ est de classe C* sur R. Donc, la fonction Pqp = @ o fgp est de
classe C* sur R. La fonction {4, convient.

Q 5. Soit € > 0. La fonction 1 _1 1 est continue sur R et nulle sur un voisinage de —oo et sur un voisinage de +o00. Donc,
+oo
la fonction P_7 1 est intégrable sur R. De plus, J P_7,1(x) dx > 0 (intégrale d’une fonction continue, positive et non

nulle). On en déduit que la fonction p. est définie sur R. De plus, la fonction P_1,1 est de classe C* sur R et nulle en
dehors de l'intervalle [—e¢, ¢]. Donc, p. € D(R).
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+o0o
Q 6. Soit € > 0. On pose 1 :J' P_1,1(u) du. Ensuite,
+oo 1 +oo X dx 1 +oo
J Pe(x) dx:fj P11 (Z) T:TJ P (uw) du=1.

Q 7. Soit g une fonction de R dans R, continue sur R.

a) Pour tout ¢ > 0,

[Toctagmac= " e (2 000 o= [T e wgtew au

£

+oo [
Onpose @ : ]0,+oo[x[-1,1] — R de sorte que pour tout € > 0, J pe(x)g(x) dx = J (e,u) du.
1 71v1
(ul o oo (wglew

e Pour tout ¢ €]0, +ool, la fonction u +— @ (g, 1) est continue par morceaux sur [—1,1].

—00

1
e Pour tout u € [—1,1], la fonction ®(e,u) =, Tl,b,m (uW)g(0) = £(u) et de plus, la fonction u — €(u) est continue
£E—

par morceaux sur [—1,1].

—_

e La fonction g est continue sur le segment [—1,1] et en particulier, la fonction g est bornée sur le segment [—1,1].
Pour tout (g,u) €]0, +oo[x[—1,1], |® (g, u)| <

positive et intégrable sur [—1,1].

P_1,1(W)[|glloo, (1,11 = @ ot de plus, @ est une fonction continue,

—_—] —

1
D’aprés le théoréme de convergence dominée pour les intégrales & paramétre, la fonction € — J @ (e, u) du a une limite
—1

réelle quand ¢ tend vers 0 par valeurs supérieures et de plus,

1 1 g(0) !
lim J D(e,u) du:J f(u) du = —J' Y_q,1(u) du = g(0).
e—=0t | 4 1 I 1
+oo
On a montré que liI(I)l J pe(x)g(x) dx = g(0).
e—0+ o

b) Soit a € R. Pour tout x € R, on pose gq(x) = g(x + a). Pour tout ¢ > 0,

—+o0 +oo +oo
J ps(x—a)g(dewJ pa(u)g(u+a)duzj o (Wga(w) du

—00 —0o0

+oo
puis, la fonction g, étant continue sur R, lim J pe(x —a)g(x) dx = g4 (0) = g(a).

o+
£—0 PN

Partie B - Distribution sur R

Soit K un segment de R. Soit @ € D(K). Pour tout i € N, @) est continue et donc bornée sur le segment K. Par suite,
pour tout i € N, @M ]|oo = [|@V]|0o,x < +00.
Q 8. Vérifions que D’(R) est un sous-espace vectoriel de .Z (D(R), R).

La forme nulle est dans D’(R) (pour tout segment K, on prend Cx =1 et Nx =0).
Soient (Tq,T2) € (D'(R)? et (A, u) € R2. Pour tout segment K, 1i existe (Cq,x, C2,x) €]0, —|—oo[ et (N1,x, N2 x) € (N*¥)
tels que, pour tout @ € D(K), [Ti(@)] < CLK_ [[max H(p H et [T2(@)] < Cox max H ||

iefo iefo

Soient C = (JA|+1)Cy x +[pu/Crx >0 et N = Max{NLK,Nz,K} € N. Pour tout ¢ € D(K)

2
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|(ATh + uT2) (@) < AT (@) + [ul T2 (@)

< AIC ma; ’ (1) + |u|C ma. ‘ ) < (JAICr x + |y C ma. H )
< A 1’Ki€H0,N}1(,K]] e I Z'Kie[[O,N);K]] @) Oo\(H 1,k + Iyl Z’K)ie[[o,)lil]] e
< C max H(pm .

ie[0,N] oo

Donc, ATy + uT; € D’(R). On a montré que D’(R) est un sous-espace vectoriel de & (D(R), R).
Q 9. Un premier exemple. Soient (f,g) € (D(R))? et (A, n) € R?.

8o (M + ng) = Af(a) + ngla) = Adq(f) + Hda(g).
Donc, 84 est une forme linéaire sur D(R).

Soit K un segment de R. Pour tout ¢ € D(K), [6a(@)l =le(a)l < ||@|loo- Done, si Cx =1 >0 et Nx =0, alors pour tout
@ € D(K), [T(@)l < Ck_ max |[oW]_.
1€H07NK]]

On a montré que 6, est une distribution.

Q 10. Un deuzxiéeme exemple. Soit f une fonction continue par morceaux sur R. Soit @ € D(R). La fonction f¢ est continue
par morceaux sur R et est nulle sur un voisinage de +o00 et sur un voisinage de —oo. Donc, la fonction f@ est intégrable
sur R. On en déduit existence de T¢(¢) dans R. Ainsi, Ts est bien une application de D(R) dans R.

Soient (@1, @2) € (D(R))? et A, ) € R2.

+o0 +o0o

Tr A@1 4+ pne2) = J

—00

£(£) (A1 (1) + pa(t)) dt = AJ

=AT¢ (@1) + uTr (@2).

Donc, T est une forme linéaire sur D(R).

Soit K un segment de R. Pour tout ¢ € D(K),

[Te(@)l =

| et dt\ < [ iteiotat < <j #(0) dt+1> l@lleo-
K K K

Soi on pose Ck :J If(t)| dt+1 >0 et Nx =0, alors pour tout ¢ € D(K), [T¢(¢)| < Ci %aﬁc | ||(p(i)||oo.
K 1e0,Nk

On a montré que T¢ est une distribution sur R.

Q 11. Soient f; et f, deux fonctions continues sur R telles que T¢, = T¢,. Soit a € R. Pour tout ¢ € D(R), J f1(t)(t) dt =

+oo e
| nawem

+oo +oo
En particulier, pour tout & > 0, J pe(x —a)fy(t) dt = J pe(x — a)fz(t) dt (car la fonction x — p.(x — a) est dans
D(R) d’apres la question Q5). Pui;que f1 et £, sont continues sur R, quand ¢ tend vers 0, on obtient f;(a) = f2(a) d’apreés
la question Q7.

Ainsi, pour tout a € R, fi(a) = fz(a) et donc 1 = f3.
1 1

Q 12. a) Soit x € R. Si x =0, J @'(xt) dt :J @’(0) dt = ¢@’(0) = P(0).
0 0

‘ @(xt)]‘—‘ @(x) — 9(0)

= P00~y

X

&X#QJ

@'(xt) dt = [
0

t=0
1

On a montré que pour tout x € R, P(x) = J' @’(xt) dt.
0

1
R de sorte que, pour tout x € R, P (x) = J' I(x,t) dt.

@'(xt) °

b) Posons T : R x [0,1]

H
(xt) =
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e Pour chaque x € R, la fonction t +— T'(x, t) est continue par morceaux et intégrable sur [0, 1].

e Pour tout t € [0, 1], la fonction x — T'(x,t) est de classe C*® sur R et de plus,

kT
Vk e N, Y(x,t) € R x [0, 1], w(x,t) =t (xt).
k
De plus, pour tout x € R, la fonction t — ﬁ(x,t) est continue par morceaux sur [0, 1] puis, pour tout k € N, pour
X
GIN !
tout (x,t) € R x [0, 1], ‘ﬁ(’%t)’ < J }(P(kﬂ)(xﬂ‘ dt < H(P(kH)H ou la fonction t +— ||(p(k+”||C>o est continue par
X 0 oo

morceaux et intégrable sur [0, 1].

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétre, la fonction P est de classe C* sur R (et pour tout k € N et

1
tout x € R, P (x) :J t*e 1V (xt) dt).
0

Q 13. a) Soit A > 0 tel que @ soit nulle en dehors de K = [-A, A]. Soit € €]0, Al.

e oo e A
J @ dx+r o(x) dx:J (—(p(0)+tl)(x)) dx+J (@ +w(x)) dx
e X x

&S] € x —A x €
—€ A
= J P(x) dx —|—J P(x) dx + @(0)(In(e) —In(A) + In(A) —In(e))
—A €
—€ A
= J P(x) dx —|—J P(x) dx.
—A €
. : : . o) T o(x) .
Puisque la fonction 1\ est continue sur le segment [—A, A], llI(I)l J ~ dx + J ~ dx ) existe dans R et de plus,
e—0+ — oo e
—€ +oo A
lim (J' o) dx—l—J o(x) dx) :J P(x) dx.
e—0+ — 00 X € X —A

b) V est une application de D(R) dans R. Soient (@1, @2) € (D(R))? et (A, u) € R?. Il existe A > 0 telles que les fonctions
@1 et @3 soient nulle en dehors de [—A, A] puis

A A A
V(A1 + nea) = L\ (N1 (x) + b () dx = AJ,A”” (x) dx + uL\ D20x) dx = AV (1) + 1V (92).

V est donc une forme linéaire sur D(R).

Soit K un segment de R puis A > 0 tel que K C [—A, A]. Soit ¢ € D(K).

V(o) = JAAw(x) ax| = JAA (E o/(xt) dt) dx
A 1
< LA <L o (xt) dt) dx

A
<lole|

< 2AMax ([|@lloo, 1@l -

1
J dt) dx = 2A]| @ [lwo
0

avec Cx = 2A > 0. Donc, V est une distribution.
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Partie C - Dérivation d’une distribution

Q 14. Soit T € D’(R). Pour tout ¢ € D(R), ¢’ est dans D(R) puis T’ est une application de D(R) dans R. T’ est linéaire
par linéarité de la dérivation et linéarité de T. T’ est donc une forme linéaire sur D(R).

Soit K un segment de R. Soient Cx > 0 et Nx € N tels que, pour tout ¢ € D(K), [T(¢)| < Cx_ F{xga]i( : ||(p(i)Hoo.
1€ E) K
Soit ¢ € D(K). Alors @’ € D(K) puis

< Ck ma ‘ N

X KiGHO,]sl(Kﬂ ((p ) oo

< Cx max H(pm
i€[0,Nk+1] I~

On pose Cx' =Cx >0et Ny’ =Nk +1€ N et on a pour tout @ € D(K), [T'(¢)] < CK/' [[r(r)lijx |
ie[o,Nk”’
que T € D'(R).

Q 15. Soit f une fonction de R dans R, de classe C' sur R. Soient K un segment de R puis ¢ € D(K). Soit A > 0 tel
que @ est nulle en dehors de ] — A, A[. Les deux fonctions f et @ sont de classe C' sur le segment [—A, A]l. On peut donc
effectuer une intégration par parties qui fournit

’(pm Hoo On a montré

—+o00 A
T!(¢) = —Te(g") = —J f(t) @' (t) dt = —J f(t) o' (1) dt

—o0 —A
A A +o0o
—— 00 5+ | Fltle de=|  Flp( dt
—A —00
=Te ()
et donc T/ =T/,
f(x) — (0 f(x) —f(0 f(x) — (0 f(x) — (0
Q 16. (a) Pour x > 0, Mz] puis lim fx) — 0 = 1. Pour x < 0, Mz—] puis lim fx) 0 =
X x—0+ x—0 X x—0—  x—0
f(x)—f
—1 # 1. Le taux M n’a pas de limite en O et donc la fonction f n’est pas dérivable en 0. Par suite, la fonction f
n’est pas dérivable sur R.
(b) Soit @ € D(R). Deux intégrations par parties licites fournissent
+o00 0 +o00
T (@) = —J ltlp’(t) dt = J te’(t) dt —J te’(t) dt
oo 0 0

0 “+o0o
— [tV — J o) dt — o)™ + J o(t) dt
oo 0

+oo +o0o +o0o
= —J @(t) dt + J e(t) dt = J sgn(t)(t) dt

0 0 —o0
It . 0 —1sit<0
ou pour tout t € R, sgn(t) = { T t#0 _ O0sit=0 . Donc, T{ = Tsgn.
Osit=0 Tsit>0

Q 17. H est continue par morceaux sur tout segment K de R (car continue sur K sauf peut-étre en un point (le point 0)
en lequel H a une limite réelle & gauche et une limite réelle a droite) et donc H est continue par morceaux sur R.

Soit @ € D(R).

et donc T/, = do.
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Q 18. a) Pour tout @ € D(R), T(e') = —T'(¢) =0.

b) Soit @ € D(R). Soit A > 0 tel que @ soit nulle en dehors de [—A, A].

La fonction ¢ est continue par morceaux sur R et nulle sur un voisinage de —oo. On peut donc poser pour x € R,
P(x) = JX @(t) dt. De plus, P est de classe C* sur R (et pour tout k € N*, p®) = ¥~V Ensuite, si x < —A, P(x) =0
et six 2740,0

A

+oo +oo
o(t) dt—l—JA o(t) dt:J @(t) dt =0.

P(x) = [m(p(t) dt = JA o(t) dt+JX @(t) dt :J

—o0 A —o0

Dong, 1 est dans D(R) puis T(') = 0 d’apreés la question précédente ou encore T(¢) = 0.

¢) @o = p1 (définie & la question Q5) convient.

+oo
d) Soit ¢ € D(R). Posons I:J @(t) dt puis @1 = @ — [@o. @1 est dans D(R) et de plus,
- +oo +oo +oo
J' ©1(t) dt:J' o(t) dt—IJ' @o(t) dt =0.
+oo
D’aprés la question précédente, T (@71) = 0 ou encore, par linéarité de T, T(@) =T ((po)J' @(t) dt.

e) Pour tout t € R, posons h(t) =T (¢@o). Alors, pour tout ¢ € D(R),

+oo +oo

olt) dt = J h(t)e(t) dt = Tu(g).

—00

T(o) ZT(@O)J

—00
Donc, si T/ = 0, il existe une fonction constante h telle que T = Tj,.

Q 19. Soit f une fonction de R dans R, continue sur R, telle que T = 0. D’aprés la question précédente, il existe une
fonction constante h telle que Tf = T,. D’aprés la question Q11, f = h ou encore f est constante sur R.

Réciproquement, si f est constante sur R, en particulier f est de classe C' sur R puis, d’aprés la question Q15, T =Ty =
To = 0.
Les applications f continues sur R telles que T/ = 0 sont les applications constantes.
Q 20. Soit f une fonction continue sur R telle que (Tf’)/ =T/ = 0. Il existe une fonction constante h : t+— a (a € R)
telle que T/ = Ty,. Soit g : t+ at. Puisque g est de classe C' sur R, Tg =Ty =Tn =T puis

Tf'fg =(Tr—Tg) =T/ —Té =0.
Puisque f — g est continue sur R et que T/_ 9= 0, on en déduit que f — g est constante puis que f est affine.
Réciproquement, si f : t— at+ b est affine, alors f est de classe C! sur R puis T/ =T/, =0.
Les applications f continues sur R telles que T/’ = 0 sont les applications affines.
Q 21. Puisque g est continue sur R, g admet au moins une primitive G sur R. G est de classe C! sur R et G’ = g.

Q 22. Puisque G est de classe C! sur R, T, =Tg: =T, =T/ puis T/_5 =0
G g = It f—G

23. Mais alors, f — G est constante sur R puis f est une primitive de g sur R. f est donc de classe C! sur R et f/ = g.
) p p g 9

Partie D - Suite de distributions

Q 24. Soit @ € D(R). Pour tout n € N, T/, (@) = —Tn(@’) puis T, (@) — —T(¢') =T'(¢). Donc, lir_{l T 2
n—-+oo

n—-+oo

1
Q 25. Pour n € N*, on note f,, la fonction continue sur R, paire, nulle sur ] —, 400 [, affine sur {O, —]
n n

telle que f,(0) = (—1)"™ :

Osite]—oo,—%[
(M1 +nt)site [-1,0]
(—D)™1 —nt)site [0, 1]

Osite [%,—i—oo[

VteR, fo(t) =
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La suite (fn(0)),5

;= ((—1 )“)n2] diverge et donc la suite de fonctions (fn)n2] ne converge pas simplement sur R.
Soit n € N*. Soit @ € D(R).

0 ;
Tl = || 00+ ot at+ | (1= nto(e) ar
: :
< d d
<], totwravs "o at
< 2
< 1 lle

19
e

D’aprés le théoréme des gendarmes, lim T¢ (@) = 0. Ainsi, pour tout @ € D(R), lim T¢ (@) =0 puis lim T¢,
n

n—+oo n—+oo —+00

Q 26. Soit @ € D(R). Soit A > 0 tel que @ est nulle en dehors de [—A, A]. Pour tout n € N,

Te, (@) — Te(@)l = < 2A@|loo [[frn — fll

(e o]

A
J (Fu(t) — F(1)) (1) dt
—A

Puisque 2A||@||oo [|Tn — f]] o 0, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que T¢, (@) —  Te(@).

oo n—-+oo

. . D
On a montré que lim T¢ =Ts.
n—+oo

Q 27. Soit @ € D(R). @ est de carré intégrable sur R puis, pour tout n € N,

oo A

A
(fn(t) — f(1) @(t) dt’ < \/J (fn(t) —f(1))* dt\/JA(@(tJJZ dt = |[fn — £, [|@]|2-

—A

T (@) = Te(@)] = U

—00

Par hypothese, |[fn —f|, [[®]2 = 0 et donc, d’apres le théoréme des gendarmes, T¢_ (@) = T¢(@). Encore une
n—-+oo n—+00

. . D
fois, lim T¢, =Ts.
n—-+oo

Partie E - Une application, le théoréme d’unicité de Cantor

Q 28. (a) Par hypotheése, pour tout x € R, la série de terme général a, cos(nx) + by, sin(nx) converge et en particulier la

série de terme général a,, = a,, cos(n x 0) + by, sin(n x 0) converge. Mais alors, a,, — 0.
n—-+oo

(b) Soit x € [0, 27]. Pour tout n € N*, |a, cos(nx)| < |an| et donc d’aprés le théoréme des gendarmes, a, cos(nx) -
n—-+oo

0. D’autre part, puisque la série de terme général a, cos(nx) + by, sin(nx) converge, on a en particulier a, cos(nx) +

b sin(nx) e 0. Mais alors, by, sin(nx) = (an cos(nx) + by, sin(nx)) — a,, cos(nx) e 0.

(c) La suite (bn)n>1 ne converge pas vers 0. Dong, il existe ¢ > 0 tel que, pour tout ng € N*, il existe n > ng tel que
[onl > € (%).

En particulier, il existe un entier @(1) > 1 tel que ‘b(p(l)‘ > €. Soit n > 1. Supposons avoir construit des entiers ¢(k),
ke [1,n], tels que T < (1) < @(2) <...< @(n) et pour tout k € [1,n], bq,(k)’ > e. Alors, en appliquant (x) a l'entier
no = @(n) + 1, il existe un entier que I'on note @(n + 1) tel que (n+1) > @(n) + 1 et [bymin| > €.

On a construit par récurrence une suite strictement croissante ((p(n))n>] telle que pour tout n € N*, ‘b(p(n)’ > €.

1
= (b(p(n) sin((p(n)x))z. Ensuite, la suite (by sin(nx))

(d) Soit x € [0,271]. Pour tout n € N*, sin?(@(n)x) dx <
converge vers 0 et donc, la suite extraite (b(p(n) sin((p(n)x)) converge vers 0. D’aprés le théoréme des gendarmes, la
suite (sinz((p(n)x)) converge vers 0

Pour n € N*, on pose f,(x) = (sin((p(n)x))2 pour tout x € [0,27]. La suite de fonctions (1’“)n>1 converge simplement
vers la fonction nulle sur [0, 27] et la fonction nulle est continue par morceaux sur [0, 271]. De plus, pour tout n € N* et
tout x € [0, 27, |[fn(x)] < 1 ou la fonction x — 1 est continue par morceaux et intégrable sur [0, 27].
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27
D’aprés le théoréme de convergence dominée, la suite <J' sin?(@(n)x) dx) converge et de plus,
0

27 27
lim J sin?(@(n)x) dx :J lim sin?(@(n)x) dx = 0.

n—-+oo 0 0 n—-+oo

(e) Pour tout n € N*,

(1 —cos(2e(n)x)) dx =m— =

27 sin(2p(n)x) 1"
I Ao

27 1
J sin?(@(n)x) dx = 7
0

27
Ceci contredit le fait que lim J sin?(@(n)x) dx = 0. On a donc prouvé par Pabsurde que lim by = 0.

n—-+oo 0 n—-+oo

msin=k

Osin#k °
27

et enfin J sin(nx) cos(kx) dx =
0

27 27

Q 29. Soit (n,k) € (IN*)Z. J cos(nx) cos(kx) dx = %J (cos((m —k)x) + cos((n + k)x)) dx = {
0 0

msin=k

27 27
J sin(nx) sin(kx) dx = %L (cos((n — k)x) — cos((n + k)x)) dx = { Osin £k

0
27

% J (sin((mn —k)x) +sin((n + k)x)) dx = 0 dans tous les cas.
0

Soit k € N*. Pour tout x € [0,27], on pose pour tout n € N*, f,,(x) = (an cos(nx) + by, sin(nx)) cos(kx) puis, pour tout

€ [0, 27, Zf

e Chaque fonction f,, est continue sur [0, 271.

e Soit n € N*. Pour tout x € [0, 27], [fn (x)| < |an|+|bn| puis |[fn]/,, < lan[+4[bn|. Par hypothése la série de terme général
|an|+ [bn| converge et donc la série de terme général ||f, || converge. Mais alors, la série de fonctions de terme général
fn. converge normalement et donc uniformément sur [0, 27].

D’aprés le théoréme d’intégration terme & terme sur un segment, la fonction f est continue sur [0, 27], la série de terme
27 +oo

général J frn(x) dx converge et de plus, en tenant compte de Z (an cos(nx) + by, sin(nx)) = 0 pour tout x € [0, 271
0 n=1
27 400 27t +o0
OZJ f(x) dx = ZJ fr(x) dX:ﬂZ dn, kn = TAK.
0 n=1 0 n=1

Donc, pour tout k € N*, ax = 0. De méme, pour tout k € N*,

27t
0= J (an cos(nx) + by, sin(nx)) sin(kx) dx = 7tby
0

et donc, pour tout k € N*, by =0.
1 1
Q 30. Soit n € N*. Pour tout x € R, |, (x)| < ) (lan! +[bnl) puis |[fn| < ) (Jan| + [bnl). D’apreés la question Q28,

1 L. .
— (lan| + [bnl) T <¥) et donc la série de terme général ||f, ||, converge.

Ceci montre que la série de fonctions de termes général f,, converge normalement sur R et en particulier, uniformément
et simplement sur R. Puisque chaque fonction f,, est continue sur R, la fonction F est continue sur R.

Q 31. D’aprés la question Q26, puisque chaque f;, est continue sur R et que la série de fonctions de terme général f,,
+oo

converge uniformément vers la fonction F sur R, T¢ 2 Z T¢, . Ensuite, puisque chaque fonction f,, est de classe C? sur R,

=1
" +oo +o00o
d’aprés la question Q15, pour tout n € N*, (Tfn)/l = T¢y». Donc, d’apreés la question Q24, (Te)"” 2 Z (Tf“)/l L Z Ter
n

ou encore, pour tout @ € D(R),
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+oo +00 400
()" (0)= 3 Trglo) == 3 | (ancostnn) + b sinnn)) 9(x) dx
n=1 n=1v->°

= lim J+Oo <— Z (ay cos(kx) + by sin(kx))) @(x) dx
1

n—-+oo

oo =
400 +
= nLiTOO Jioo <kZ 1 (ax cos(kx) + by sin(kx))) ©(x) dx.
=n-+

Je n’ai pas réussi & montrer dans le cadre du probléme que cette limite est nulle et admets donc que (T¢)” = 0.

"

Puisque (Tg)” = 0 et que F est continue sur R, F est affine d’aprés la question Q20.

+oo

b b 1

Q 32. Pour tout x € R, |F(x)| < Z <a_1;| + |—T21|> € R car |a—;‘ + |—T2‘| = o0 (—2> d’aprés la question Q28. Donc, F
n n n n? n—+oo n

n=1
est bornée. Etant affine, F est constante.

+o0o
a b
Q 33. Il existe A € R tel que, pour tout x € R, F(x) = Z (n—; cos(nx) + n—; Sin(ﬂX)) = A. Puisque la série de fonctions
n=1
de terme général f, converge normalement sur R et en particulier converge uniformément sur le segment [0, 27t], on peut

intégrer terme a terme et on obtient

27t +oo a b +oo a 27 b 27
27\ = J Z (—'21 cos(nx) + —% sin(nx)) dx = Z — J cos(nx) dx + —EJ sin(nx) dx | =0.
= n —\n?l n2 J,

Donc, A = 0 puis F est la fonction nulle.

“+oo a b +oo |(1 | +oo ‘b ‘
Q 34. Pour tout x € R, Z <n—; cos(nx) + n—zsin(nx)> = F(x) = 0 et de plus, Z n—'; < 400 et Z1 n—rzl < +o0.
n—

n=1 n=1
b

a
D’aprés la question Q29, pour tout n € N*, —Tzl = —2 =0 puis ay, = by =0.
n n
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