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MATHÉMATIQUES 2. FILIERE PSI

I - Fonctions de Lambert

Q 1. La fonction f est dérivable sur [−1,+∞[ et pour tout réel x ∈ [−1,+∞[, f ′(x) = (x + 1)ex. La fonction f ′ est donc
strictement positive sur ] − 1,+∞[ puis, f étant continue sur [−1,+∞[, f est strictement croissante sur [−1,+∞[.

Ainsi, la fonction f est continue et strictement croissante sur [−1,+∞[ et donc la fonction f réalise une bijection de

[−1,+∞[ sur f([−1,+∞[) =

[

f(−1), lim
x→+∞

f(x)

[

=
[

−e−1,+∞
[

.

Q 2. Puisque la fonction f est continue sur [−1,+∞[, la fonction W est continue sur f([−1,+∞[) =
[

−e−1,+∞
[

. Puisque
la fonction f est de classe C∞ sur ] − 1,+∞[ et que sa dérivée ne s’annule pas sur ] − 1,+∞[, la fonction W est de classe
C∞ sur f(] − 1,+∞[) =

]

−e−1,+∞
[

.

Q 3. f(0) = 0 et donc W(0) = 0. Ensuite, pour tout réel x > −1, W ′(x) =
1

f ′(W(x))
et donc W ′(0) =

1

f ′(0)
= 1.

Q 4. Pour tout x > −1, W(x)eW(x) = x. Puisque W(0) = 0, par continuité de W en 0, W(x) =
x→0

o(1) puis eW(x) ∼
x→0

1.

Mais alors, x = W(w)eW(x) ∼
x→0

W(x). On a montré que

W(x) ∼
x→0

x.

Pour x > 1, W(x) > W(1) > W(0) = 0. La fonction W est strictement positive sur [1,+∞[. Pour x > 1, ln(x) =

ln
(

W(x)eW(x)
)

= W(x) + ln(W(x)). Puisque lim
x→+∞

W(x) = lim
t→+∞

W(f(t)) = +∞, on a ln(W(x)) =
x→+∞

o(ln(W(x))) et

donc ln(x) =
x→+∞

W(x) + o(ln(W(x))). Ceci montre que

W(x) ∼
x→+∞

ln(x).

Q 5. Graphes de f et W.
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y = f(x)

y = W(x)

Cf et CW admettent en (0, 0) la même tangente à savoir la droite d’équation y = x. La tangente à CW en son point
d’abscisse −e−1 est la droite d’équation x = −e−1.
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Q 6. Soit α ∈ R. La fonction x 7→ xαW(x) est continue sur ]0, 1]. De plus, xαW(x) ∼
x→0+

xα × x = xα+1 > 0. Donc, la

fonction x 7→ xαW(x) est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si α+ 1 > −1 ou encore α > −2.

Q 7. Soit α ∈ R. La fonction x 7→ xαW(x) est continue sur [1,+∞[. De plus, xαW(x) ∼
x→+∞

xα ln(x) > 0. Donc, la

fonction x 7→ xαW(x) est intégrable sur [1,+∞[ si et seulement si la fonction x 7→ xα ln(x) est intégrable sur [1,+∞[.

La fonction x 7→ ln(x)

x
est prépondérante en +∞ devant la fonction x 7→ 1

x
et n’est donc pas intégrable sur [1,+∞[. Il en

est de même de la fonction x 7→ xα ln(x) quand α > −1.

Si α < −1, alors x
1−α

2 ×xα ln(x) = x
1+α

2 ln(x) =
x→+∞

o(1) d’après un théorème de croissances comparées et car
1+ α

2
< 0.

Donc xα =
x→+∞

o
(

x
−1+α

2

)

avec
−1+ α

2
<

−1− 1

2
= −1. Dans ce cas, la fonction x 7→ xα ln(x) est intégrable sur [1,+∞[

Finalement, la fonction x 7→ xαW(x) est intégrable sur [1,+∞[ si et seulement si α < −1.

Q 8. Puisque f ′ est strictement négative sur ] −∞,−1[, f est continue et strictement décroissante sur ] −∞,−1]. f réalise

donc une bijection de ] −∞,−1] sur f(] −∞,−1]) =

[

f(−1), lim
x→−∞

f(x)

[

=
[

−e−1, 0
[

(d’après un théorème de croissances

comparées).

Q 9. Si m < −e−1, l’équation f(x) = m n’a pas de solution dans R.
Si m = −e−1, l’équation f(x) = m a exactement une solution dans R, à savoir x = −1.
Si −e−1 < m < 0, l’équation f(x) = m a exactement deux solutions dans R, l’une dans ] −∞,−1[ à savoir V(x) et l’autre
dans ] − 1,+∞[ à savoir W(x).
Si m > 0, l’équation f(x) = m a exactement une solution dans R, à savoir W(x).

Q 10. Si m < −e−1, l’inéquation f(x) 6 m n’a pas de solution.
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Si m = −e−1, l’inéquation f(x) 6 m a une solution à savoir x = −1.
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Si −e−1 < m < 0, l’ensemble des solutions de l’inéquation f(x) 6 m est [V(m),W(m)].
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Si m > 0, l’ensemble des solutions de l’inéquation f(x) 6 m est ] −∞,W(m)].
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http ://www.maths-france.fr 3 © Jean-Louis Rouget, 2020. Tous droits réservés.



Centrale 2020 - PSI - Mathématiques 2 - Corrigé

Q 11. Pour x ∈ R, eax + bx = 0 ⇔ bx = −eax ⇔ −axe−ax =
a

b
⇔ f(−ax) =

a

b
. Donc,

• si
a

b
< −e−1, l’équation (I.3) n’a pas de solution.

• si
a

b
= −e−1, l’équation (I.3) a exactement une solution à savoir x0 =

1

a
.

• si −e−1 <
a

b
< 0, l’équation (I.3) a exactement deux solutions à savoir x1 = −

1

a
V
(a

b

)

et x2 = −
1

a
W
(a

b

)

.

• si
a

b
> 0, l’équation (I.3) a exactement une solution à savoir x0 = −

1

a
W
(a

b

)

.

II - Probabilités

II.A - Première situation

Q 12. N(Ω) = N et pour tout n ∈ N, P(N = n) =
λne−λ

n!
.

Ensuite, X(Ω) = N puis, pour n ∈ N donné, la loi conditionnelle de X sachant que N = n est une loi binomiale de

paramètres n et p et donc, pour tout k ∈ J0, nK, PN=n(X = k) =

(

n

k

)

pk(1− p)n−k.

Mais alors, d’après la formule des probabilités totales, pour k ∈ N donné,

P(X = k) =

+∞∑

n=k

P({X = k} ∩ {N = n}) =

+∞∑

n=k

P(N = n)× PN=n(X = k)

=

+∞∑

n=k

λne−λ

n!

(

n

k

)

pk(1 − p)n−k =
(λp)ke−λ

k!

+∞∑

n=k

(1 − p)n−kλn−k

(n − k)!

=
(λp)ke−λ

k!

+∞∑

n=0

((1 − p)λ)n

n!
=

(λp)ke−λ

k!
e(1−p)λ

=
(λp)ke−λp

k!
.

Donc, X suit la loi de Poisson de paramètre λp. On en déduit encore que E(X) = λp et V(X) = λp

Q 13. Puisque la variable X est positive et que 2 > 0, d’après l’inégalité de Markov, P(X > 2) 6
E(X)

2
=

λp

2
. Par suite,

P(X > 2) 6 1− α ⇐
λp

2
6 1− α ⇔ p 6 2

1− α

λ
.

Donc, si p 6 2
1− α

λ
, la condition (II.1) est satisfaite.

Q 14. P(X > 2) = 1− P(X = 0) − P(X = 1) = 1− e−λp − λpe−λp = 1+ xex+1 puis

P(X > 2) 6 1− α ⇔ 1+ xex+1
6 1− α ⇔ xex 6 −αe−1.

Q 15. Puisque α ∈]0, 1[, −αe−1 ∈
]

−e−1, 0
[

.

D’après la question Q10, l’ensemble des solutions de l’inéquation yey 6 −αe−1 est
[

V
(

−αe−1
)

,W
(

−αe−1
)]

. On note

que x = −(λp+1) est inférieur ou égal à −1 et donc, puisque W est à valeurs dans [−1,+∞[, la condition x 6 W
(

−αe−1
)

est automatiquement vérifiée. Donc,

x ∈
[

V
(

−αe−1
)

,W
(

−αe−1
)]

⇔ x > V
(

−αe−1
)

⇔ −1− λp > V
(

−αe−1
)

⇔ p 6
−1− V

(

−αe−1
)

λ
.

On note que, puisque V
(

−αe−1
)

∈] − ∞,−1[, on a −1 − V
(

−αe−1
)

> 0. Enfin, il existe un plus grand réel p ∈]0, 1[
satisfaisant la condition (II.1) si et seulement si λ > −1 − V

(

−αe−1
)

. Dans ce cas, ce plus grand réel p est p0 =

−1− V
(

−αe−1
)

λ
.
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II.B - Deuxième situation

Q 16. A chaque transmission d’un bit, on peut avoir une inversion avec une probabilité 1− p ou pas d’inversion avec une
probabilité p. Les inversions étant indépendantes les unes des autres et X étant égale au nombre d’inversions sur r bits, X
suit la loi binomiale de paramètres r et 1− p.

Donc, X(Ω) = J0, rK puis ∀k ∈ J0, rK, P(X = k) =

(

r

k

)

(1 − p)kpr−k puis E(X) = r(1− p) et V(X) = rp(1− p).

Q 17. D’après l’inégalité de Markov (puisque X est positive et que 2 > 0), P(X > 2) 6
E(X)

2
=

r(1− p)

2
et donc

P(X > 2) 6 1− α ⇐
r(1− p)

2
6 1− α ⇐ r 6 2

1− α

1− p
.

Q 18. Puisque ln(p) < 0 et p− 1 < 0, on a a > 0 et x =

(

r−
p

p − 1

)

ln(p) < 0.

P(X > 2) 6 1− α ⇔ 1− P(X = 0) − P(X = 1) 6 1− α

⇔ 1− pr − r(1− p)pr−1
6 1− α ⇔ −

(

1+ r
1− p

p

)

pr
6 −α

⇔ −

(

1+ r
1− p

p

)

er ln(p)
6 −α ⇔ −

(

1+ r
1− p

p

)

er ln(p)−a
6 −αe−a

⇔ −

(

1+ r
1− p

p

)

aer ln(p)−a
6 −αae−a (car a > 0)

⇔
(

−1+ r
p− 1

p

)

p ln(p)

p − 1
er ln(p)−a

6 −αae−a ⇔ (r ln(p) − a)er ln(p)−a
6 −αae−a

⇔ xex 6 −αae−a

Q 19. Puisque −a < 0 et α ∈]0, 1[, le réel m = αf(−a) est dans
]

−e−1, 0
[

. Donc,

xex 6 −αae−a ⇔ f(x) 6 αf(a) ⇔ V(αf(−a)) 6 x 6 W(αf(−a))

⇔
a+W(αf(−a))

ln(p)
6 r 6

a+ V(αf(−a))

ln(p)
(car ln(p) < 0)

On note que l’entier r = 1 vérifie la condition (II.2) car dans ce cas, P(X > 2) = 0 6 1− α.

Donc, l’intervalle

[

a+W(αf(−a))

ln(p)
,
a+ V(αf(−a))

ln(p)

]

contient l’entier 1. Mais alors, il existe un plus grand entier r tel que

la condition (II.2) soit vérifiée à savoir le plus grand entier inférieur ou égal à
a+ V(αf(−a))

ln(p)
.

Q 20. D’après la question précédente, rmax =

⌊

a+ V(αf(−a))

ln(p)

⌋

.

III - Développement en série entière

III.A - Le théorème binomial d’Abel

Q 21. Pour tout k ∈ J0, nK, deg (Ak) = k. Donc, (Ak)06k6n est une famille de polynômes tous nuls de Cn[X], de degrés deux
à deux distincts. Donc, (Ak)06k6n est une famille libre de Cn[X]. De plus, card (Ak)06k6n = n+ 1 = dim (Cn[X]) < +∞.
Donc, (Ak)06k6n est une base de Cn[X].

Q 22. Soit k ∈ J1, nK.

A ′

k =
1

k!

(

(X− ka)k−1 + (k− 1)X(X − ka)k−2
)

=
1

k!
(X− ka)k−2(kX− ka) =

1

(k − 1)!
(X− a)((X − a) − (k − 1)a)k−2

= Ak−1(X− a).

Q 23. Soit (k, j) ∈ J0, nK2. Puisque deg (Ak) = k, si j > k, A
(j)
k (ja) = 0. Si j 6 k, par récurrence finie sur j, A

(j)
k =

Ak−j(X− ja).

En particulier, A
(k)
k = A0(X− ka) = 1 et si j < k, A

(j)
k (ja) = Ak−j(ja− ja) = Ak−j(0) = 0 car k − j > 0.
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Q 24. Ainsi, pour tout (k, j) ∈ J0, nK, A
(j)
k (ja) = δk,j. Soit P =

n∑

k=0

αkAk ∈ Cn[X]. Pour tout j ∈ J0, nK,

P(j)(ja) =

n∑

k=0

αkA
(j)
k (ja) =

n∑

k=0

αkδk,j = αj.

Donc, pour tout P ∈ Cn[X], P =

n∑

k=0

P(k)(a)(ka)Ak.

Q 25. Soient y ∈ C puis P = (X + y)n. Pour tout k ∈ J0, nK, P(k) =
n!

(n − k)!
(X + y)n−k puis P(k)(ka) =

n!

(n − k)!
(y +

ka)n−k. D’après la question précédente,

P = (X+ y)n =

n∑

k=0

P(k)(ka)Ak =
n!

(n − 0)!
(y+ ka)n−0(y+ 0)n +

n∑

k=1

n!

(n− k)!
(y+ ka)n−k × 1

k!
X(X − ka)k−1

= yn +

n∑

k=1

(

n

k

)

(y+ ka)n−kX(X − ka)n−1.

Ainsi, ∀(a, x, y) ∈ C3, ∀n ∈ N∗, (x+ y)n = yn +

n∑

k=1

(

n

k

)

x(x− ka)k−1(y+ ka)n−k.

Q 26. L’égalité est immédiate quand n = 1 (avec la convention y0 = 1). Dorénavant, n > 2.

En dérivant, on obtient n(X+y)n−1 =

n∑

k=1

(

n

k

)

(y+ka)n−k(X− ka)k−1+

n∑

k=2

(

n

k

)

(k− 1)(y+ ka)n−kX(X− ka)k−2 puis

en évaluant en 0, on obtient nyn−1 =

n∑

k=1

(

n

k

)

(−ka)k−1(y+ ka)n−k.

III.B - Développement en série entière de la fonction W

Q 27. D’après la formule de Stirling,

|an| =
nn−1

n!
∼

n→+∞

( e

n

)n 1√
2πn

nn−1 =
1√

2πn
3

2

en.

Donc, si pour n ∈ N∗, on pose bn =
en

n
3

2

, alors Ra = Rb. Ensuite,

∣

∣

∣

∣

bn+1

bn

∣

∣

∣

∣

=

(

n + 1

n

)− 3

2

e ∼
n→+∞

e.

D’après la règle de d’Alembert, Ra = Rb =
1

e
.

Q 28. La somme d’une série entière est de classe C∞ sur son intervalle ouvert de convergence et ses dérivées successives
s’obtiennent par dérivation terme à terme. Donc la fonction S est de classe C∞ sur

]

−e−1, e−1
[

. On sait de plus que pour

tout n ∈ N, S(n)(0) = n!an = (−n)n−1.

Q 29. Pour n ∈ N∗ et x ∈
[

−e−1, e−1
]

, posons fn(x) = anx
n de sorte que S =

+∞∑

n=1

fn. Soit n ∈ N∗. Pour tout

x ∈
[

−e−1, e−1
]

,

|fn(x)| = |an| |x|
n
6

|an|

en
,

avec égalité effectivement obtenue pour x =
1

e
. Donc , pour tout n ∈ N∗, ‖fn‖∞,[−e−1,e−1] =

|an|

en
. Puisque

|an|

en
∼

n→+∞

1√
2πn

3

2

(série de Riemann d’exposant α =
3

2
> 1), la série de terme général ‖fn‖∞,[−e−1,e−1] converge. Mais alors la

série de fonctions de terme général fn, n ∈ N∗, converge normalement et en particulier uniformément et simplement vers
S sur

[

−e−1, e−1
]

. Puisque chaque fonction fn, n ∈ N∗, est définie et continue sur
[

−e−1, e−1
]

, la fonction S est définie

et continue sur
[

−e−1, e−1
]

.
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Q 30. Pour x ∈
]

−e−1, e−1
[

, en posant a0 = 1,

x(1+ S(x))S ′(x) = x

(

1+

+∞∑

n=1

anx
n

)

+∞∑

n=1

nanx
n−1 =

+∞∑

n=0

anx
n ×

+∞∑

n=0

nanx
n

=

+∞∑

n=0

(

n∑

k=0

(n − k)akan−k

)

xn

(produit de Cauchy de 2 séries entières sur l’intervalle ouvert de convergence)

=

+∞∑

n=1

(

n−1∑

k=0

(n − k)akan−k

)

xn.

Ensuite,

1−1∑

k=0

(1− k)aka1−k = a1 et pour n > 2,

n−1∑

k=0

(n − k)akan−k = n
(−n)n−1

n!
+

n−1∑

k=1

(n − k)
(−k)k−1

k!

(−(n − k))n−k−1

(n− k)!

=
1

n!

(

n(−n)n−1 −

n−1∑

k=1

(

n

k

)

(−k)k−1(−n+ k)n−k

)

=
1

n!

(

n(−n)n−1 −
(

n(−n)n−1 − (−n)n−1
))

(d’après Q26 appliquée avec a = 1 et y = −n)

=
(−n)n−1

n!
= an.

Finalement, pour tout x de
]

−e−1, e−1
[

,

x(1+ S(x))S ′(x) =

+∞∑

n=1

anx
n = S(x).

Q 31. h est dérivable sur
]

−e−1, e−1
[

et pour x ∈
]

−e−1, e−1
[

,

xh ′(x) = x(1+ S(x))S ′(x)eS(x) = S(x)eS(x) = h(x).

Donc, la fonction h est solution sur
]

−e−1, e−1
[

de l’équation différentielle xy ′ − y = 0 (E).

Q 32. Soit I l’un des deux intervalles
]

−e−1, 0
[

ou
]

0, e−1
[

. Sur I, l’équation (E) s’écrit y ′ −
1

x
y = 0. Puisque la fonction

x 7→ −
1

x
est continue sur I, les solutions réelles de (E) sur I constituent un R-espace vectoriel de dimension 1. La fonction

x 7→ x est une solution non nulle de (E) sur I et donc les solutions de (E) sur I sont les fonctions de la forme x 7→ λx,
λ ∈ R.

Soit f une solution de (E) sur
]

−e−1, e−1
[

(il en existe au moins une à savoir la fonction nulle). Nécessairement, il existe

(λ1, λ2) ∈ R2 tel que, pour tout x ∈
]

−e−1, e−1
[

, f(x) =






λ1x si x < 0
0 si x = 0

λ2 si x > 0
=

{
λ1x si x < 0
λ2 si x > 0

.

Ensuite, si λ1 6= λ2, f n’est pas dérivable en 0 (car f ′g(0) = λ1 6= λ2 = f ′d(0)) et n’est pas solution de (E) sur
]

−e−1, e−1
[

.

Donc, nécessairement, il existe un réel λ tel que pour tout x ∈
]

−e−1, e−1
[

, f(x) = λx. Réciproquement, une telle fonction

est solution de (E) sur
]

−e−1, e−1
[

. Donc, les solutions de (E) sur
]

−e−1, e−1
[

sont les fonctions de la forme x 7→ λx,
λ ∈ R.

Q 33. Ainsi, il existe un réel λ tel que, pour tout x ∈
]

−e−1, e−1
[

, h(x) = λx. De plus, λ = h ′(0) = S ′(0)eS(0) = a1e
0 = 1

et donc λ = 1. On a montré que

∀x ∈
]

−e−1, e−1
[

, f(S(x)) = S(x)eS(x) = x.

Soit x ∈
]

−e−1, e−1
[

.

• Si x > 0, on sait d’après la question Q9 que l’équation f(y) = x admet une solution et une seule à savoir y0 = W(x).
Donc, si x ∈

[

0, e−1
[

, S(x) = W(x).
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• Si x ∈
]

−e−1, 0
[

L’équation f(y) = x admet deux solutions distinctes à savoir y1 = V(x) < −1 et y2 = W(x) > −1.

Vérifions alors que pour x ∈
]

−e−1, 0
[

, on a S(x) > −1.

Puisque x < 0, −S(x) = −

+∞∑

n=1

(−n)n−1

n!
xn =

+∞∑

n=1

nn−1

n!
(−x)n > 0 ou encore S(x) < 0 et de même

S ′(x) =

+∞∑

n=1

(−n)n−1

n!
nxn−1 =

+∞∑

n=1

nn−1

n!
n(−x)n−1 > 0. Mais alors,

1+ S(x) =
S(x)

xS ′(x)
> 0

et donc S(x) > −1. Dans ce cas aussi, S(x) = W(x).

On a montré que pour tout x ∈
]

−e−1, e−1
[

, S(x) = W(x).

Q 34. Le résultat reste vrai sur
[

−e−1, e−1
]

par continuité de S et W en −e−1 et e−1. Donc,

∀x ∈
[

−e−1, e−1
]

, W(x) =

+∞∑

n=1

(−n)n−1

n!
xn.

IV - Approximation de W

Q 35. Soit x > 0. φx(W(x)) = xexp
(

−xe−W(x)
)

. Ensuite, W(x)eW(x) = x et donc xe−W(x) = W(x) puis

φx(W(x)) = xexp
(

−xe−W(x)
)

= xexp(−W(x)) = W(x).

Q 36. Soit x > 0. La fonction t 7→ φx(t) = x exp(−xexp(−t)) est de classe C2 sur R en vertu de théorèmes généraux et
pour tout réel t,

φ ′

x(t) = x2e−texp(−xexp(−t)) = −x
(

−xe−t
)

exp
(

−xe−t
)

= −xf
(

−xe−t
)

.

Donc, d’une part, pour tout réel t, φ ′

x(t) = x2e−texp(−xexp(−t)) > 0 et d’autre part, puisque f (−xe−t) > −e−1, on en

déduit que, puisque −x 6 0, pour tout réel t, φ ′

x(t) 6 (−x)

(

−
1

e

)

=
x

e
. On a montré que

∀t ∈ R, 0 6 φ ′

x(t) 6
x

e
.

Q 37. Soit x ∈ [0, e]. Soit n ∈ N. D’après l’inégalité des accroissements finis,

|wn+1(x) −W(x)| = |φx (wn(x)) − φx(W(x))| 6 sup
t∈R

|φ ′

x(t)| |wn(x) −W(x)| 6
x

e
|wn(x) −W(x)| .

Mais alors, par récurrence, pour tout n ∈ N, |wn(x) −W(x)| 6
(x

e

)n

|w0(x) −W(x)| =
(x

e

)n

|1−W(x)|.

Q 38. Soit a ∈]0, e[. Pour n ∈ N et x ∈ [0, a], |wn(x) −W(x)| 6

(a

e

)n

‖1−W‖
∞,[0,a] puis ‖wn −W‖

∞,[0,a] 6
(a

e

)n

‖1−W‖
∞,[0,a]. Puisque 0 <

a

e
< 1, lim

n→+∞

(a

e

)n

‖1−W‖
∞,[0,a] = 0 et donc lim

n→+∞

‖wn −W‖
∞,[0,a] = 0. Ceci

montre que la suite de fonctions (wn)n∈N
converge uniformément vers W sur [0, a].

Q 39. Soit ε > 0. f(1) = e avec 1 > −1 et donc W(e) = 1. La fonction W est continue en e d’après la question Q2 et donc
il existe a ∈]0, e[ tel que, pour tout x ∈ [a, e], |1−W(x)| = |W(e) −W(x)| 6 ε. a est ainsi dorénavant fixé.

Puisque la suite (wn)n∈N
converge uniformément vers W sur [0, a], il existe n0 ∈ N tel que, pour tout n > n0 et tout x

de [0, a], |wn(x) −W(x)| 6 ε.

Soit n > n0. Pour x ∈ [0, a], |wn(x) −W(x)| 6 ε et pour x ∈ [a, e],

|wn(x) −W(x)| 6
(x

e

)n

|1−W(x)| 6 |1−W(x)| 6 ε.

On a montré que : ∀ε > 0, ∃α > 0/ ∀n ∈ N, ∀x ∈ [0, a], (n > n0 ⇒ |wn(x) −W(x)| 6 ε) et donc la suite (Wn)n∈N

converge uniformément vers la fonction W sur [0, e].
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