SESSION 2020

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 1. FILIERE PSI

I - Cas de la loi de POISSON

LA -

Q 1. Les variables Xj, ...

D’aprés le lemme des coalitions, les variables S,, = X; +..
—1/2

(—t/2)"e

Q 2. Soit t € R. Puisque P (X; =n)t" = .y

série de terme général P (X;

n—-+oo

, Xn+1, sont mutuellement indépendantes et ([1,n],{n + 1}) est une partition de [1,n + 1].
.+ Xn et X417 sont indépendantes.

o (—2) d’arés un théoréme de croissances comparées, la
n

=mn)t" converge. De plus, pour t € R,

+oo “+oo _ “+oo n
1/2 12 1 1 t
Gx, (1) =) P(X;=n)t" Z e tt=e T ) — (3
n=0 n=0 n=0
= e_% X e% = etzl
Q 3. Puisque les variables X1, ..., Xy, sont mutuellement indépendantes et de mémes lois, Gs, = H Gx, = (Gx,)
Q 4. S, (Q) = N. Ensuite, pour tout réel t,
nyk .
t— n n nt n © ] t K © (_) 6_7
Gs, (t) = (e 21) —e 2e2 =e 2 X i (%) = 2 W
k=0 k=0
n\k
(3) <
Par unicité des coefficients d’une série entiére, on en déduit que : Vk € N, P (S,, = k) = 2 o . Donc S, suit la loi
de POISSON de paramétre %
I.B -
Q 5. Soit n € N*.
n\k .
zn 2n+oo 2n+oo (z) e 2
'f=] P =n!|— P =k)=n!|—
n <n) (Sh>n)=n <n> Z (Sn J=n (n) Z o
k=n+1 k=n+1
ny k
ey () @ oy (2)“*“
B \n kK k! \2
k=n-+1 k=n-+1
"t n! ny! L=k
—e 2 = t 1=
e 2 ) (2) (en posan n)
. nlnk <1)k
=e 2 ' z
= (n+%)!
Q 6. Soit (n, k) € (N*)?.
nink m+1...(n+k) :
(m+k)! m+k)
et
nink nk S nk n \*
Mm+k)! Mm+1)...m+k)~ m+k)...n+k) (n+k> '
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n )k nink
ST

(0] tré tout keN*z, —
n a montré que pour tout (n,k) € (N*) (n—l—k

< —— <1
n+ k)!

NS /1\*
Q 7. Soit k € N*. Pour tout x € [0,4+oo[, [ur(x)| = (1 +kx)™* <—) < <§> avec égalité effectivement obtenue pour

1\ K
x = 0. Donc, [[u|lo, 0,400 = (E) .

1\ ¥
Puisque la série de terme général (E) , k € N*, converge, la série de fonctions de terme général u, k € N*| converge

normalement sur [0, +ool.

+oo

Q 8. Posons U = Z Ui. La série de fonctions de terme général uy, k € N*, converge normalement sur [0,+oo[ et en
k=1

particulier simplement sur [0, +oo[. Donc, U est définie sur [0, +ool.

+o0 k —k 1 k 1
Par suite, pour tout n € N*, ]; (1 + E) (z) =Uu (E) existe dans R.

La série de fonctions de terme général uy, k € N*  converge normalement et donc uniformément vers U sur [0, +ool.
Puisque chaque fonction uy est continue sur [0, +00l, il en est de méme de la fonction U. En particulier, la fonction U est
continue en 0 et donc

too —k k +oo k
: K 1 . N ne 1
n e 2 <1 * ;) <z) = AU (;) = U= (z) =3%

=1.
Q 9. D’apres les questions Q5 et Q6, pour tout n € N*|

+o0 k —k 1 k +oo n k 1 k - 2 n +
2(00) () L5 () =ne (5) viseoms

k=1 1

8

B

Les deux membres de 'encadrement tendent vers 1 et donc liIJIrl nle? <—> P(Sn >n) =1 d’aprés le théoréme des
n—+oo n

~
Il

, e 3 /m\n
gendarmes. Ceci montre que P (S, >n) ~ (—) )
n—too mMl! 2

(&) 3 == (F) = .m0((X)).

Q 10. D’aprés la formule de STIRLING,

n
_n n
(_) ~ e
n! 2 1—-+o0
\/E

2,7...
awe<:0<7<1car2%:’T

e

[NE]

<1

IT - Quelques résultats sur les matrices
II.A -

Q 11. Posons A = (ai»i)lgi,jgn' Soit x = (Xi)1¢icn

> 0. Pour tout i € [1,n],
n
(Ax)i =) aijx; =0
=1
et donc Ax > 0. Si de plus x # 0, il existe jo € [1,n] tel que xj, > 0. Mais alors, pour tout i € [1,n],
n
(Ax)i = ) @i X > @ijexjo > 0.
j=1
Dans ce cas, Ax > 0.
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Q 12. Pour tout k € N*, posons A = (a.(k.)) . Montrons par récurrence que pour tout k € N*, Ak > 0.
1<i,j<n

e Le résultat est vrai quand k = 1.
e Soit k > 1. Supposons A* > 0. Pour tout (i,j) € [1,n]?,

n
Z a; au ,j > 0 (par hypothése de récurrence).

u=1

k+1

Donc, A1 > 0.
On a montré par récurrence que pour tout k € N*, A* > 0.

Q 13. Si 0 est 'unique valeur propre de A dans C, alors xa = X™. Mais alors, d’aprés le théoréme de CAYKEY-HAMILTON,
A™ =0 ce qui contredit A™ > 0. Donc, A admet au moins une valeur propre non nulle ou encore p(A) > 0.

1 A A Al
Ensuite, on sait que Sp (—A) = {— A € Sp (A)} Pour tout A € Sp(A), —‘ = —— < 1 avec égalité
“\oA) p(A) " " Pe S Te)] T el ¢
1
effectivement obtenue pour une valeur propre Ag de A telle que [Ao| = p(A). Ceci montre que p mA =1

Q 14. Puisque A est diagonalisable, il existe P € GL,(C) et D = diag (A1,...,An) € Zn(C) telles que A = PDP~'. Pour
tout k € N*, A* = PD¥P~! = P diag (Ak,...,AK) P~
Pour tout i € [1,n], Ai| < p(A) < 1 et donc lim AF = 0. Par suite, lim D" =0.

—+00

k—-+o0
Maintenant, application f : M +— PMP~! est un endomorphisme de .#;,(C) qui est de dimension finie sur C. Donc,
Papplication f est continue sur .#;, (C). On en déduit que

lim A* = lim f(Dk)zf( lim Dk> =f(0) = 0.

k—+o0 k—+o00 k—+o00
II.B -
Q 15. Ensuite, pour tout i € [[1,n], puisque Ax = Ax et que [A| =1,

n n
Ixle = xal = ATl = 1) = | Y aix| < Y aiy bl = (ARl
j=1 j=1
Ceci montre que Alx| > [x].
Q 16. Supposons Alx| > |x|. En particulier, A|x| > 0 ou encore pour tout i € [1,n], (Alx|); >0

Al > x| = Alx| — x| > 0 = A(Alx| — |x]) > 0 d’aprés la question Q11. Par suite, A%|x| > Alx| ou encore pour tout
ie[1,n], (A%x]), > (AX]);.

1 (A2Ix]), — (Alx]i
Soit ¢ = =Min L
2 (Alx])i

(A2|x| A\x\) > ¢(Alx|); ou encore AZ%|x| — Alx| > eAlx|.

, 1<i< n;p. ¢ est un réel strictement positif et par construction, pour tout i € [1,n],

Q 17. B est aussi une matrice strictement positive. Montrons par récurrence que pour tout k € N*, BXA|x| > Alx/|.

1 1
e BA|x| = TAZ\X\ > r( + e)Alx| = Alx|. L’inégalité est vraie quand k = 1.

e Soit k > 1. Supposons B¥A|x| > Alx|. Puisque |x| est positif, A|x| est positif d’aprés Q11. Puisque B est positive,

B*¥*TAlx| = BB*A|x| > BAJx| > Alx|.

On a montré par récurrence que pour tout k € N*, BKA|x| > Alx].

p(A) = —— < 1. D’aprés le résultat admis par Pénoncé, lim B* = 0.

18. p(B) =
Q p(B) 1+¢ 1+e¢ k—+oo

Q 19. L’application M — MA|x| est continue sur .#;, (C) car linéaire. Puisque klim B* =0, on en déduit que
—+00

khm B*Alx| = 0. Puisque pour tout k € N, BKA|x| > Alx| > 0, quand k tend vers +o0, on obtient Alx| = 0.
—+00
Ceci contredit le fait que Alx| > 0 et donc Alx| = [x|.

Alnsi, |x| est un vecteur non nul tel que Alx| = [x| et donc 1 est valeur propre de A (et |x| est un vecteur propre associé).
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I11.C -

Q 20. x désigne le vecteur des questions précédentes. On a |x| > 0 et x # 0. Donc, [x| = Alx| > 0 d’aprés la question Q11.
Ainsi, A admet une vecteur propre strictement positif associé a la valeur propre 1.

Q 21. Soient A une valeur propre de module 1 puis x = (xi); <ign U vecteur propre associé. Alors, d’aprés la question

précédente, Ax = Ax et Alx| = |x|. Donc

n

X1l = Ax1] = Za1,jxj < Zal,j il = Ix1l.

j=1 j=1

On est dans un cas d’égalité de I'inégalité triangulaire. D’aprés le résultat admis par 1'énoncé, les nombres aj jx; étant
tous non nuls car |x| > 0, il existe (A1,...,An) € [0,400[" tel que, pour tout j € [1,n], aijx; = Ajaq,1x1 et donc

a1 ai, i . ai, i a1 N
X = X1 (?\1, — .. An ) Mais alors, le vecteur x’ = (7\1,)\2 y--+-yAn—— | est un vecteur propre associé a la
a2 a1 n a2 a1n
. L . s / L . o (AX/)io
valeur propre A qui est réel positif. L'une de ses composantes x{ est un réel strictement positif et donc A = ; est
X!

1o
un réel positif. Puisque |A| = 1, on en déduit que A = 1.

Q 22. Soit x = (xi)1¢;<, un vecteur propre strictement positif associé a la valeur propre 1. Soit y = (yi);¢;<, un vecteur
propre associé a la valeur propre 1.

Le vecteur z = —y1x+x1y est encore un élément du sous-espace vectoriel Ej(A). Les questions précédentes montrent que
si z # 0, alors |z| > 0. Mais ceci est faux car la premiére composante de z est nulle. Donc, z = 0 puis (x,y) est liée puis
y € Vect(x). Ainsi, E1(A) C Vect(x) puis Ej(A) = Vect(x).

On a montré que dim (Ker (A —1,)) =1.
Q 23. La proposition 1 a été établie dans le cas ou p(A) = 1 (en particulier, T = p(A) est une valeur propre dominante

1 1
de A). Soit A une matrice strictement positive. D’aprés Q13, p(A) > 0 et p <—A) =1 (et ——A est strictement

p(A) p(A)
positive). La proposition 1 s’applique donc a la matrice (A A.
On rappelle que S < 1 A> { A AES(A)}O aussi Sp(A) {Ap(A)?\ES ( 1 A)}]est ale opre
n rappelle que Sp | —— =q—— p u aussi Sp = pl—— . valeur propr
p(A) p(A)’ ’ p(A)
1
de oA A et donc p(A) =1 x p(A) est valeur propre (dominante) de A. Ensuite, Ker <mA — In> = Ker (A —p(A)ln)

et donc Ker (A — p(A)l,) est de dimension 1 et est engendré par un vecteur strictement positif. La proposition 1 est
démontrée.

II.D -

. 1 pY 1T \P py A PY
Q24.Pourtoutp€N,<mA> _<m> A _<m>

D’aprés la proposition 1, puisque A est strictement positive et que A € Sp(A) \ {p(A)}, IA| < p(A) puis

. A N 1 P

1 P 1 P
25. D’autre part, si Y € Ker (A — p(A)In), pour tout p € N*, [ ——=A | Y=Y puis i —A| Y=Y
Q utre part, si r (A — p(A)Ly), pour tout p (p(A) ) pui p;g1m<p(A) >

‘ < 1. Donc,

A
p(A)

Soit Y un vecteur positif. Puisque A est diagonalisable, E = @ EA(A), en notant Aq, ..., Ag les valeurs propres deux
AESP(A)

a distinctes de A ot A; = p(A), On peut écrire le vecteur Y sous la forme Y = X; + ...+ Xy ou pour tout i € [1,K],

Xi € Ex, (A). D’apres ce qui préceéde,

. 1 v . 1 v
o () Y= () =
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ou X7 est le projeté de Y sur E,(a(A) parallelement & @E)\(A).
Aes
P

Ensuite, Y est positif et donc pour tout p € N*| (mA Y est positif (ou encore toutes les composantes de ce vecteur

sont positives). Quand p tend vers +oo, on obtient X; > 0. Si X7 # 0, X; est un vecteur propre positif associé a la valeur
propre dominante p(A). On sait qu'un tel vecteur est strictement positif.

II.E -
Q 26. On sait que A est triangulable dans C. A est donc semblable & une matrice triangulaire T ayant le méme polynéme
caractéristique que A. Les coefficients diagonaux de T sont les valeurs propres A1, ..., A, de A, chaque valeur propre

apparaissant un nombre de fois égal & son ordre multiplicité. Mais alors, pour tout k € N*, AK est semblable a T*, les
coefficients diagonaux de T* étant A¥, ..., Ak.

Q 27. On pose Spc(A) = (A1y...,An) ot de plus Ay = p(A) de sorte que pour i > 2, Ai] < p(A) = Ag.

Tr (ARH) _ NS L AR . v o)
Tr (A¥) A FAE koreo AR '
) Ty (Ak+1)
On a montré que lim ————= = p(A).

k—+oo IT (Ak)

IIT - Une inégalité pour les chaines de M ARKOV
IIT1. A - Justification de l’existence des lois (T1,)

Q 28. Soit . € N. Soit i € [0, N]. Puisqu’une probabilité conditionnelle est une probabilité et que ({Xn 1 = j})ogjgN est
un systéme complet d’événements (1’énoncé semble dire implicitement que P (X;, = 1) # 0),

n>1

N N
> iy =D Pxumi (Xt =) =1,
j=0 =0

)

Q 29. Soit n € N*. Soit 1 € [0, N]. D’aprés la formule des probabilités totales,

N
(Mas1)y =P Xng1 =1) =) P(Xn =]) X Px=j (Xns1 = 1)

Donc, 1 = Q'TT,,.

. —1 . . .
Q 30. On en déduit que pour n € N*, T, = (QT)n T ot de plus la matrice de QT est constante quand n varie. La
lois de X7 détermine donc entiérement les lois de toutes les variables aléatoires X, n € N*.

II1.B - Définition de la fonction de taux A
Q 31. Soit t € R. A(t) est strictement positive et posséde donc une valeur propre y(t) > 0 d’aprés la proposition 1.

1
—— Y™ (t) tend vers Z; (t) est le projeté de Z(t) sur E, o (A(t))
vy
parallélement & la somme des autres sous-espaces propres de A(t). D’aprés le résultat admis a la fin de la question Q25,
Z1(t) est strictement positif.

Q 32. Soit t € R. D’aprés la proposition 2, le vecteur

E t Z1(t) = (z;(t d Ele™) _ 1 EN YMi) = EN (1) + o(1) pui
n posant Z;(t) = (zj(t))y¢;<n- on a donc SO - o 2 ; )niw j:OZJ( )+ o(1) puis
LW (E(e)) = nol In( (t))—i—lln EN z(t)+o(1)| = In(yt)+o(1)
n notee Y n 5 ntoo Y *
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N
car sz (t) > 0.
j=0

I11.C -
Q 33. Fonction puiss2k.

|def puiss2k(A,k):
for i in range(k):
A = np.dot(A,A)
return A

Q 34. La fonction proposée prend en argument une matrice Q, un entier k et un réel t puis calcule la matrice A(t) puis
TY(A(th+‘)
Tr (A(1)2)
A(t) d’aprés la question Q27. On note que 2* tend rapidement vers 4+o0o et donc on obtient une bonne valeur approchée

de A(t) pour k pas trés grand.

. En prenant k assez grand, si la matrice Q est strictement positive, on obtient une valeur approchée de

IT1.D - Une majoration théorique et son interprétation

In (E (etSn»
Q 35. Soit ¢ > 0. La suite de fonctions (t — M) converge uniformément sur [0, +oo[ vers la fonction
n
neN*

1
t — In(y(t)). Dong, il existe ny € N* tel que, pour tout n > ng et tout t € [0, +ool, o In (E (e*5*)) < In(y(t)) + € ou
encore In (E (e*5")) < nln(y(t)) +¢).

Q 36. Soient a > 1, neNette[0,+00[ Sit>0,S, > nam & tS,, > ntam & etS» > e"t9™ Dong, si t > 0,
{Sn = nam} = {e'Sr > em*™} Sit =0, {Sp = nam} C {%~ > €%} (qui est I'événement certain). Dans tous les cas,
{Sn = nam} C {e'Sr > entam},

Soient t € [0,4o00[ et n > ng. La variable etSt est positive et le réel e™te™ est strictement positif. D’aprés I'inégalité de
MARKOV,
tS ntam E (etSn) —ntam n(A(t)+e)
P(Sh =nam) <P (e >e )<ent7am<e e .

Q 37. Soit n > ng. Si P (S, = nam) = 0, 'inégalité est immédiate. On suppose dorénavant que P (S, > nam) > 0.
Pour tout t € [0, +ool, P (Sy > nam) < e™te ntam=At)) oy encore, pour tout t € [0, +-o0l,

1
- In (P (Sn > nam) e_“s) > tam — A(t).

1
Ainsi, le nombre - In (P (S, > nam)e ™) est un majorant de {tam — A(t), t € [0, +oo[}. Puisque A*(am) est le plus

1 .
petit de ces majorants, on en déduit que A*(am) < - In (P (Sy > nam)e ™€) puis que P (S, > nam)e ne L e ™A (am)

et finalement que

P(Sn > nam) < e (AT (am)—e]

Q 38. Si m = 0, 'inégalité précédente n’a aucun intérét. Mais si m = 0, pour tout n € N*, P(S;; > nam) = 1 et donc
P (S, > nam) ne tend pas vers 0.

A (am)

Si m > 0, puisque a > 1, on a encore am > m et donc A*(am) > 0. On prend ¢ = —5 puis ngp en conséquence. On

obtient :

Yn > ng, P(Sh > nam) < e A (am)/2

Donc, P (S > nam) tend trés rapidement vers 0.

La loi faible des grands nombres dit que si (X5 ) est une suite de variables indépendantes (ce qui n’est pas le cas ici), de
S
L m‘ > e) tend vers 0 quand n tend vers +oo. Or,

mémes lois et d’espérance m, alors pour tout ¢ > 0, P <
n
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P(Sn>nam):P(S—“—m>(a—1)m> <P(’S—n—m}>(a—1)m).
n n

De plus, m est environ E (% pour n grand. Donc, le nombre moyen empirique d’erreurs enregistées a chaque instant
fonctionne environ comme dans la loi faible des grands nombres : il tend vers la moyenne théorique.

IIIL.E -

Q 39. Soit i € [1,K]. A* (xi) = Sup{tx; — A(t), t > 0}. Pour chaque t > 0, tx; —?\(t) est une valeur approchée raisonnable

~

de tx; — A(t) puis Max {tjxi —Aty), 1<i< K} est une valeur approchée raisonnable de Max{tjx; —A(t;), 1 <1 <K}

Ensuite, en prenant L grand et les t; suffisamment écartés, Max {tjx; —A(tj), 1 < i< K} est une valeur approchée rai-

~

sonnable de Sup {tx; —A(t), t > 0} et finalement, Max {tjxi —Aty), 1<i< K} est une valeur approchée raisonnable de
Sup {tx; — A(t), t = 0} = A* (x4) (rien ne tient debout).

Q 40. m est le réel tel que pour tout x € R, A*(x) =0 si x < m et A*(x) > 0 si x > m. En analysant le tableau, on peut
estimer que A*(x) cesse d’étre (presque) nul entre 4,70 et 4,75. Donc,

4,7 <m <4,75.

On en déduit encore que 5,17 < 1, 1m < 5,225 et en particulier que 5,15 < 1, 1m < 5, 25. Par suite, la fonction A* étant
bien sfir croissante sur R,

4,1 x 1072 ~ A*(5,5) < A*(1,Tm) < A*(5,25) ~ 5,1 x 1072,
Par suite, pour n > nyp,

P(Sp>1,1m) < e AT (hIm)—e) ¢ gmaxio

en choisissant ¢ trés petit puis ng en conséquence. h =4 semble convenir.
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