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MATHÉMATIQUES 1. FILIERE PSI

I - Cas de la loi de Poisson

I.A -

Q 1. Les variables X1, . . . , Xn+1, sont mutuellement indépendantes et (J1, nK, {n + 1}) est une partition de J1, n + 1K.
D’après le lemme des coalitions, les variables Sn = X1 + . . .+ Xn et Xn+1 sont indépendantes.

Q 2. Soit t ∈ R. Puisque P (X1 = n) tn =
(−t/2)ne−1/2

n!
=

n→+∞

o

(
1

n2

)
d’arès un théorème de croissances comparées, la

série de terme général P (X1 = n) tn converge. De plus, pour t ∈ R,

GX1
(t) =

+∞∑

n=0

P (X1 = n) tn =

+∞∑

n=0

(−1/2)ne−1/2

n!
tn = e−

1

2

+∞∑

n=0

1

n!

(
−
t

2

)n

= e−
1

2 × e
t

2 = e
t−1

2 .

Q 3. Puisque les variables X1, . . . , Xn, sont mutuellement indépendantes et de mêmes lois, GSn
=

n∏

k=1

GXk
= (GX1

)
n
.

Q 4. Sn(Ω) = N. Ensuite, pour tout réel t,

GSn
(t) =

(
e

t−1

2

)n
= e−

n

2 e
nt

2 = e−
n

2 ×
+∞∑

k=0

1

k!

(
nt

2

)k

=

+∞∑

k=0

(n
2

)k
e−

n

2

k!
.

Par unicité des coefficients d’une série entière, on en déduit que : ∀k ∈ N, P (Sn = k) =

(n
2

)k
e−

n

2

k!
. Donc Sn suit la loi

de Poisson de paramètre
n

2
.

I.B -

Q 5. Soit n ∈ N∗.

n!

(
2

n

)n

P (Sn > n) = n!

(
2

n

)n +∞∑

k=n+1

P (Sn = k) = n!

(
2

n

)n +∞∑

k=n+1

(n
2

)k
e−

n

2

k!

= e−
n

2

+∞∑

k=n+1

n!

(
2

n

)n

(n
2

)k

k!
= e−

n

2

+∞∑

k=n+1

n!

k!

(n
2

)k−n

= e−
n

2

+∞∑

l=1

n!

(n + l)!

(n
2

)l
(en posant l = k− n)

= e−
n

2

+∞∑

k=1

n!nk

(n + k)!

(
1

2

)k

Q 6. Soit (n, k) ∈ (N∗)
2
.

n!nk

(n + k)!
6

n!(n+ 1) . . . (n + k)

(n + k)!
= 1

et

n!nk

(n + k)!
=

nk

(n + 1) . . . (n + k)
>

nk

(n + k) . . . (n + k)
=

(
n

n + k

)k

.
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On a montré que pour tout (n, k) ∈ (N∗)
2,

(
n

n + k

)k

6
n!nk

(n + k)!
6 1.

Q 7. Soit k ∈ N∗. Pour tout x ∈ [0,+∞[, |uk(x)| = (1 + kx)−k

(
1

2

)k

6

(
1

2

)k

avec égalité effectivement obtenue pour

x = 0. Donc, ‖uk‖∞,[0,+∞[ =

(
1

2

)k

.

Puisque la série de terme général

(
1

2

)k

, k ∈ N∗, converge, la série de fonctions de terme général uk, k ∈ N∗, converge

normalement sur [0,+∞[.

Q 8. Posons U =

+∞∑

k=1

uk. La série de fonctions de terme général uk, k ∈ N∗, converge normalement sur [0,+∞[ et en

particulier simplement sur [0,+∞[. Donc, U est définie sur [0,+∞[.

Par suite, pour tout n ∈ N∗,

+∞∑

k=1

(
1+

k

n

)−k(
1

2

)k

= U

(
1

n

)
existe dans R.

La série de fonctions de terme général uk, k ∈ N∗, converge normalement et donc uniformément vers U sur [0,+∞[.
Puisque chaque fonction uk est continue sur [0,+∞[, il en est de même de la fonction U. En particulier, la fonction U est
continue en 0 et donc

lim
n→+∞

+∞∑

k=1

(
1+

k

n

)−k(
1

2

)k

= lim
n→+∞

U

(
1

n

)
= U(0) =

+∞∑

k=1

(
1

2

)k

=
1

2
× 1

1−
1

2

= 1.

Q 9. D’après les questions Q5 et Q6, pour tout n ∈ N
∗,

+∞∑

k=1

(
1+

k

n

)−k(
1

2

)k

=

+∞∑

k=1

(
n

n+ k

)k(
1

2

)k

6 n!e
n

2

(
2

n

)n

P (Sn > n) 6

+∞∑

k=1

(
1

2

)k

= 1.

Les deux membres de l’encadrement tendent vers 1 et donc lim
n→+∞

n!e
n

2

(
2

n

)n

P (Sn > n) = 1 d’après le théorème des

gendarmes. Ceci montre que P (Sn > n) ∼
n→+∞

e−
n

2

n!

(n
2

)n
.

Q 10. D’après la formule de Stirling,

e−
n

2

n!

(n
2

)n
∼

n→+∞

e−
n

2

( e
n

)n (n
2

)n 1√
2πn

=

(√
e

2

)n
1√
2πn

=
n→+∞

O

((√
e

2

)n)
,

avec 0 <

√
e

2
< 1 car

e

22
=

2, 7 . . .

4
< 1.

II - Quelques résultats sur les matrices

II.A -

Q 11. Posons A = (ai,j)16i,j6n
. Soit x = (xi)16i6n > 0. Pour tout i ∈ J1, nK,

(Ax)i =

n∑

j=1

ai,jxj > 0

et donc Ax > 0. Si de plus x 6= 0, il existe j0 ∈ J1, nK tel que xj0 > 0. Mais alors, pour tout i ∈ J1, nK,

(Ax)i =

n∑

j=1

ai,jxj > ai,j0xj0 > 0.

Dans ce cas, Ax > 0.
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Q 12. Pour tout k ∈ N∗, posons Ak =
(
a
(k)
i,j

)
16i,j6n

. Montrons par récurrence que pour tout k ∈ N∗, Ak > 0.

• Le résultat est vrai quand k = 1.
• Soit k > 1. Supposons Ak > 0. Pour tout (i, j) ∈ J1, nK2,

a
(k+1)
i,j =

n∑

u=1

a
(k)
i,uau,j > 0 (par hypothèse de récurrence).

Donc, Ak+1 > 0.

On a montré par récurrence que pour tout k ∈ N∗, Ak > 0.

Q 13. Si 0 est l’unique valeur propre de A dans C, alors χA = Xn. Mais alors, d’après le théorème de Caykey-Hamilton,
An = 0 ce qui contredit An > 0. Donc, A admet au moins une valeur propre non nulle ou encore ρ(A) > 0.

Ensuite, on sait que SpC

(
1

ρ(A)
A

)
=

{
λ

ρ(A)
, λ ∈ SpC(A)

}
. Pour tout λ ∈ SpC(A),

∣∣∣∣
λ

ρ(A)

∣∣∣∣ =
|λ|

ρ(A)
6 1 avec égalité

effectivement obtenue pour une valeur propre λ0 de A telle que |λ0| = ρ(A). Ceci montre que ρ

(
1

ρ(A)
A

)
= 1.

Q 14. Puisque A est diagonalisable, il existe P ∈ GLn(C) et D = diag (λ1, . . . , λn) ∈ Dn(C) telles que A = PDP−1. Pour
tout k ∈ N∗, Ak = PDkP−1 = P diag

(
λk1 , . . . , λ

k
n

)
P−1.

Pour tout i ∈ J1, nK, |λi| 6 ρ(A) < 1 et donc lim
k→+∞

λki = 0. Par suite, lim
k→+∞

Dk = 0.

Maintenant, l’application f : M 7→ PMP−1 est un endomorphisme de Mn(C) qui est de dimension finie sur C. Donc,
l’application f est continue sur Mn(C). On en déduit que

lim
k→+∞

Ak = lim
k→+∞

f
(
Dk
)
= f

(
lim

k→+∞

Dk

)
= f(0) = 0.

II.B -

Q 15. Ensuite, pour tout i ∈ J1, nK, puisque Ax = λx et que |λ| = 1,

|x|i = |xi| = |λ| |xi| = |(λx)i| =

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

ai,jxj

∣∣∣∣∣∣
6

n∑

j=1

ai,j |xj| = (A|x|)i.

Ceci montre que A|x| > |x|.

Q 16. Supposons A|x| > |x|. En particulier, A|x| > 0 ou encore pour tout i ∈ J1, nK, (A|x|)i > 0.
A|x| > |x| ⇒ A|x| − |x| > 0 ⇒ A(A|x| − |x|) > 0 d’après la question Q11. Par suite, A2|x| > A|x| ou encore pour tout
i ∈ J1, nK,

(
A2|x|

)
i
> (A|x|)i.

Soit ε =
1

2
Min

{(
A2|x|

)
i
− (A|x|)i

(A|x|)i
, 1 6 i 6 n

}

. ε est un réel strictement positif et par construction, pour tout i ∈ J1, nK,

(
A2|x|− A|x|

)
i
> ε(A|x|)i ou encore A2|x|−A|x| > εA|x|.

Q 17. B est aussi une matrice strictement positive. Montrons par récurrence que pour tout k ∈ N∗, BkA|x| > A|x|.

• BA|x| =
1

1+ ε
A2|x| >

1

1+ ε
(1+ ε)A|x| = A|x|. L’inégalité est vraie quand k = 1.

• Soit k > 1. Supposons BkA|x| > A|x|. Puisque |x| est positif, A|x| est positif d’après Q11. Puisque B est positive,

Bk+1A|x| = BBkA|x| > BA|x| > A|x|.

On a montré par récurrence que pour tout k ∈ N∗, BkA|x| > A|x|.

Q 18. ρ(B) =
1

1+ ε
ρ(A) =

1

1+ ε
< 1. D’après le résultat admis par l’énoncé, lim

k→+∞

Bk = 0.

Q 19. L’application M 7→ MA|x| est continue sur Mn(C) car linéaire. Puisque lim
k→+∞

Bk = 0, on en déduit que

lim
k→+∞

BkA|x| = 0. Puisque pour tout k ∈ N, BkA|x| > A|x| > 0, quand k tend vers +∞, on obtient A|x| = 0.

Ceci contredit le fait que A|x| > 0 et donc A|x| = |x|.

Ainsi, |x| est un vecteur non nul tel que A|x| = |x| et donc 1 est valeur propre de A (et |x| est un vecteur propre associé).
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II.C -

Q 20. x désigne le vecteur des questions précédentes. On a |x| > 0 et x 6= 0. Donc, |x| = A|x| > 0 d’après la question Q11.
Ainsi, A admet une vecteur propre strictement positif associé à la valeur propre 1.

Q 21. Soient λ une valeur propre de module 1 puis x = (xi)16i6n un vecteur propre associé. Alors, d’après la question
précédente, Ax = λx et A|x| = |x|. Donc

|x1| = |λx1| =

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

a1,jxj

∣∣∣∣∣∣
6

n∑

j=1

a1,j |xj| = |x1| .

On est dans un cas d’égalité de l’inégalité triangulaire. D’après le résultat admis par l’énoncé, les nombres a1,jxj étant
tous non nuls car |x| > 0, il existe (λ1, . . . , λn) ∈ [0,+∞[n tel que, pour tout j ∈ J1, nK, a1,jxj = λja1,1x1 et donc

x = x1

(
λ1,

a1,1

a1,2
, . . . , λn

a1,1

a1,n

)
. Mais alors, le vecteur x ′ =

(
λ1, λ2

a1,1

a1,2
, . . . , λn

a1,1

a1,n

)
est un vecteur propre associé à la

valeur propre λ qui est réel positif. L’une de ses composantes x ′

i0
est un réel strictement positif et donc λ =

(Ax ′)i0
x ′

i0

est

un réel positif. Puisque |λ| = 1, on en déduit que λ = 1.

Q 22. Soit x = (xi)16i6n un vecteur propre strictement positif associé à la valeur propre 1. Soit y = (yi)16i6n un vecteur
propre associé à la valeur propre 1.

Le vecteur z = −y1x+ x1y est encore un élément du sous-espace vectoriel E1(A). Les questions précédentes montrent que
si z 6= 0, alors |z| > 0. Mais ceci est faux car la première composante de z est nulle. Donc, z = 0 puis (x, y) est liée puis
y ∈ Vect(x). Ainsi, E1(A) ⊂ Vect(x) puis E1(A) = Vect(x).

On a montré que dim (Ker (A− In)) = 1.

Q 23. La proposition 1 a été établie dans le cas où ρ(A) = 1 (en particulier, 1 = ρ(A) est une valeur propre dominante

de A). Soit A une matrice strictement positive. D’après Q13, ρ(A) > 0 et ρ

(
1

ρ(A)
A

)
= 1 (et

1

ρ(A)
A est strictement

positive). La proposition 1 s’applique donc à la matrice
1

ρ(A)
A.

On rappelle que Sp

(
1

ρ(A)
A

)
=

{
λ

ρ(A)
, λ ∈ Sp(A)

}
ou aussi Sp(A) =

{
λρ(A), λ ∈ Sp

(
1

ρ(A)
A

)}
. 1 est valeur propre

de
1

ρ(A)
A et donc ρ(A) = 1×ρ(A) est valeur propre (dominante) de A. Ensuite, Ker

(
1

ρ(A)
A− In

)
= Ker (A− ρ(A)In)

et donc Ker (A− ρ(A)In) est de dimension 1 et est engendré par un vecteur strictement positif. La proposition 1 est
démontrée.

II.D -

Q 24. Pour tout p ∈ N∗,

(
1

ρ(A)
A

)p

Y =

(
1

ρ(A)

)p

ApY =

(
λ

ρ(A)

)p

Y.

D’après la proposition 1, puisque A est strictement positive et que λ ∈ Sp(A) \ {ρ(A)}, |λ| < ρ(A) puis

∣∣∣∣
λ

ρ(A)

∣∣∣∣ < 1. Donc,

lim
p→+∞

(
λ

ρ(A)

)p

= 0 puis lim
p→+∞

(
1

ρ(A)
A

)p

Y = 0.

Q 25. D’autre part, si Y ∈ Ker (A− ρ(A)In), pour tout p ∈ N∗,

(
1

ρ(A)
A

)p

Y = Y puis lim
p→+∞

(
1

ρ(A)
A

)p

Y = Y.

Soit Y un vecteur positif. Puisque A est diagonalisable, E =
⊕

λ∈Sp(A)

Eλ(A), en notant λ1, . . . , λk les valeurs propres deux

à distinctes de A où λ1 = ρ(A), On peut écrire le vecteur Y sous la forme Y = X1 + . . . + Xk où pour tout i ∈ J1, kK,
Xi ∈ Eλi

(A). D’après ce qui précède,

lim
p→+∞

(
1

ρ(A)
A

)p

Y =

k∑

i=1

lim
p→+∞

(
1

ρ(A)
A

)p

Xi = X1
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où X1 est le projeté de Y sur Eρ(A)(A) parallèlement à
⊕

λ∈S

Eλ(A).

Ensuite, Y est positif et donc pour tout p ∈ N∗,

(
1

ρ(A)
A

)p

Y est positif (ou encore toutes les composantes de ce vecteur

sont positives). Quand p tend vers +∞, on obtient X1 > 0. Si X1 6= 0, X1 est un vecteur propre positif associé à la valeur
propre dominante ρ(A). On sait qu’un tel vecteur est strictement positif.

II.E -

Q 26. On sait que A est triangulable dans C. A est donc semblable à une matrice triangulaire T ayant le même polynôme
caractéristique que A. Les coefficients diagonaux de T sont les valeurs propres λ1, . . . , λn, de A, chaque valeur propre
apparaissant un nombre de fois égal à son ordre multiplicité. Mais alors, pour tout k ∈ N∗, Ak est semblable à Tk, les
coefficients diagonaux de Tk étant λk1 , . . . , λkn.

Q 27. On pose SpC(A) = (λ1, . . . , λn) où de plus λ1 = ρ(A) de sorte que pour i > 2, |λi| < ρ(A) = λ1.

Tr
(
Ak+1

)

Tr (Ak)
=

λk+1
1 + . . . + λk+1

n

λk1 + . . .+ λkn
∼

k→+∞

λk+1
1

λk1
= λ1 = ρ(A).

On a montré que lim
k→+∞

Tr
(
Ak+1

)

Tr (Ak)
= ρ(A).

III - Une inégalité pour les chaines de Markov

III.A - Justification de l’existence des lois (Πn)n>1

Q 28. Soit n ∈ N. Soit i ∈ J0,NK. Puisqu’une probabilité conditionnelle est une probabilité et que ({Xn+1 = j})06j6N est
un système complet d’événements (l’énoncé semble dire implicitement que P (Xn = i) 6= 0),

N∑

j=0

qi,j =

N∑

j=0

PXn=i (Xn+1 = j) = 1.

Q 29. Soit n ∈ N∗. Soit i ∈ J0,NK. D’après la formule des probabilités totales,

(Πn+1)i = P (Xn+1 = i) =

N∑

j=0

P (Xn = j)× PXn=j (Xn+1 = i)

=

N∑

j=0

qj,iP (Xn = j) =
(
QTΠn

)
i
.

Donc, Πn+1 = QTΠn.

Q 30. On en déduit que pour n ∈ N∗, Πn =
(
QT
)n−1

Π1 où de plus la matrice de QT est constante quand n varie. La
lois de X1 détermine donc entièrement les lois de toutes les variables aléatoires Xn, n ∈ N∗.

III.B - Définition de la fonction de taux λ

Q 31. Soit t ∈ R. A(t) est strictement positive et possède donc une valeur propre γ(t) > 0 d’après la proposition 1.

Q 32. Soit t ∈ R. D’après la proposition 2, le vecteur
1

γ(t)n−1
Y(n)(t) tend vers Z1(t) est le projeté de Z(t) sur Eγ(t)(A(t))

parallèlement à la somme des autres sous-espaces propres de A(t). D’après le résultat admis à la fin de la question Q25,
Z1(t) est strictement positif.

En posant Z1(t) = (zj(t))06j6N
, on a donc

E
(
etSn

)

(γ(t))n−1
=

1

(γ(t))n−1

N∑

j=0

Y
(n)

j (t) =
n→+∞

N∑

j=0

zj(t) + o(1) puis

1

n
ln
(
E
(
etSn

))
=

n→+∞

n − 1

n
ln(γ(t)) +

1

n
ln




N∑

j=0

zj(t) + o(1)


 =

n→+∞

ln(γ(t)) + o(1),
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car
N∑

j=0

zj(t) > 0.

III.C -

Q 33. Fonction puiss2k.

✞ ☎

def puiss2k(A,k):
for i in range(k):

A = np.dot(A,A)
return A

✝ ✆

Q 34. La fonction proposée prend en argument une matrice Q, un entier k et un réel t puis calcule la matrice A(t) puis

Tr
(
A(t)2

k+1
)

Tr
(
A(t)2

k
) . En prenant k assez grand, si la matrice Q est strictement positive, on obtient une valeur approchée de

λ(t) d’après la question Q27. On note que 2k tend rapidement vers +∞ et donc on obtient une bonne valeur approchée
de λ(t) pour k pas très grand.

III.D - Une majoration théorique et son interprétation

Q 35. Soit ε > 0. La suite de fonctions

(
t 7→ ln

(
E
(
etSn

))

n

)

n∈N∗

converge uniformément sur [0,+∞[ vers la fonction

t 7→ ln(γ(t)). Donc, il existe n0 ∈ N∗ tel que, pour tout n > n0 et tout t ∈ [0,+∞[,
1

n
ln
(
E
(
etSn

))
6 ln(γ(t)) + ε ou

encore ln
(
E
(
etSn

))
6 n(ln(γ(t)) + ε).

Q 36. Soient a > 1, n ∈ N et t ∈ [0,+∞[. Si t > 0, Sn > nam ⇔ tSn > ntam ⇔ etSn > entam. Donc, si t > 0,
{Sn > nam} =

{
etSn > entam

}
. Si t = 0, {Sn > nam} ⊂

{
e0Sn > e0

}
(qui est l’événement certain). Dans tous les cas,

{Sn > nam} ⊂
{
etSn > entam

}
.

Soient t ∈ [0,+∞[ et n > n0. La variable etSn est positive et le réel entam est strictement positif. D’après l’inégalité de
Markov,

P (Sn > nam) 6 P
(
etSn > entam

)
6

E
(
etSn

)

entam
6 e−ntamen(λ(t)+ε).

Q 37. Soit n > n0. Si P (Sn > nam) = 0, l’inégalité est immédiate. On suppose dorénavant que P (Sn > nam) > 0.
Pour tout t ∈ [0,+∞[, P (Sn > nam) 6 enεe−n(tam−λ(t)) ou encore, pour tout t ∈ [0,+∞[,

−
1

n
ln
(
P (Sn > nam) e−nε

)
> tam− λ(t).

Ainsi, le nombre −
1

n
ln (P (Sn > nam) e−nε) est un majorant de {tam− λ(t), t ∈ [0,+∞[}. Puisque λ∗(am) est le plus

petit de ces majorants, on en déduit que λ∗(am) 6 −
1

n
ln (P (Sn > nam) e−nε) puis que P (Sn > nam) e−nε 6 e−nλ∗(am)

et finalement que

P (Sn > nam) 6 e−n(λ∗(am)−ε).

Q 38. Si m = 0, l’inégalité précédente n’a aucun intérêt. Mais si m = 0, pour tout n ∈ N∗, P (Sn > nam) = 1 et donc
P (Sn > nam) ne tend pas vers 0.

Si m > 0, puisque a > 1, on a encore am > m et donc λ∗(am) > 0. On prend ε =
λ∗(am)

2
puis n0 en conséquence. On

obtient :

∀n > n0, P (Sn > nam) 6 e−nλ∗(am)/2.

Donc, P (Sn > nam) tend très rapidement vers 0.

La loi faible des grands nombres dit que si (Xn) est une suite de variables indépendantes (ce qui n’est pas le cas ici), de

mêmes lois et d’espérance m, alors pour tout ε > 0, P

(∣∣∣∣
Sn

n
−m

∣∣∣∣ > ε

)
tend vers 0 quand n tend vers +∞. Or,
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P (Sn > nam) = P

(
Sn

n
−m > (a− 1)m

)
6 P

(∣∣∣∣
Sn

n
−m

∣∣∣∣ > (a− 1)m

)
.

De plus, m est environ E

(
Sn

n

)
pour n grand. Donc, le nombre moyen empirique d’erreurs enregistées à chaque instant

fonctionne environ comme dans la loi faible des grands nombres : il tend vers la moyenne théorique.

III.E -

Q 39. Soit i ∈ J1, KK. λ∗ (xi) = Sup {txi − λ(t), t > 0}. Pour chaque t > 0, txi− λ̂(t) est une valeur approchée raisonnable

de txi − λ(t) puis Max
{
tjxi − λ̂(tj), 1 6 i 6 K

}
est une valeur approchée raisonnable de Max {tjxi − λ(tj), 1 6 i 6 K}.

Ensuite, en prenant L grand et les ti suffisamment écartés, Max {tjxi − λ(tj), 1 6 i 6 K} est une valeur approchée rai-

sonnable de Sup {txi − λ(t), t > 0} et finalement, Max
{
tjxi − λ̂(tj), 1 6 i 6 K

}
est une valeur approchée raisonnable de

Sup {txi − λ(t), t > 0} = λ∗ (xi) (rien ne tient debout).

Q 40. m est le réel tel que pour tout x ∈ R, λ∗(x) = 0 si x 6 m et λ∗(x) > 0 si x > m. En analysant le tableau, on peut
estimer que λ∗(x) cesse d’être (presque) nul entre 4, 70 et 4, 75. Donc,

4, 7 6 m 6 4, 75.

On en déduit encore que 5, 17 6 1, 1m 6 5, 225 et en particulier que 5, 15 6 1, 1m 6 5, 25. Par suite, la fonction λ∗ étant
bien sûr croissante sur R+,

4, 1 × 10−2 ≈ λ∗(5, 5) 6 λ∗(1, 1m) 6 λ∗(5, 25) ≈ 5, 1× 10−2.

Par suite, pour n > n0,

P (Sn > 1, 1m) 6 e−n(λ∗(1,1m)−ε)
6 e−4×10−2

en choisissant ε très petit puis n0 en conséquence. h = 4 semble convenir.
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