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MATHÉMATIQUES 2. FILIERE PC

I - Fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle

I.A - Premières propriétés

Q 1. D’après le théorème de transfert, pour tout réel t,

ΦX(t) = E
(
eitX

)
=

r∑

k=1

eitxkP (X = xk) =

r∑

k=1

ake
itxk .

Q 2. Pour n ∈ N et t ∈ R, posons fn(t) = ane
itxn de sorte que φX =

+∞∑

n=0

fn.

Soit t ∈ R. La série de terme général an = P (X = xn), n ∈ N, converge et a pour somme 1 et de plus, pour tout n ∈ N,
|fn(t)| = an. Donc, la série de terme général fn(t) converge absolument et en particulier converge. On en déduit l’existence
de φX(t). De plus, d’après la formule de transfert,

φX(t) =

+∞∑

n=0

eitxnP (X = xn) =

+∞∑

n=0

ane
itxn .

Q 3. Si X(Ω) est fini, φX est continue sur R en tant que combinaison linéaire de fonctions continues sur R.
On suppose dorénavant X(Ω) dénombrable. Avec les notations de la question précédente, pour tout n ∈ N, ‖fn‖∞ = an.
Ainsi, la série de fonctions de terme général fn, n ∈ N, converge normalement et donc uniformément vers φX sur R.
Puisque chaque fonction fn, n ∈ N, est continue sur R, on en déduit que la fonction φX est continue sur R.

Q 4. Pour t ∈ R, eitY = eibteiatX. Par linéarité de l’espérance,

φY(t) = E
(
eitY

)
= eibtE

(
eiatX

)
= eibtφX(at).

Q 5. Pour t ∈ R, ΦX(−t) =

+∞∑

n=0

ane
−itxn =

+∞∑

n=0

ane
itxn = φX(t). Par suite,

φX est paire ⇔ ∀t ∈ R, φX(−t) = φX(t) ⇔ ∀t ∈ R, φX(t) = φX(t) ⇔ ∀t ∈ R, φX(t) ∈ R ⇔ φX(R) ⊂ R.

I.B - Trois exemples

Q 6. X(Ω) = J0, nK et ∀k ∈ J0, nK, P(X = k) =

(
n

k

)
pkqn−k. Par suite, pour tout réel t, d’après la formule du binôme de

Newton,

φX(t) =

n∑

k=0

(
n

k

)
pkqn−keikt =

n∑

k=0

(
n

k

)(
peit

)k
qn−k =

(
q+ peit

)n
.

Q 7. X(Ω) = N
∗ et ∀n ∈ N

∗, P(X = n) = pqn−1. Par suite, pour tout réel t, puisque
∣∣qeit

∣∣ = q < 1,

φX(t) =

+∞∑

n=1

pqn−1eint = peit
+∞∑

n=1

(
qeit

)n−1
=

peit

1− qeit
.

Q 8. X(Ω) = N et ∀k ∈ N, P(X = k) =
λke−λ

k!
. Par suite, pour tout réel t,

φX(t) =

+∞∑

k=0

λke−λ

k!
eikt = e−λ

+∞∑

k=0

(
λeit

)k

k!
= eλ(e

it−1).
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I.C - Image de φX

Q 9. On suppose X(Ω) dénombrable. Avec les notations de la question Q2, pour tout réel t,

|φX(t)| 6

+∞∑

n=0

an

∣∣eitxn

∣∣ =
+∞∑

n=0

an = 1.

Le résultat reste clair si X(Ω) est fini.

Q 10. On suppose X(Ω) dénombrable. Soit t0 ∈ R
∗ tel que X(Ω) ⊂ a+

2π

t0
Z. Pour chaque n ∈ N, il existe kn ∈ Z tel que

xn = a+
2knπ

t0
. On obtient

φX (t0) =

+∞∑

n=0

ane
it0

(

a+2knπ

t
0

)

= eiat0

+∞∑

n=0

ane
2iknπ = eiat0

+∞∑

n=0

an = eiat0 ,

ce qui reste vrai si X(Ω) est fini. Donc, φX (t0) = eiat0 et en particulier, |φX (t0)| = 1.

Q 11. Supposons |φX (t0)| = 1. Il existe θ ∈ R tel que φX (t0) = eiθ. Soit a =
θ

t0
. Alors, φX (t0) = eit0a puis

1 = e−it0aφX (t0) = e−it0a

+∞∑

n=0

ane
it0xn =

+∞∑

n=0

ane
i(t0xn−t0a)

Q 12. En prenant la partie réelle, on obtient

+∞∑

n=0

an cos (t0xn − t0a) = 1 =

+∞∑

n=0

an et donc,

+∞∑

n=0

an (1− cos (t0xn − t0a)) = 0.

Q 13. Pour tout n ∈ N, an (1− cos (t0xn − t0a)) > 0 et donc

+∞∑

n=0

an (1− cos (t0xn − t0a)) = 0 ⇔ ∀n ∈ N, an (1− cos (t0xn − t0a)) = 0

⇔ ∀n ∈ N, cos (t0xn − t0a) = 1 (car an 6= 0)

⇔ ∀ ∈ N, t0xn − t0a ∈ 2πZ ⇔ ∀n ∈ N, xn ∈ a+
2π

t0
Z.

Q 14. L’événement

{
X+ a+

2π

t0
Z

}
est donc l’événement certain ou encore P

(
X+ a+

2π

t0
Z

)
= 1.

II - Fonction caractéristique et loi d’une variable aléatoire

II.A - Première méthode

II.A.1)

Q 15. Soit T ∈ R
∗
+.

Vm(T) =

r∑

n=1

P (X = xn)
1

2T

∫T

−T

eit(xn−m) dt.

Soit n ∈ N
∗. Si xn = m,

1

2T

∫T

−T

eit(xn−m) dt =
1

2T

∫T

−T

dt = 1 = sinc (T (xn −m)).

Si xn 6= m,
1

2T

∫T

−T

eit(xn−m) dt =
1

2T

[
eit(xn−m)

i (xn −m)

]T

−T

=
1

T (xn −m)

eiT(xn−m) − e−iT(xn−m)

2i
=

sin (T (xn −m))

T (xn −m)
=

sinc (T (xn −m)).
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On a montré que

Vm(T) =

r∑

n=1

sinc (T (xn −m))P (X = xn) .

Q 16. Soit n ∈ N
∗. Si xn 6= m, |sinc (T (xn −m))| =

|sin (T (xn −m))|

T |xn −m|
6

1

T |xn −m|
et donc lim

T→+∞

sinc (T (xn −m)) = 0.

Si xn = m, sinc (T (xn −m)) = 1 puis lim
T→+∞

sinc (T (xn −m)) = 1. Finalement, (que la suite (xn)n∈N
prenne ou pas la

valeur m),

lim
T→+∞

Vm(T) =

r∑

n=1
xn 6=m

0× P (X = xn) + 1× P (X = m) = P (X = m) .

II.A.2)

Q 17. Soit T > 0. Pour n ∈ N et t ∈ [−T, T ], posons fn(t) = eit(xn−m)
P (X = xn) de sorte que ∀t ∈ [−T, T ], φX(t)e

−imt =
+∞∑

n=0

fn(t).

Pour n ∈ N et t ∈ [−T, T ], |fn(t)| 6 P (X = xn) puis pour tout n ∈ N, ‖fn‖∞ 6 P (X = xn). Puisque la série de terme
général P (X = xn), n ∈ N, converge, la fonction de fonctions de terme général fn, n ∈ N, converge normalement et en
particulier uniformément vers la fonction t 7→ φX(t)e

−imt sur le segment [−T, T ].

Ainsi,

• Chaque fonction fn est continue sur le segment [−T, T ].
• la série de fonctions de terme général fn, n ∈ N, converge uniformément vers la fonction t 7→ φX(t)e

−imt sur le
segment [−T, T ].

D’après le théorème d’intégration terme à terme sur un segment,

• (la fonction t 7→ φX(t)e
−imt est continue sur [−T, T ]),

• la série de terme général

∫T

−T

fn(t) dt converge,

•

∫T

−T

φX(t)e
−imt dt =

+∞∑

n=0

∫T

−T

fn(t) dt.

Ceci fournit explicitement

Vm(T) =
1

2T

+∞∑

n=0

P (X = xn)

∫T

−T

eit(xn−m) dt

=

+∞∑

n=0

sinc (T (xn −m))P (X = xn) (d’après le calcul de la question Q15)

=

+∞∑

n=0

gn

(
1

T

)
.

Q 18. Soit n ∈ N. Si xn −m 6= 0, pour h > 0,

|gn(h)| =

∣∣∣∣sinc

(
xn −m

h

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣sin
(
xn −m

h

)∣∣∣∣
|xn −m|

h

6
h

|xn −m|

et donc lim
h→0
h>0

gn(h) = 0. La fonction gn se prolonge par continuité en 0 en une fonction g̃n continue sur [0,+∞[ en posant

g̃n(0) = 0.

Si xn −m = 0, pour h > 0, gn(h) = 1. Donc, la fonction gn se prolonge par continuité en 0 en une fonction g̃n continue
sur [0,+∞[ en posant g̃n(0) = 1.
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Q 19. G est déjà définie sur ]0,+∞[. De plus,

• si la suite (xn)n∈N
ne prend pas la valeur m, alors pour tout n ∈ N, g̃n(0) = 0. Dans ce cas, G(0) existe et

G(0) = 0 = P(X = m).
• Sinon, la suite (xn)n∈N

prend exactement une fois la valeur m pour un certain entier n0. Dans ce cas, G(0) existe et
G(0) = g̃n0

(0) = P (X = m).

Dans tous les cas, G est définie sur [0,+∞[ et G(0) = P (X = m).

Soit alors n ∈ N. Pour tout h ∈ [0,+∞[, |gn(h)| 6 P (X = xn) (que h soit nul ou pas) puis ‖g̃n‖∞,[0,+∞[ 6 P (X = xn).

Donc, la série de fonctions de terme général g̃n converge normalement et donc uniformément sur [0,+∞[. Puisque chaque
fonction g̃n, n ∈ N, est continue sur [0,+∞[, on en déduit que G est continue sur [0,+∞[.

Q 20. Puisque G est continue en 0,

lim
T→+∞

Vm(T) = lim
T→+∞

G

(
1

T

)
= lim

h→0
G(h) = G(0) = P(X = m).

II.A.3) Application

Q 21.

φX = φY ⇒ ∀T > 0 ∀m ∈ R, (Vm(X)) (T) = (Vm(Y)) (T) ⇒ ∀m ∈ R, lim
T→+∞

(Vm(X)) (T) = lim
T→+∞

(Vm(Y)) (T)

⇒ ∀m ∈ R, P(X = m) = P(Y = m).

II.B - Deuxième méthode

Q 22. Pour t 6= 0,

Ka,b(t) =
1

2it

+∞∑

n=0

(itb)n − (ita)n

n!
=

it(b− a)

2it
+

+∞∑

n=2

in−1b
n − an

2n!
tn−1

=
b− a

2
+

+∞∑

n=1

in
bn+1 − an+1

2(n + 1)!
tn

cette dernière égalité restant vraie pour t = 0.

La fonction Ka,b est développable en série entière sur R et en particulier, la fonction Ka,b est de classe C∞ sur R.

Q 23. Soit a ∈ R. Pour (x, t) ∈ R× [−N,N], posons f(x, t) = Ka,x(t) =






eitx − eita

2it
si t 6= 0

x− a

2
si t = 0

de sorte que pour tout

x ∈ R, FN(x) =

∫N

−N

f(x, t) dt.

f admet une dérivée partielle par rapport à sa première variable x définie sur R× [−N,N] par

∀(x, t) ∈ R× [−N,N],
∂f

∂x
(x, t) =

{
eitx/2 si t 6= 0

1/2 si t = 0
=

eitx

2
.

De plus, pour tout (x, t) ∈ R× [−N,N],

∣∣∣∣
∂f

∂x
(x, t)

∣∣∣∣ =
1

2
= ϕ(t) où ϕ est une fonction intégrable sur [−N,N].

Ainsi,

• pour chaque x ∈ R, la fonction t 7→ f(x, t) = Ka,x(t) est continue sur [−N,N] (d’après Q22) et donc intégrable
sur [−N,N],
• pour chaque t ∈ [−N,N], la fonction x 7→ f(x, t) est de classe C1 sur R,

• pour chaque x ∈ R, la fonction t 7→ ∂f

∂x
(x, t) est continue par morceaux sur [−N,N],

• il existe une fonction ϕ positive, continue par morceaux et intégrable sur [−N,N] telle que, pour tout

(x, t) ∈ R× [−N,N],

∣∣∣∣
∂f

∂x
(x, t)

∣∣∣∣ 6 ϕ(t).
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D’après le théorème de dérivation des intégrales à paramètres, F est de classe C1 sur R et pour tout réel x,

F ′
N(x) =

∫N

−N

∂f

∂x
(xt) dt.

Plus explicitement, si x 6= 0,

F ′
N(x) =

∫N

−N

∂f

∂x
(x, t) dt =

∫N

−N

eitx

2
dt =

[
eitx

2ix

]N

−N

=
eiNx − e−iNx

2ix
=

sin(Nx)

x
= Nsinc(Nx).

Si x = 0, F ′
n(x) =

∫N

−N

1

2
dt = N = Nsinc(Nx). En résumé, pour tout x de [−N,N], F ′

N(x) = Nsinc(Nx).

Q 24. Par suite, pour N ∈ N
∗, en posant s = Nx,

∫N

−N

Ka,b(t) dt = Fn(b) = FN(a) +

∫b

a

F ′
N(t) dt = 0+

∫b

a

sinc(Nx) Ndx =

∫Nb

Na

sinc(s) ds,

ce qui reste clair quand N = 0.

Q 25. La fonction sinc est continue sur le segment [0, 1] et donc intégrable sur [0, 1]. Montrons alors que

∫+∞

1

sinc(s) ds

est une intégrale convergente.

Soit A > 1. Les deux fonctions t 7→ − cos(t) et t 7→ 1

t
sont de classe C1 sur [1,A]. On peut effectuer une intégration par

parties qui fournit

∫A

1

sinc(s) ds =

∫A

1

sin(s)

s
ds =

[
− cos(s)

s

]A

1

−

∫A

1

(− cos(s))

(
−
1

s

)
ds

= −
cos(A)

A
+ cos(1) −

∫A

1

cos(s)

s2
ds.

Puisque

∣∣∣∣−
cos(A)

A

∣∣∣∣ 6
1

A
, −

cos(A)

A
converge vers 0 quand A tend vers +∞. D’autre part,

cos(s)

s2
=

s→+∞

O

(
1

s2

)
et donc la

fonction s 7→ cos(s)

s2
est intégrable sur un voisinage de +∞. En particulier,

∫+∞

1

cos(s)

s2
ds est une intégrale convergente.

Mais alors,

∫+∞

1

sin(s)

s
ds est une intégrale convergente.

Puisque

∫1

0

sinc(s) ds et

∫+∞

1

sinc(s) ds sont des intégrales convergentes, il en est de même de l’intégrale

∫+∞

0

sinc(s) ds.

Q 26. Si a = 0 et b > 0, lim
N→+∞

∫N

−N

Ka,b(t) dt = lim
N→+∞

∫Nb

0

sinc(t) dt =

∫+∞

0

sinc(t) dt =
π

2
.

Si a < 0 et b = 0, la fonction sinc étant paire, lim
N→+∞

∫N

−N

Ka,b(t) dt =

∫0

−∞

sinc(t) dt =
π

2
.

Si 0 < a < b, lim
N→+∞

∫N

−N

Ka,b(t) dt = lim
N→+∞

(∫Nb

0

sinc(t) dt−

∫Na

0

sinc(t) dt

)
= 0.

De même, si a < b < 0, lim
N→+∞

∫N

−N

Ka,b(t) dt = 0.

Enfin, si a < 0 < b, lim
N→+∞

∫N

−N

Ka,b(t) dt = lim
N→+∞

(∫0

Na

sinc(t) dt +

∫Nb

0

sinc(t) dt

)
=

π

2
+

π

2
= π.

Q 27. Avec les notations de la question Q1,

1

π

∫N

−N

φX(−t)Ka,b(t) dt =

r∑

k=1

P (X = xk)
1

π

∫N

−N

e−itxkKa,b(t) dt =

r∑

k=1

P (X = xk)
1

π

∫N

−N

Ka−xk,b−xk
(t) dt.

Soit k ∈ J1, rK. Puisque a et b n’appartiennent pas à X(Ω), il y a deux cas de figure.
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• Si xk − a > 0 et xk − b > 0 ou si xk − a < 0 et xk − b < 0, alors lim
N→+∞

1

π

∫N

−N

Ka−xk,b−xk
(t) dt = 0.

• Sinon, a− xk < 0 et b− xk > 0 et dans ce cas, lim
N→+∞

1

π

∫N

−N

Ka−xk,b−xk
(t) dt =

1

π
× π = 1.

Par suite,

lim
N→+∞

1

π

∫N

−N

φX(−t)Ka,b(t) dt =
∑

16k6r
a<xk<b

P (X = xk) = P(a < X < b).

III - Régularité de φX

III.A -

Q 28. Soient j ∈ J1, kK et x ∈ R. Si |x| > 1, alors |x|j 6 |x|k 6 1 + |x|k et si |x| < 1, |x|j 6 1 6 1 + |x|k. En résumé, pour
tout réel x, |x|j 6 1+ |x|k.

Montrons alors que X admet un moment d’ordre j. Par hypothèse, la série de terme général |xn|
k
P (X = xn), n ∈ N,

converge. Il en est de même de la série de terme général |xn|
k
P (X = xn) + P (X = xn) =

(
1+ |xn|

k
)
P (X = xn), n ∈ N.

Puisque pour tout n ∈ N, |xn|
j
P (X = xn) 6

(
1+ |xn|

k
)
P (X = xn), la série de terme général xjnP (X = xn), n ∈ N, est

absolument convergente. Donc, la variable aléatoire X admet un moment d’ordre j.

Q 29. Pour n ∈ N et t ∈ R, posons fn(t) = eitxnP (X = xn) = ane
itxn de sorte que φX =

+∞∑

n=0

fn.

Soit t ∈ R. Pour chaque n ∈ N, la fonction fn est de classe Ck sur R et pout tout j ∈ J1, kK, pour tout t ∈ R,

f
(j)
n (t) = an (ixn)

j
eitxn . Donc, pour tout n ∈ N et tout j ∈ J1, kK,

∥∥∥f(j)n

∥∥∥
∞

= an |xn|
j

qui est le terme général d’une série

convergente d’après la question précédente. Par suite, pour tout j ∈ J1, kK, la série de fonctions de terme général f
(j)
n ,

n ∈ N, converge normalement et en particulier uniformément sur R.

Ainsi,

• la série de fonctions de terme général fn, n ∈ N, converge simplement vers φX sur R,
• chaque fonction fn, n ∈ N, est de classe Ck sur R,

• pour tout j ∈ J1, kK, la série de fonctions de terme général f
(j)
n , n ∈ N, converge uniformément sur R.

D’après le théorème de dérivation terme à terme généralisé, la fonction φX est de classe Ck sur R et ses dérivées successives
jusqu’à l’ordre k s’obtiennent par dérivation terme à terme. Ceci fournit explicitement :

∀j ∈ J1, kK, ∀t ∈ R, φ
(j)
X (t) =

+∞∑

n=0

(ixn)
j
eitxnP (X = xn) .

Q 30. En particulier, d’après la formule de transfert,

φ
(k)
X (0) =

+∞∑

n=0

(ixn)
k
P (X = xn) = ikE

(
Xk
)
,

et donc E
(
Xk
)
= i−kΦ

(k)
X (0).

III.B -

Q 31. φX est de classe C2 sur R et en particulier, φX est deux fois dérivable en 0. Par suite, φX admet un 0 un
développement limité d’ordre 2, son développement de Taylor-Young. On en déduit que

f(h) =
h→0+

1

4h2

(
2φX(0) −

(
φX(0) + 2hΦ ′

X(0) +
(2h)2

2
Φ ′′

X(0)

)
−

(
φX(0) + (−2h)Φ ′

X(0) +
(−2h)2

2
Φ ′′

X(0)

)
+ o

(
h2
))

=
h→0+

−φ ′′
X(0) + o(1).

Donc, lim
h→0+

f(h) = −φ ′′
X(0).
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Q 32. Soit h ∈ R
∗.

f(h) =
1

4h2

(
2

+∞∑

n=0

an −

+∞∑

n=0

ane
2ihxn −

+∞∑

n=0

ane
−2ihxn

)

=
1

4h2

(
2

+∞∑

n=0

an −

+∞∑

n=0

an

(
e2ihxn + e−2ihxn

)
)

=
1

2h2

+∞∑

n=0

an (1− cos (2hxn))

=
1

2h2

+∞∑

n=0

2an sin2 (hxn) =

+∞∑

n=0

an
sin2 (hxn)

h2
.

Q 33. Pour tout h > 0 et tout n ∈ N,

n∑

k=0

ak

sin2 (hxk)

h2
6

+∞∑

k=0

ak

sin2 (hxk)

h2
= f(h).

Quand h tend vers 0, on obtient : ∀n ∈ N,

n∑

k=0

akx
2
k 6 −φ ′′

X(0). Ainsi, la suite des sommes partielles

(
n∑

k=0

akx
2
k

)

n∈N

est

majorée. En tenant compte du fait que pour tout k ∈ N, akx
2
k > 0, ceci montre que la série de terme général akx

2
k, k ∈ N,

converge. Donc, X admet un moment d’ordre 2.

III.C -

Q 34. Supposons que E
(
X2k

)
= 0 ou encore que

+∞∑

n=0

x2kn P (X = xn) = 0. Mais alors, pour tout n ∈ N, x2kn P (X = xn) = 0

(somme nulle de réels positifs). Ceci impose que, pour tout n ∈ N, si xn 6= 0, P (X = xn) = 0. Mais alors, nécessairement
X prend la valeur 0 puis P(X = 0) = 1. La variable aléatoire X est donc presque sûrement nulle.
Réciproquement, si X est presque sûrement nulle, alors E

(
X2k

)
= 0.

Q 35. Puisque X admet un moment d’ordre 2k, d’après la question Q29, φX est de classe C2k sur R et

∀t ∈ R, φ
(2k)
X (t) =

+∞∑

n=0

an (ixn)
2k

eitxn = (−1)kα

+∞∑

n=0

P (Y = xn) e
itxn = (−1)kαφY(t).

Puisque ΦX est de classe C2k+2 sur R et que α 6= 0, φY est de classe C2 sur R.

Q 36. Si α > 0, puisque φY est de classe C2 sur R, la question Q33 permet d’affirmer que Y admet un moment d’ordre

2. Donc, la série de terme général P (Y = xn) x
2
n =

1

α
anx

2k+2
n converge. Il en est de même de la série de terme général

anx
2k+2
n et donc X admet un moment d’ordre 2k + 2. Ceci reste vrai si α = 0.

Q 37. On montre le résultat par récurrence sur k ∈ N
∗.

• Le résultat est vrai pour k = 1 d’après la question Q33.
• Soit k > 1. Supposons que si φX est de classe C2k, alors X admet un moment d’ordre 2k. Soit X une variable aléatoire
telle que φX est de classe C2k+2. Alors, φX est de classe C2k sur R et donc X admet un moment d’ordre 2k par
hypothèse de récurrence.
Mais alors, d’après la question précédente, X admet un moment d’ordre 2k + 2.

Le résultat est démontré par récurrence.

IV - Développement en série entière de φX

IV.A -

Q 38. Posons X(Ω) = {x1, . . . , xr}. Pour tout réel t,
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φX(t) =

r∑

k=1

P (X = xk) e
itxk =

r∑

k=1

P (X = xk)

(
+∞∑

n=0

(itxk)
n

n!

)

=

+∞∑

n=0

(it)n

n!

(
r∑

k=1

xnkP (X = xk)

)
(combinaison linéaire de séries convergentes)

=

+∞∑

n=0

(it)n

n!
E (Xn) .

IV.B -

Q 39. Soit f la fonction t 7→ eit. Soient y ∈ R et n ∈ N. D’après la formule de Taylor-Laplace,

eiy −

n∑

k=0

(iy)k

k!
= f(y) −

n∑

k=0

f(k)(0)

k!
yk =

∫y

0

(y− t)n

n!
f(n+1)(t) dt =

in+1

n!

∫y

0

(y− t)neit dt.

Si y > 0,

∣∣∣∣∣e
iy −

n∑

k=0

(iy)k

k!

∣∣∣∣∣ =
1

n!

∣∣∣∣
∫y

0

(y− t)neit dt

∣∣∣∣ 6
1

n!

∫y

0

|y− t|n
∣∣eit
∣∣dt = 1

n!

∫y

0

(y− t)n dt

=
1

n!

[
−
(y− t)n+1

n+ 1

]y

0

=
yn+1

(n + 1)!
=

|y|n+1

(n + 1)!
.

Si y < 0,

∣∣∣∣∣e
iy −

n∑

k=0

(iy)k

k!

∣∣∣∣∣ =
1

n!

∣∣∣∣∣

∫0

y

(y− t)neit dt

∣∣∣∣∣ 6
1

n!

∫0

y

|y− t|ndt =
1

n!

∫0

y

(t− y)n dt

=
1

n!

[
(t − y)n+1

n + 1

]0

y

=
(−y)n+1

(n + 1)!
=

|y|n+1

(n + 1)!
.

On a montré que pour tout y ∈ R et tout n ∈ N,

∣∣∣∣∣e
iy −

n∑

k=0

(iy)k

k!

∣∣∣∣∣ 6
|y|n+1

(n + 1)!
.

Q 40. Soit t ∈
[
−R

e
,
R

e

]
. Pour n ∈ N, posons Sn(t) =

n∑

k=0

(it)k

k!
E
(
Xk
)
.

Puisque E (|X|n) =
n→+∞

O

(
nn

Rn

)
, il existe n0 ∈ N et M > 0 tel que, pour tout n > n0, E (|X|n) 6 M

nn

Rn
.

Soit n > n0.

|φX(t) − Sn(t)| =

∣∣∣∣∣E
(
eitX −

n∑

k=0

(it)k

k!
Xk

)∣∣∣∣∣

6 E

(∣∣∣∣∣e
itX −

n∑

k=0

(itX)k

k!

∣∣∣∣∣

)

6 E

(
|tX|n+1

(n + 1)!

)
(d’après Q39 et par croissance de l’espérance)

=
|t|n+1

(n+ 1)!
E
(
|X|n+1

)
6 M

|t|n+1

(n + 1)!

(n + 1)n+1

Rn+1

6 M
Rn+1

(n + 1)!en+1

(n + 1)n+1

Rn+1
= M

1

(n+ 1)!

(
n+ 1

e

)n+1

.
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D’après la formule de Stirling,
1

(n + 1)!

(
n+ 1

e

)n+1

∼
n→+∞

1√
2π(n + 1)

∼
n→+∞

1√
2πn

.

Donc, lim
n→+∞

M
1

(n + 1)!

(
n + 1

e

)n+1

= 0 puis lim
n→+∞

|φX(t) − Sn(t)| = 0. On a montré que

∀t ∈ R, φX(t) =

+∞∑

k=0

(it)k

k!
E
(
Xk
)
.
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