SESSION 2020

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 2. FILIERE PC

I - Fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle

I.A - Premiéres propriétés

Q 1. D’aprés le théoréme de transfert, pour tout réel t,

T
q)X(t) LtX Z elthP k) — Z akeitxk.
k=1

“+oo
Q 2. Pour n € Net t € R, posons f,(t) = ape'*™" de sorte que ¢px = Z fn.

n=0
Soit t € R. La série de terme général a, = P (X =x,), n € N, converge et a pour somme 1 et de plus, pour tout n € N|
[fn(t)| = an. Donc, la série de terme général ,, (t) converge absolument et en particulier converge. On en déduit I’existence
de ¢x(t). De plus, d’aprés la formule de transfert,

+o0o

dx(t) =) e P (X Z anettn,

n=0

Q 3. Si X(Q) est fini, ¢px est continue sur R en tant que combinaison linéaire de fonctions continues sur R.
On suppose dorénavant X(Q) dénombrable. Avec les notations de la question précédente, pour tout n € N, ||fn||, = an.
Ainsi, la série de fonctions de terme général f,, n € N, converge normalement et donc uniformément vers ¢x sur R.
Puisque chaque fonction f,,, n € N, est continue sur R, on en déduit que la fonction ¢x est continue sur R.

Q 4. Pour t € R, e'tY = eiPtelatX Par linéarité de 'espérance,

by(t) = (eitY) — eibtR (eiatX) — ei®ty (at).
Q 5. Pour t € R, Ox(— Z anpe ‘P = Z ane'™ = px(t). Par suite,

bx est paire & Vt € R, d)x(—t) =¢x(t) &Vt e R, dx(t) = dx(t) &Vt e R, ox(t) e R & dpx(R) C R.
I.B - Trois exemples

Q 6. X(Q) =[0,n] et Vk € [0,n], P(X=k) = <E)pkq“k. Par suite, pour tout réel t, d’aprés la formule du bindéme de

NEWTON,

oxtt) = Y (F)prar e = 3 (1) (et = fa+pet)”

k=0

Q 7. X(Q) =N* et ¥n € N*, P(X =n) = pq™~'. Par suite, pour tout réel t, puisque |qeit| =q<1,

+oo +oo I peit
_ —1_int _ . it ipyn—1
_qun eln _pel (qe1 ) _W
n=1 n=1
AkefA
Q8 X(Q)=NetVke N, PX=k)= 0 Par suite, pour tout réel t,
“+00 _ +oo k
Ak A Aelt it
dx(t) = Z ]z eikt — oA Z ( — eMett=1)
k=0 ’ k=0
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I1.C - Image de ¢y
Q 9. On suppose X(Q) dénombrable. Avec les notations de la question Q2, pour tout réel t,

+oo

lpx (t)] < Z ettxn| Z an =1.

n=0

Le résultat reste clair si X(Q) est fini.

2
Q 10. On suppose X(Q) dénombrable. Soit ty € R* tel que X(Q) C a+ t—T[Z. Pour chaque n € N, il existe k, € Z tel que
0
2kn
to

. On obtient

Xn = a-+

anT(

“+oo
it a+ i i
§ ane 0 — elato § aneZLknT[ _ ulto § an lato
n=0

ce qui reste vrai si X(Q) est fini. Donc, ¢px (to) = e*@te et en particulier, |dpx (to)] = 1.

. 0 .
Q 11. Supposons |bx (to)] = 1. Il existe 8 € R tel que dx (to) = e'?. Soit a = o Alors, ¢x (to) = etto® puis
0

1=e" 1toa¢x tO —itoa § an eltoX“ _ § an e (toxn—toa)

+oo +oo
Q 12. En prenant la partie réelle, on obtient Z an cos (toxn —toa) =1= Z an et donc,
n=0 n=0
+oo
Z an (1 —cos(toxn —toa)) =0.
n=0

Q 13. Pour tout n € N, ap (1 — cos (toxn — toa)) > 0 et donc

+oo
D an(1—cos(toxn —toa)) =06 Vn €N, an (1 — cos (toxn — toa)) =0
n=0

&S vn €N, cos (toxn —toa) =1 (car a,, #0)

2
SV EN, toxn —toa € 217 & ¥n € N, xn€a+t—7TZ.
0

27 27
Q 14. L’événement {X +a+ t_Z} est donc ’événement certain ou encore P (X +a+ t_Z> =1.
0 0

II - Fonction caractéristique et loi d’une variable aléatoire

II.A - Premiére méthode
IL.A.1)
Q 15. Soit T € R%..

1
2T
l JT gitlen—m) gy — L eitlxn—m) _ 1 eiT(xn—m) _ o—iT(xn—m) sin (T (xn —m))
RVA B 2T |i(xn—m)] 1+  T(xn—m) 2i T (xn —m)
sinc (T (xn, —m)).

1"
Soit n € N*. Si xn =m J GitOn—m) gy —

-
3T | J dt =1 =sinc (T (xn, — m)).

Sixn #m
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On a montré que

T

Vi (T) = ) sine (T (xn —m)) P (X = xn) .

n=1
in (T — 1
Q 16. Soit n € N*. Si xy # m, [sinc (T (xn, — m))| = Jsin (T (xp —m))| < et donc lim sinc (T (xn —m)) =0.
Txn —m| Tlxn —m| T—+o0

Si x, = m, sinc (T (x, —m)) = 1 puis Tlim sinc (T (xn —m)) = 1. Finalement, (que la suite (xn), cy prenne ou pas la

—+00
valeur m),

N
lim Vi (T)= OXPX=xn)+1xP(X=m)=P(X=m).
T—+o00 =
K Fm

I1.A.2)

Q 17. Soit T> 0. Pour n € N et t € [T, T], posons fn(t) = et =™ (X = x,,) de sorte que Vt € [T, T], dpx(t)e ™t =
+oo

D fnlt).

n=0

Pour n € Net t € [T, T], [fr(t)] < P(X =xn) puis pour tout n € N, [[fn|, < P (X =xy). Puisque la série de terme
général P (X = xy,), n € N, converge, la fonction de fonctions de terme général f,,, n € N, converge normalement et en
particulier uniformément vers la fonction t — ¢x(t)e™ ™t sur le segment [—T, T].

Ainsi,
e Chaque fonction f,, est continue sur le segment [T, T].

o la série de fonctions de terme général f,, n € N, converge uniformément vers la fonction t — ¢x(t)e ™t sur le
segment [—T, T].

D’aprés le théoréme d’intégration terme & terme sur un segment,
e (la fonction t — ¢px(t)e '™t est continue sur [T, T]),

-
e la série de terme général J frn(t) dt converge,
-7

+oo

T it T
. J_T dx(t)e dt=>) J . fn (t) dt.

n=0""

Ceci fournit explicitement

= Z sinc (T (xn — m)) P (X =xp) (d’apres le calcul de la question Q15)

Q 18. Soit n € N. Si x; —m # 0, pour h > 0,

sin n
h h

) Xn — M
ontrl = fine (2 )| = L oS <
h
et donc }1113%) gn(h) = 0. La fonction g, se prolonge par continuité en 0 en une fonction g, continue sur [0, +oo[ en posant
h>0
gn(o) =0.

Si xn —m =0, pour h >0, gn(h) = 1. Donc, la fonction g, se prolonge par continuité en 0 en une fonction g, continue
sur [0, 400l en posant g, (0) = 1.
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Q 19. G est déja définie sur ]0, +oo[. De plus,

e si la suite (xn ), oy ne prend pas la valeur m, alors pour tout n € N, g,,(0) = 0. Dans ce cas, G(0) existe et
G(0)=0=P(X=m).
e Sinon, la suite (xn), <y prend exactement une fois la valeur m pour un certain entier ng. Dans ce cas, G(0) existe et
G(0) = Gy (0) = P (X = m).

Dans tous les cas, G est définie sur [0, +oo[ et G(0) =P (X =m).

<P(X=xn).

Soit alors n € N. Pour tout h € [0, 400[, |gn (h)] <P (X =xn) (que h soit nul ou pas) puis [|gn || (0, 1eol <

Donc, la série de fonctions de terme général g, converge normalement et donc uniformément sur [0, +ool. Puisque chaque
fonction gn, n € N, est continue sur [0, +oo[, on en déduit que G est continue sur [0, +ool.

Q 20. Puisque G est continue en 0,

lim Vi (T) = lim G <%> = lim G(h) = G(0) = P(X = m).

T—+o00 T—+4o00 h—0
II.A.3) Application
Q 21.

dx = by = VI>0VmeR, (Vm(X)) (T) = (Vm(Y)) (T) = Vm e R, lim (Vi (X)) (T) = lim (Vin(Y))(T)

T—+o0 T—+o0

>VmeR, PX=m)=P(Y=m).

II.B - Deuxiéme méthode
Q 22. Pour t #0,

1 & (ith)n 1ta) Citlb—a) & gbt—at
Ka,b(t) = 5= = - + Z 1 =t
’ 2it 2it 2n!
n=0 n=2
bn—H an+1
+ E it t"

cette derniére égalité restant vraie pour t = 0.

La fonction Kq,p est développable en série entiére sur R et en particulier, la fonction Kq p est de classe C* sur R.
eitx _ eita
sit#0
Q 23. Soit a € R. Pour (x,t) € R x [N, N], posons f(x,t) = Kq x(t) = 2it de sorte que pour tout

X;asit:O

N
x € R, Fn(x) :J f(x,t) dt.
—N

f admet une dérivée partielle par rapport a sa premiére variable x définie sur R x [—N, N] par
el /2sit#£0  e'™

V(1) € R x [N, N], o (x,1) = {1/2sit—0 T2

of

ox
1
ox 2

= @(t) ou @ est une fonction intégrable sur [—N, N].

De plus, pour tout (x,t) € R x [-N, N], ‘ (x ,t)‘ =

Ainsi,
e pour chaque x € R, la fonction t — f(x,t) = Kq x(t) est continue sur [N, N] (d’aprés Q22) et donc intégrable

sur [—N, N]J,
e pour chaque t € [-N, N], la fonction x — f(x,t) est de classe C' sur R,

of
e pour chaque x € R, la fonction t — a—(x, t) est continue par morceaux sur [—N, NJ,
X

e il existe une fonction ¢ positive, continue par morceaux et intégrable sur [—N, N] telle que, pour tout

(x,t) € R x [-N,N], E(X»t)’ < o(t).
0x
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D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, F est de classe C' sur R et pour tout réel x,

N
FL(x) = J O (xt) at.

NaX

Plus explicitement, si x # 0,

N N itx itx N iNx —iNx :

of ' — N

FL(x) = J T (x,1) dt = J € =S e e SN N gine(N).
N ox N 2 2ix | 2ix X

N
1
Six =0, F,(x) = J 3 dt = N = Nsinc(Nx). En résumé, pour tout x de [N, N], F{;(x) = Nsinc(Nx).
N

Q 24. Par suite, pour N € N* en posant s = Nx,

b b Nb

sinc(Nx) Ndx :J sinc(s) ds,

FL (1) dt:0+J
Na

N
J Kao(t) dt:Fn(b):FN(aHJ
N

a a

ce qui reste clair quand N = 0.

+o0o
Q 25. La fonction sinc est continue sur le segment [0, 1] et donc intégrable sur [0, 1]. Montrons alors que J sinc(s) ds

1
est une intégrale convergente.
1
Soit A > 1. Les deux fonctions t — —cos(t) et t — n sont de classe C' sur [1, A]. On peut effectuer une intégration par

parties qui fournit

1 1 S S 1 S
cos(A) A cos(s)
= A + cos(1) — L ) ds.
. cos(A) 1 cos(A) cos(s) 1
- < — — D - 2
Puisque A ‘ S A A converge vers 0 quand A tend vers +oo. D’autre part, 7 s e (0] 2 et donc la
+oo
fonction s — COSZ(S) est intégrable sur un voisinage de +oo. En particulier, J COSZ(S) ds est une intégrale convergente.
S 1 S
% 5in(s)
Mais alors, J ds est une intégrale convergente.
1
1 +o00 +o0
Puisque J sinc(s) ds et J sinc(s) ds sont des intégrales convergentes, il en est de méme de I'intégrale J sinc(s) ds.
0 1 0
N Nb +o00 T
Q26.85ia=0etb>0, lim J Kap(t) dt= lim J sinc(t) dt = J sinc(t) dt = =.
No+too J_n N—+o0 Jg o 2
N 0 -
Sia<0etb=0,lafonction sinc étant paire, lim J Ka,b(t) dt = J sinc(t) dt = =.
N—+oco _N o0 2
N Nb Na
Si0<a<b, lim J Ka,p(t) dt = lim J sinc(t) dt—J sinc(t) dt | =0.
N—o+oo ) N N—+o00 0 0
N
De méme, si a<b <0, lim J Kq,p(t) dt =0.
N—+o0 N
N 0 Nb -
Enfin, sia < 0<b, lim J Kap(t) dt = lim J sinc(t) dt—i—J sinc(t)dt | ==+ = =7
N—+oo | ’ N—+oo \ JNa 0 2 2
Q 27. Avec les notations de la question Q1,
1 N - 1 h 71txk ] h
~ | dx(—tKap(t) dt=) P(X=x1)~ Ka,p(t) dt = Z P(X Ka—xibx, (1) dt.
TJ-N b TJ-N —N

Soit k € [[1,]. Puisque a et b n’appartiennent pas a X(Q), il y a deux cas de figure.
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1 (N
eSixy—a>0etxx—b>0ousixk—a<0et xx—b<0,alors lim —J Ka—xy,b—x, (t) dt =0.
N—+4o00 7T ~N

N
1
e Sinon, a —xx < 0 et b—x, > 0 et dans ce cas, lim —J Ka—xp,b—x () dt == xmm=1.

N—+o00 TT _N s
Par suite,
1N
Jim LN dx(—t)Kq,b(t) dt = szgr P(X=x¢) =Pla<X<b).
a<xy<b
IIT - Régularité de ¢y
III.A -

Q 28. Soient j € [1,k] et x € R. Si [x| > 1, alors [x] < [x[* < T+ [x[Fetsix| <1, x <1<1+x* En résumé, pour
tout réel x, [x|! < 14 |x[*.
Montrons alors que X admet un moment d’ordre j. Par hypothése, la série de terme général \xnIk]P’(X =xXn), n € N,

converge. Il en est de méme de la série de terme général Xn“P (X =xn) + P (X = xp) = (1 + Ixn\k) P(X=xn),neN.

Puisque pour tout 1 € N, |xn P (X = x5) < (1 + IXn\k) P (X = xn), la série de terme général x4 P (X =xn), n € N, est
absolument convergente. Donc, la variable aléatoire X admet un moment d’ordre j.

400
Q 29. Pour n € Net t € R, posons fn(t) = et P (X = x,,) = ape!™" de sorte que ¢px = Z fr.

n=0
Soit t € R. Pour chaque n € N, la fonction f, est de classe C* sur R et pout tout j € [1,k], pour tout t € R,
fg)(t) =an (ixn)j e'™*n Donc, pour tout n € N et tout j € [1,k],

f,(lj) H = an \xn|j qui est le terme général d’une série
o0
convergente d’aprés la question précédente. Par suite, pour tout j € [1,k], la série de fonctions de terme général ﬂ(f),
n € N, converge normalement et en particulier uniformément sur R.
Ainsi,
e la série de fonctions de terme général f,,, n € N, converge simplement vers ¢x sur R,
e chaque fonction f,,, n € N, est de classe C* sur R,

e pour tout j € [1,Kk], la série de fonctions de terme général f,(lj), n € N, converge uniformément sur R.

D’aprés le théoréme de dérivation terme & terme généralisé, la fonction ¢x est de classe C* sur R et ses dérivées successives
jusqu’a l'ordre k s’obtiennent par dérivation terme & terme. Ceci fournit explicitement :

+oo
¥ e[k, VteR, o)1) = Y (ixn) e P (X = xn).
n=0
Q 30. En particulier, d’aprés la formule de transfert,
X +oo
b3 (0) = D (ixn) P (X = xn) =1°E (X¥),
n=0

et donc E (X¥) =i %0 (0).
IIL.B -

Q 31. ¢x est de classe C? sur R et en particulier, ¢px est deux fois dérivable en 0. Par suite, ¢x admet un 0 un
développement limité d’ordre 2, son développement de TAYLOR-YOUNG. On en déduit que

2 EPTRY)
), 5. g (2000 = (90014 200510) + T 0g001) - (ox(0)+ (-2m0k(0) + 5 0(0)) +0 (7))
= 040 +ol0)

Done, lim f(h) =—d¥(0).
h—0+
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Q 32. Soit h € R*.

1 +oo +o0 ) +o00 '
fh) =13 <2 Y an—) ane?™r =3 apetie
n=0 n=0 n=0
1 +oo +oo ) ) 1 +oo
= <2T§) an — Z ap (e2hen 621th)> =53 Z an (1= cos (2hxn))

n=0 n=0
+oo +oo
1

h
th Z 2an sin? (hxn) = Z sin’ Xn)

Q 33. Pour tout h > 0 et tout n € N,
n 2 +oo .2
sin” (hxy) sin“ (hxy)
3 M <y o R i

n n
Quand h tend vers 0, on obtient : Yn € N, Z akxi < —¢%(0). Ainsi, la suite des sommes partielles <Z akxi> est
k=0 k=0 neN
majorée. En tenant compte du fait que pour tout k € N, akxk 0, ceci montre que la série de terme général akxk, k e N,
converge. Donc, X admet un moment d’ordre 2.

IT1.C -

+oo
Q 34. Supposons que E (XZk) =0 ou encore que Z X2 (X = x,,) = 0. Mais alors, pour tout n € N, x2*P (X = x,) = 0
n=0
(somme nulle de réels positifs). Ceci impose que, pour tout n € N, si x, # 0, P (X = x,;) = 0. Mais alors, nécessairement
X prend la valeur 0 puis P(X = 0) = 1. La variable aléatoire X est donc presque stirement nulle.
Réciproquement, si X est presque stirement nulle, alors E (XZk) =0.

Q 35. Puisque X admet un moment d’ordre 2k, d’aprés la question Q29, px est de classe C?* sur R et

+oo
VtER, o (1) = Y an (ixa)? el = ch P (Y =xn) e = (=D ady(t).

Puisque @x est de classe C?**2 sur R et que o # 0, ¢y est de classe C2 sur R.

Q 36. Si & > 0, puisque ¢y est de classe C2 sur R, la question Q33 permet d’affirmer que Y admet un moment d’ordre

2. Donc, la série de terme général P (Y = x)x2 = —anx2*2 converge. Il en est de méme de la série de terme général
o4
anx2k*t2 et donc X admet un moment d’ordre 2k + 2. Ceci reste vrai si o = 0.

Q 37. On montre le résultat par récurrence sur k € N*.

e Le résultat est vrai pour k = 1 d’aprés la question Q33.

e Soit k > 1. Supposons que si ¢px est de classe C2*, alors X admet un moment d’ordre 2k. Soit X une variable aléatoire
telle que ¢x est de classe C2**2. Alors, ¢x est de classe C2* sur R et donc X admet un moment d’ordre 2k par
hypothése de récurrence.

Mais alors, d’aprés la question précédente, X admet un moment d’ordre 2k + 2.

Le résultat est démontré par récurrence.

IV - Développement en série entiére de ¢y

IV.A -
Q 38. Posons X(Q) ={x1,...,x}. Pour tout réel t,
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T

Ttx = (ith)n
X=xe™ =3 P(X=x)|) ——
n=0 '

k=1 k=1

<
X
=
I
M-
=

+ . T
i)™
= Z (it <Z x P (X = xk)> (combinaison linéaire de séries convergentes)

n!
n=0 k=1
+oo /.
t n
_ Z (it) E (XM
n!

IV.B -

Q 39. Soit f la fonction t — e't. Soient y € R et n € N. D’aprés la formule de TAYLOR-LAPLACE,

. o)k LI y —{)m in+1 v .
ely _ Z ( E‘) _ f(y) _ Z T'()yk — J %f(n‘F])(t) dt = al J (y — ‘t)nelt dt.
o . . 0 : :

k=0 0
Siy =0,
i = (ly)k 1 Y n it 1 Y n |, it 1 Y n
ey_Z = L(y—t) e dt’ < HL ly—t"™ e ‘dt:mL(y—t) dt
k=0
1 (y _ t)n+1 Y yn+1 ‘y|n+1
_H[_ n+1 }0_(n+1)!_(n+1)!'
Siy <0,
n . 0 0 0
; (iy)* ” 1 1
1wy _ _ _ 4\t _ _4m _ _ n
eV — 3 o _n!J(y t)"e dtgn!J\y t| dt—n!J(t y)™ dt
k=0 Yy y y
1 (t_y)n+1 0 B (_y)nJr] _ |y‘n+1
" nl n+1 y_(n+1)! EGER
On a montré que pour tout y € R et tout n € N, |e'V — i (iy)k ‘y|n+1
que p Y : 2 0| S
Q 40. Soit t € R R Pour n € N, posons S,,(t) = i ﬁt)kE (Xk)
) e’el P " _k:O k! '
n" nm"
Puisque E(IX[") = O/ — |, il existe np € N et M > 0 tel que, pour tout n > ng, E (|X|™) < M—.
n—-+oo Rn Rn

Soit n > ny.

[dx(t) = Sn(t)] =

) (d’aprés Q39 et par croissance de I'espérance)

m+1)!
\t|n+] |t\“+1 (n+ ”n+1
_ E Xn+1 < M
(n+U!U| ) (n+1)!  Rntl
Rn—H (n+])n+1 - 1 n+] n+1
S (n+Nlentt R T (4 1) e '

http ://www.maths-france.fr 8 © Jean-Louis Rouget, 2020. Tous droits réservés.



Centrale 2020 - PC - Mathématiques 2 - Corrigé

1 n+ 1\ 1 1
D’aprés la formule de STIRLING, ———— (—) ~ e ~ —
m+1)! e n—too \ 2m(n + 1) n—too /21
. 1 n+1 ntl . . i
Donc, lim M——— [ —— =0 puis lim |px(t) —Sn(t)]=0. On a montré que
notoo (N4 1)! e n—+oo
+00 (.. \k
1t
Vt e R, dx(t) = (k') E (X¥).
k=0
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