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MATHÉMATIQUES 1. FILIERE PC

I - Cas des matrices de taille 2× 2

Q 1. Un calcul par blocs fournit

J2n =

(

0n,n In
−In 0n,n

)(

0n,n In
−In 0n,n

)

=

(

−In 0n,n

0n,n −In

)

= −I2n.

Ensuite, JTn =

(

0n,n −ITn
ITn 0n,n

)

=

(

0n,n −In
In 0n,n

)

= −Jn et donc Jn ∈ An(R).

Enfin, JTnJnJn = −JnJ
2
n = JnI2n = Jn et donc Jn ∈ Sp2n(R). Finalement, Jn ∈ Sp2n(R) ∩ An(R).

Q 2. Soit M =

(

a c

b d

)

∈ M2(R).

MT J1M =

(

a b
c d

)(

0 1
−1 0

)(

a c
b d

)

=

(

−b a
−d c

)(

a c
b d

)

=

(

0 ad− bc

−(ad− bc) 0

)

puis

M ∈ Sp2(R) ⇔ MT J1M = J1 ⇔
(

0 ad− bc
−(ad− bc) 0

)

=

(

0 1
−1 0

)

⇔ ad − bc = 1 ⇔ det(M) = 1.

Q 3. M ∈ O2(R). Donc, M ∈ GL2(R) et M−1 = MT .

M ∈ Sp2(R) ⇔ MT J1M = J1 ⇔ J1M = MJ1

⇔
(

0 1

−1 0

)(

x1 y1

x2 y2

)

=

(

x1 y1

x2 y2

)(

0 1

−1 0

)

⇔
(

x2 y2

−x1 −y1

)

=

(

−y1 x1
−y2 x2

)

⇔ y1 = −x2 et y2 = x1

⇔
(

0 −1

1 0

)(

x1
x2

)

=

(

y1

y2

)

⇔ M2 = −J1M1.

Q 4. Soit M ∈ M2(R) la matrice dont les colonnes sont X1 et −J1X1.

‖X1‖ = 1 puis ‖−J1X1‖2 = (−J1X1)
T
(−J1X1) = XT JT1 J1X1 = −XT

1 J
2
1X1 = XT

1X1 = 1 et donc ‖−J1X1‖ = 1. Ensuite, en

posant X1 =

(

a
b

)

,

〈X1,−J1X1〉 = 〈
(

a

b

)

,

(

−b

a

)

〉 = −ab+ ab = 0.

Les colonnes de M sont unitaires et orthogonales. Donc, M ∈ O2(R). Mais alors, d’après la question précédente, M est
symplectique.

Q 5. M est symétrique réelle et donc diagonalisable dans M2(R) d’après le théorème spectral. Soient λ1 et λ2 ses deux
valeurs propres. On sait que det(M) = λ1λ2. D’après la question Q2, on a λ1λ2 = 1 et donc les deux valeurs propres de
M sont inverses l’une de l’autre.
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Soit X1 un vecteur propre unitaire associé à λ1 (obtenu en normant un vecteur propre de M associé à λ1). Le vecteur
X2 = −J1X1 est unitaire et orthogonal à X1 d’après la question précédente. Le vecteur X2 est donc un vecteur propre de
M associé à λ2 car les sous-espaces propres d’une matrice symétrique réelle sont orthogonaux. La matrice P dont les deux
colonnes sont X1 et X2 est orthogonale et symplectique et vérifie P−1MP = diag (λ1, λ2).

Q 6. Soit A =

(

0 −a

a 0

)

∈ A2(R).

A ∈ Sp2(R) ⇔ det(A) = 1 ⇔ a2 = 1 ⇔ a = ±1 ⇔ A = J1 ou A = −J1.

Il existe exactement deux matrices antisymétriques et symplectiques, à savoir les matrices J2 et −J2 = JT2 . Dans les deux
cas, le polynôme caractéristique est χ = X2 + 1. Ce polynôme n’est pas scindé sur R et donc J2 et −J2 ne sont pas
diagonalisables dans M2(R).

II - Cas des matrices symplectiques et orthogonales

Q 7. Soient (X1, X2, Y) ∈ M2n,1(R) et (λ, µ) ∈ R2.

ϕ (λX1 + µX2, Y) = (λX1 + µX2)
T
KY = λXT

1KY + µXT
2KY = λϕ (X1, Y) + µϕ (X2, Y) .

De même, pour tout (X, Y1, Y2) ∈ M2n,1(R) et tout (λ, µ) ∈ R2, ϕ (X, λY1 + µY2) = λϕ (X, Y1) + µϕ (X, Y2). Donc, ϕ est
une forme bilinéaire sur M2n,1(R).

Q 8. Soit X ∈ M2n,1(R). ϕ(X,X) = XTKX ∈ M1,1(R). Par suite,

XTKX = ϕ(X,X) = ϕ(X,X)T = XTKTX = −XTKX

et donc 2ϕ(X,X) = 0 puis ϕ(X,X) = 0. On a montré que ϕ est une forme bilinéaire alternée.

Soit (X, Y) ∈ (M2n(R))
2. Par bilinéarité,

0 = ϕ(X+ Y, X+ Y) = ϕ(X,X) +ϕ(X, Y) + ϕ(Y, X) + ϕ(Y, Y) = ϕ(X, Y) + ϕ(Y, X)

et donc ϕ(X, Y) = −ϕ(Y, X). On a montré que ϕ est une forme bilinéaire antisymétrique.

Q 9. Posons X =

(

X1

X2

)

où X1 =







x1
...
xn






et X2 =







xn+1

...
x2n






et de même Y =

(

Y1
Y2

)

où Y1 =







y1

...
yn






et

Y2 =







yn+1

...
y2n






. Un calcul par blocs fournit

ϕ(X, Y) =
(

XT
1 XT

2

)

(

0 In
−In 0

)(

Y1
Y2

)

=
(

XT
1 XT

2

)

(

Y2
−Y1

)

= XT
1Y2 − XT

2Y1

=

n∑

k=1

xkyn+k −

n∑

k=1

xn+kyk =

n∑

k=1

(xkyn+k − xn+kyk) .

Q 10. Soit (i, j) ∈ J1, nK2. ϕ (ei, ej) =

n∑

k=1

(δk,i × 0− 0× δk,j) = 0 = δi+n,j − δi,j+n (car i + n > n + 1 > j et

j+ n > n + 1 > i).

Soit (i, j) ∈ J1, nK × Jn + 1, 2nK.

ϕ (ei, ej) =

n∑

k=1

(δk,i × δn+k,j − 0× 0) = δi+n,j (obtenu quand k = i)

= δi+n,j − δi,j+n.

Soit (i, j) ∈ Jn + 1, 2nK × J1, nK.
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ϕ (ei, ej) =

n∑

k=1

(0× 0− δi,n+k × δj,k) = −δi,j+n (obtenu quand k = j)

= δi+n,j − δi,j+n.

Soit enfin (i, j) ∈ Jn + 1, 2nK2. ϕ (ei, ej) =

n∑

k=1

(0× δj,k+n − δi,k+n × 0) = 0 = δi+n,j − δi,j+n.

On a montré que pour tout (i, j) ∈ J1, 2nK2, ϕ (ei, ej) = δi+n,j − δi,j+n.

Q 11. Soit X ∈ M2n,1(R).

〈JnX,X〉 = (JnX)
T
X = XT JTnX = −XT JnX = −

(

XT JnX
)T

= −XT JTnX = −(JnX)
T
X = −〈JnX,X〉

puis 2〈JnX,X〉 = 0 puis 〈JnX,X〉 = 0. Donc, JnX ∈ X⊥. Ensuite,

ϕ (JnX,X) = (JnX)
T
JnX = XT JTnJnX = −XT J2nX = XTX = ‖X‖2 .

Q 12. Soit X ∈ M2n,1(R). Soit Z ∈ M2n,1(R).

ϕ(X,Z) = XT JnZ = −(JnX)
T
Z = −〈JnX,Z〉.

Par suite, ∀Z ∈ M2n,1(R), ϕ(X,Z) = 0 ⇔ 〈JnX,Z〉 = 0. Ceci montre que XJn = (JnX)
⊥

.

Q 13. Puisque P est orthogonale, on sait que les colonnes de P sont unitaires et deux à deux orthogonales pour 〈 , 〉.
Soit (i, j) ∈ J1, 2nK2.

ϕ (Xi, Xj) = ϕ (Pei, Pej) = (Pei)
T
Jn (Pej) = eTi P

T JnPei

= eTi Jnei (car P est symplectique)

= ϕ (ei, ej) = δi+n,j − δi,j+n (d’après la question Q10).

Q 14. Soit i ∈ J1, nK. L’application X 7→ ϕ (Xi, X) est une forme linéaire sur M2n,1(R), non nulle car ϕ (Xi, Xi+n) =

δi+n,i+n − δi,i+2n = 1 6= 0. Son noyau, à savoir XJn
i est un hyperplan de M2n(R) et donc un sous-espace de M2n(R) de

dimension 2n − 1.

Pour tout j ∈ J1, 2nK, ϕ (Xi, Xj) = δi+n,j−δi,j+n = δi+n,j car j+n > i et donc, pour tout j ∈ J1, 2nK\{i+n}, ϕ (Xi, Xj) = 0

ou encore pour tout j ∈ J1, 2nK \ {i + n}, Xj ∈ XJn
i puis Vect (Xj)j6=i+n

⊂ XJn
i et finalement, Vect (Xj)j6=i+n

= XJn
i par

égalité des dimensions.

Enfin, les colonnes de P forment une base orthonormée de l’espace euclidien (E, 〈 , 〉) et donc Vect (Xj)j6=i+n = X⊥
i+n. On

a montré que XJn
i = X⊥

i+n.

Q 15. Soit i ∈ J1, nK. D’après la question Q11, on a aussi X⊥
i+n = XJn

i = (JnX)
⊥

et donc JnX ∈ Vect (Xi+n). Donc, il
existe λ ∈ R tel que JnXi = λXi+n. D’autre part, puisque ϕ est anti-symétrique

1 = ϕ (Xi, Xi+n) = −ϕ (Xi+n, Xi) = −XT
i+nJnXi = −λXT

i+nXi+n = −λ ‖Xi+n‖2 = −λ.

Donc, λ = −1 puis Xi+n = −JnXi.

III - Quelques généralités sur les matrices symplectiques

Q 16. Jn ∈ On(R) et en particulier det (Jn) 6= 0. Soit M ∈ Sp2n(R). Par passage au déterminant dans l’égalité, MT JnM =

Jn, on obtient (detM)2det (Jn) = det (Jn) puis (detM)2 = 1 et donc

det(M) ∈ {−1, 1}.

Q 17. Soit M une matrice symplectique. M est inversible d’après la question précédente puis

MT JnM = Jn ⇒
(

MT
)−1

MT JnMM−1 =
(

MT
)−1

JnM
−1 ⇒ Jn =

(

M−1
)T

JnM
−1

et donc M−1 est symplectique.
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Q 18. Soient M et N deux matrices symplectiques.

(MN)T Jn(MN) = NT
(

MT JnM
)

N = NT JnN = Jn

et donc MN est symplectique. Ensuite, 0T Jn0 = 0 6= Jn et donc la matrice nulle n’est pas symplectique. Sp2n(R) n’est
pas un sous-espace vectoriel de M2n(R).

IV - Réduction des matrices symétriques et symplectiques

IV.A - Propriété

Q 19. Soit M ∈ S2n(R) ∩ Sp2n(R). Soient λ une valeur propre de M puis X un vecteur propre associé. Puisque M est
inversible, λ 6= 0. Ensuite,

JnX = MT JnMX = λMT JnX = λMJnX

et donc M (JnX) =
1

λ
JnX. Puisque Jn est inversible et que X 6= 0, on a JnX 6= 0 et donc

1

λ
est valeur propre de M et JnX

est un vecteur propre associé.

Q 20. Plus généralement, pour tout X ∈ M2n,1(R), si X ∈ Eλ(M), alors JnX ∈ E1/λ(M).
Réciproquement, si JnX ∈ E 1

λ

(M), alors JnJnX ∈ E1/(1/λ)(M) puis −X ∈ Eλ(M) et donc X ∈ Eλ(M). En résumé,

∀X ∈ M2n,1(R), X ∈ Eλ(M) ⇔ JnX ∈ E1/λ(M).

Par suite, E1/λ(M) = {JnX, X ∈ Eλ(M)} = JnVect (X1, . . . , Xp) = Vect (JnX1, . . . , JnXp). Donc, la famille (JnX1, . . . , JnXp)

est génératrice de E1/λ(M). D’autre part, la famille (X1, . . . , Xp) est libre et Jn est inversible. Donc, la famille (JnX1, . . . , JnXp)

est libre (car l’endomorphisme de R2n canoniquement associé à Jn est injectif). Finalement, la famille (JnX1, . . . , JnXp)

est une base de E1/λ(M). On en déduit encore que

dim
(

E1/λ

)

= p = dim (Eλ) .

Q 21. Pour tout (X, Y) ∈ (M2n,1(R))
2
,

〈JnX, Y〉 = (JnX)
T
Y = XT JTnY = −XT JnY = −〈X, JnY〉.

Soient alors Y ∈ M2n,1(R) puis p ∈ N∗ et (Y1, . . . , Yp) ∈ (M2n,1(R))
p
. Supposons Y ∈ (Y1, . . . , Yp, JnY1, . . . , JnYp)

⊥
.

D’après Q11, JnY ∈ Y⊥. D’autre part, pour i ∈ J1, pK,

〈JnY, Yi〉 = −〈Y, JnYi〉 = 0

et

〈JnY, JnYi〉 = −〈Y, J2nYi〉 = 〈Y, Yi〉 = 0.

On a montré que JnY ∈ (Y1, . . . , Yp, Y, JnY1, . . . , JnYp)
⊥.

Q 22. D’après la question Q22, si (X1, . . . , Xp) est une base de E1(M), alors (JnX1, . . . , JnXp) est aussi une base de E1(M)

et en particulier E1(M) sont stables par Jn. Soit fn l’endomorphisme de E1(M) canoniquement associé à Jn. Puisque
J2n = −I2n, on a encore f2n = −IdE1(M). Mais alors,

(det (fn))
2
= det

(

f2n
)

= det
(

−IdE1(M)

)

= (−1)dim(E1(M)).

et donc (−1)dim(E1(M)) > 0. Ceci montre que la dimension de E1(M) est un entier pair (non nul puisque dans cette
question, on suppose que 1 est effectivement valeur propre de M). Posons donc dim (E1(M)) = 2p où p ∈ N∗.

Montrons par récurrence finie que pour tout k ∈ J1, pK, il existe une famille orthonormée de E1(M) de la forme
(X1, . . . , Xk, JnX1, . . . , JnXk).

• E1(M) n’est pas {0}. Soit X1 un vecteur unitaire de E1(M). D’après la question Q19, JnX1 est dans E1(M). D’après
la question Q11, JnX1 est orthogonal à X1 et d’autre part, puisque Jn est une matrice orthogonale, ‖JnX1‖ = ‖X1‖ = 1.
Donc, (X1, JnX1) est une famille orthonormée de E1(M). Ceci achève l’étude du cas où p = 1.
On suppose dorénavant p > 2.

• Soit k ∈ J1, p − 1K. Supposons qu’il existe une famille orthonormée de E1(M) de
la forme (X1, . . . , Xk, JnX1, . . . , JnXk). Puisque k < p, l’orthogonal de Vect (X1, . . . , Xk, JnX1, . . . , JnXk) dans E1(M)

est de dimension 2(p− k) > 0. Soit alors Xk+1 un vecteur unitaire de cet orthogonal. JnXk+1 est un vecteur de E1(M)
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d’après la question Q19, unitaire car Jn est orthogonale et de plus, d’après la question Q21, JnXk+1 est orthogonal
aux vecteurs X1, . . . , Xk, Xk+1, JnX1, . . . , JnXk. (X1, . . . , Xk, Xk+1, JnX1, . . . , JnXkJnXk+1) est donc une famille
orthonormée de E1(M).

Le résultat est démontré par récurrence.

En particulier, il existe une famille orthonormée de E1(M) de la forme (X1, . . . , Xp, JnX1, . . . , JnXp). Puisque dim (E1(M)) =

2p, cette famille est une base orthonormée de E1(M).

Q 23. Puisqu’on a aussi
1

−1
= −1, la question Q19 permet d’affirmer que si X est un vecteur de E−1(M), alors JnX est

encore un vecteur de E−1(M). La démonstration précédente peut alors être reproduite à l’identique pour E−1(M) avec le
même résultat.

Q 24. Puisque M est symétrique réelle, on sait que les sous-espaces propres de M sont supplémentaires orthogonaux. Les
éventuelles valeurs propres de M distinctes de 1 et −1 peuvent être regroupées deux à deux : on peut à chaque valeur

propre λ telle que |λ| > 1 associer la valeur propre
1

λ
.

E1(M) admet une base orthonormée de la forme (X1, . . . , Xp,−JnX1, . . . ,−JnXp) (en appliquant Q22 et en tenant compte
de Q13), y compris dans le cas conventionnel où p = 0, cas où 1 n’est pas valeur propre de M et où la base proposée est
vide. Il en est de même de E−1(M). Ensuite, pour chaque valeur propre éventuelle λ telle que |λ| > 1, on dispose d’une base
orthonormée de Eλ(M) de la forme (X1, . . . , Xp). Mais alors, (−JnX1, . . . ,−JnXp) est une base orthonormée de E1/λ(M).

On ordonne alors tous les Xi en commençant par les Xi de E1(M) puis ceux de E−1(M) puis les Xi associés à chaque valeur
propre λ tels que |λ| > 1. On obtient une famille orthonormée (X1, . . . , Xn). La famille (X1, . . . , Xn,−JnX1, . . . ,−JnXn) =

(X1, . . . , Xn, Xn+1, . . . , X2n) est alors une base orthonormée de M2n,1(R) ou encore la matrice P dont les colonnes sont
les vecteurs précédents est une matrice orthogonale. Par construction, PTAP est de la forme

PTAP = diag

(

1, . . . , 1,−1, . . . ,−1, λ1, . . . , λ1, . . . , λr, . . . , λr, 1, . . . , 1,−1, . . . ,−1,
1

λ1
, . . . ,

1

λ1
, . . . ,

1

λr
, . . . ,

1

λr

)

et vérifie donc la condition : ∀i ∈ J1, nK, di+n =
1

di
. Enfin, en tenant compte de J2n = −I2n et pour tout i ∈ J1, nK,

Xi+n = −JnXi,

JnP =
(

JnX1 . . . JnXn JnXn+1 . . . JnX2n

)

=
(

−Xn+1 . . . −X2n −X1 . . . −Xn

)

,

et d’autre part, par un calcul par blocs,

(

X1 . . . Xn Xn+1 . . . X2n

)

(

0 In
−In 0

)

=
(

−Xn+1 . . . −X2n −X1 . . . −Xn

)

Donc, JnP = PJn puis PT JnP = Jn. La matrice P est symplectique et donc convient.

IV.B - Mise en application sur un exemple

Q 25. Soient B =

(

9 1

1 9

)

et C =

(

3 3

3 3

)

. Alors, BC = CB =

(

30 30

30 30

)

puis B2 =

(

82 18

18 82

)

et C2 =
(

18 18

18 18

)

puis B2 − C2 = 64I2. Un calcul par blocs fournit alors

AT J2A =
1

64

(

B C
C B

)(

0 I2
−I2 0

)(

B C
C B

)

=
1

64

(

−C B

−B C

)(

B C

C B

)

=
1

64

(

0 B2 − C2

−
(

B2 − C2
)

0

)

=

(

0 I2
−I2 0

)

= J2.

Donc, A est symplectique. D’autre part, A est symétrique et finalement A ∈ S4(R) ∩ Sp4(R).
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Q 26. A − I4 =
1

8









1 1 3 3

1 1 3 3
3 3 1 1

3 3 1 1









est de rang 2 (C2 = C1, C4 = C3 et (C1, C3) libre). D’après le théorème du rang,

Ker (A − I4) est de dimension 4 − 2 = 2. Puisque A est diagonalisable, 1 est valeur propre de A d’ordre 2 exactement. Il

manque deux valeurs propres , inverses l’une de l’autre, notées λ et
1

λ
.

9

2
= Tr(A) = 1+ 1+ λ+

1

λ

puis λ+
1

λ
=

5

2
. Les deux valeurs propres manquantes sont 2 et

1

2
.

Un vecteur propre unitaire de E1(A) est X1 =
1

2









1

−1
1

−1









.

Ensuite, −J2X1 = −
1

2









0 0 1 0

0 0 0 1
−1 0 0 0

0 −1 0 0

















1

−1
1

−1









=
1

2









−1

1
1

−1









.

Le vecteur X2 =
1

2









1
1

1

1









est un vecteur propre unitaire associé à la valeur propre 2.

Le vecteur −J2X2 = −
1

2









0 0 1 0
0 0 0 1

−1 0 0 0
0 −1 0 0

















1
1

1
1









=
1

2









−1
−1

1
1









est alors un vecteur propre unitaire associé à la valeur

propre
1

2
.

On ordonne ces vecteurs dans l’ordre X1, X2, −J2X1, −J2X2 et on obtient la matrice P =
1

2









1 1 −1 −1

−1 1 1 −1

1 1 1 1
−1 1 −1 1









. D’après

la question Q24, P est une matrice à la fois orthogonale et symplectique telle que PTAP = D où D = Diag

(

1, 2, 1,
1

2

)

.

V - Etude du cas des matrices antisymétriques

V.A - Un peu de théorie

Q 27. Soit A ∈ An(R). Soient λ une valeur propre de A dans C et X = (xk)16k6n ∈ Mn,1(C) \ {0} un vecteur propre
associé.

X
t
AX = λX

T
X = λ

n∑

k=1

|xk|
2
.

Mais d’autre part, puisque A est antisymétrique réelle,

X
T
AX =

(

X
T
AX

)T

= XTATX = −XTA X = −XTAX = −λXTX = −λ

n∑

k=1

|xk|
2
.

Donc, λ

n∑

k=1

|xk|
2
= −λXTX = −λ

n∑

k=1

|xk|
2

puis λ = −λ car

n∑

k=1

|xk|
2 6= 0.

Ainsi, toute valeur propre de A dans C est imaginaire pure.

Si de plus A est symplectique, en particulier A est inversible d’après la question Q16 et donc 0 n’est pas valeur propre
de A. Finalement, si A ∈ An(R) ∩ Sp2n(R), les valeurs propres de A sont des imaginaires purs non nuls. En particulier,
sp

R
(A) = ∅.
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Q 28.
(

M2
)T

=
(

MT
)2

= (−M)2 = M2. Donc M2 ∈ S2n(R). D’autre part, M2 ∈ Sp2n(R) d’après la question Q18.
Finalement, M2 ∈ S2n(R)∩Sp2n(R). D’après la question Q24, il existe P ∈ O2n(R)∩Sp2n(R) soit une matrice diagonale

réelle D = diag (dk)16k62n avec pour tout k ∈ J1, nK, dk+n =
1

dk
.

Q 29. M2MX = MM2X = M(λX) = λMX où de plus MX 6= 0 car X 6= 0 et M inversible. Donc, MX est vecteur propre
de M2 associé à la valeur propre λ.

Ensuite, M2 est symplectique et symétrique. M2JnX =
1

λ
M2JnM

2X =
1

λ
JnX avec de nouveau JnX 6= 0 car Jn est

inversible. Donc, JnX est vecteur propre de M2 associé à la valeur propre
1

λ
.

Enfin, M2JnMX = M2JnM

(

1

λ
M2X

)

=
1

λ
M2JnM

2MX =
1

λ
JnMX avec JnMX 6= 0. Donc, JnMX est vecteur propre de

M2 associé à la valeur propre
1

λ
.

Q 30. M×Vect (X,MX, JnX, JnMX) = Vect
(

MX,M2X,MJnX,MJnMX
)

= Vect

(

MX, λX,−
1

λ
JnMX,−JnX

)

⊂ F. Donc,

F est stable par M.

Jn × Vect (X,MX, JnX, JnMX) = Vect
(

JnX, JnMX, J2nX, J
2
nMX

)

= Vect (JnX, JnMX,−X,−MX) ⊂ F. Donc, F est stable
par Jn.

Q 31. Les valeurs propres de M sont des imaginaires purs non nuls. Toute valeur propre de M2 est le carré d’une valeur
propre de M et est donc un réel strictement négatif.

Q 32. Soit (a, b, c, d) ∈ R4 tel que aX+bMX+ cJnX+dJnMX = 0 (I). En multipliant les deux membres de cette égalité

par M2 à gauche, on a aussi aλX+ λbMX+
c

λ
JnX+

d

λ
JnX = 0 (II). Ensuite, (I) − λ(II) fournit

(

1− λ2
)

(aX+ bMX) = 0

puis aX+ bMX = 0 car λ 6= ±1.

Si b 6= 0, on obtient MX = −
a

b
X et donc −

a

b
est valeur propre de M (car X 6= 0). Ceci contredit le résultat de la question

Q27. Donc b = 0 puis a = 0.

Il reste cJnX+ dJnMX = 0 puis Jn (cXdMX) = 0 et donc cX + dMX = 0 car Jn est inversible. Mais alors, d’après ce qui
précède, c = d = 0.

On a montré que si λ 6= −1, la famille (X,MX, JnX, JnMX) est libre et est donc une base de F. Par suite, dim(F) = 4.

‖X‖ = 1 puis ‖MX‖2 = (MX)T (MX) = −XTM2X = −λXTX = −λ‖X‖2 = −λ et donc

∥

∥

∥

∥

−1√
−λ

MX

∥

∥

∥

∥

=
1√
−λ

‖MX‖ = 1.

Ensuite, puisque Jn est une matrice orthogonale, ‖−JnX‖ = ‖JnX‖ = ‖X‖ = 1 et

∥

∥

∥

∥

1√
−λ

JnMX

∥

∥

∥

∥

=
1√
−λ

‖JnMX‖ =

1√
−λ

‖MX‖ = 1. Les quatre vecteurs proposés sont unitaires.

M2 est symétrique réelle et donc ses sous-espaces propres sont deux à deux orthogonaux. X et MX sont vecteurs propres

de M2 associés à λ et JnX et JnMX sont des vecteurs propres de M2 associés à
1

λ
. Puisque λ 6= −1, on a

1

λ
6= λ et donc

les vecteurs JnX et JnMX sont orthogonaux aux vecteurs X et MX.

L’égalité ϕ(X,X) = 0, obtenue à la question Q8, appliquée avec K = M ∈ A2n(R) fournit XTMX = 0 ou encore
〈X,MX〉 = 0. Enfin, puisque Jn est orthogonale, on en déduit que 〈JnX, JnMX〉 = 〈X,MX〉 = 0.

Ceci montre que (X,MX, JnX, JnMX) est une base orthogonale de F et finalement que

(

X,−
1√
−λ

MX, JnX,
1√
−λ

JnX

)

est

une base orthonormée de F.

M(X) = −
√
−λ

(

−
1√
−λ

MX

)

et M

(

−
1√
−λ

MX

)

= −
1√
−λ

λX =
√
−λX.

De même, M (−JnX) =
1

λ
MT JnM

2X =
1

λ
JnMX = −

1√
−λ

(

1√
−λ

JnMX

)

et M

(

1√
−λ

JnM

)

X = −
1√
−λ

MT JnMX =

1√
−λ

(−JnX). La matrice demandée est donc
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MF =















0
√
−λ 0 0

−
√
−λ 0 0 0

0 0 0
1√
−λ

0 0 −
1√
−λ

0















.

Q 33. Posons Y1 = X et Y2 = MX. Pour Y ∈ M2n,1(R), d’après la question Q21,

Y ∈ F⊥ ⇒ Y ∈ (Y1, Y2, JnY1, JnY2)
⊥ ⇒ JnY ∈ (Y1, Y2, JnY1, JnY2)

⊥ ⇒ JnY ∈ F⊥.

Donc, F⊥ est stable par Jn. Dans la question Q21, seule a servi l’antisymétrie de Jn et donc le résultat de la question Q21
s’applique à la matrice M : F⊥ est stable par M.

Q 34. • Traitons le cas λ = −1. F est stable par Jn et donc, comme à la question Q22, la dimension de F est paire et donc,
dim(F) = 2 ou dim(F) = 4.
Si dim(F) = 2, la famille (X,−MX) est une famille orthonormée de F et donc une base orthonormée de F. La matrice de

mF dans cette base est

(

0 1

−1 0

)

= J1.

Si dim(F) = 4, la famille (X,−MX,−JnX, JnMX) est une famille orthonormée de F et donc une base orthonormée de F. La

matrice de mF dans cette base est

(

J1 0

0 J1

)

.

Enfin, X ∈ E−1

(

M2
)

⇒ M2X = −X ⇒ M2JnX = −M2JnM
2X = −JnX ⇒ JnX ∈ E−1(R). Donc, E−1

(

M2
)

est stable par

Jn et encore une fois la dimension de E−1

(

M2
)

est paire.

• On peut alors entamer la construction des Fi. Soit λ1 une valeur propre de la matrice symétrique M2 puis X1 un vecteur
propre unitaire de M2 puis F1 le sous-espace associé à X1 dans la question Q30. F1 vérifie les propriétés (b), (c), (e), (f).
Si F⊥1 = {0}, c’est fini.

Sinon, F⊥1 est stable par M. Soit λ2 une valeur propre de l’endomorphisme induit m2
F⊥

1

qui est symétrique puis X2 un

vecteur propre unitaire de m2
F⊥

1

et donc de m2 puis F2 le sous-espace associé à X2 dans la question Q30. De nouveau, F2

vérifie les conditions (b), (c), (e) et (f). D’autre part, F2 ⊂ F⊥1 et donc la somme F1 + F2 est directe. Enfin, si Y ∈ F1 et
Z ∈ F2, ϕ(Y, Z) = YT JnZ = 〈Y, JnZ〉 = 0 car JnZ ∈ F2. Donc les sous-espaces F1 et F2 vérifient la condition (d).

Supposons avoir ainsi construit k ∈ N∗ et F1, . . . , Fk vérifiant les conditions (b) à (f). Si (F1 + . . .+ Fk)
⊥
= {0}, c’est fini.

Sinon, (F1 + . . .+ Fk)
⊥ est un sous-espace de dimension non nulle et stable par m. On construit comme précédemment

λk+1 valeur propre de l’endomorphisme symétrique m2
(F1+...+Fk)

⊥ puis Xk+1 vecteur propre unitaire associé puis Fk+1

associé à Xk+1 dans la question Q30. Avec les mêmes démonstrations, Fk+1 vérifie les conditions (b), (c), (e) et (f) et les
sous-espaces Fi, 1 6 i 6 k+ 1, vérifient (d).

Si ce processus ne s’arrête pas, alors dim (F1 + . . . + Fn+1) > 2(n+1) > 2n = dim (M2n,1(R)) ce qui est une contradiction.
Donc, ce processus s’arrête à un instant q où par construction F1 + . . . + Fq = M2n,1(R) (car sinon on peut construire
Fq+1 ...). Puisque les sous-espaces Fi, 1 6 i 6 q, sont deux à deux orthogonaux, ils vérifient de plus la condition (a).

V.B - Mise en application

Q 35. Tout d’abord, la matrice B est antisymétrique et d’autre part,

BT J2B =
1

16









0 5 0 3

−5 0 −3 0
0 3 0 5

−3 0 −5 0

















0 0 1 0

0 0 0 1
−1 0 0 0

0 −1 0 0

















0 −5 0 −3

5 0 3 0
0 −3 0 −5

3 0 5 0









=
1

16









0 −3 0 5

3 0 −5 0
0 −5 0 3

5 0 −3 0

















0 −5 0 −3

5 0 3 0
0 −3 0 −5

3 0 5 0









=
1

16









0 0 16 0

0 0 0 16
−16 0 0 0

0 −16 0 0









= J2

et donc B ∈ A4(R) ∩ Sp4(R). Ensuite,
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B2 =
1

16









0 −5 0 −3
5 0 3 0

0 −3 0 −5
3 0 5 0

















0 −5 0 −3
5 0 3 0

0 −3 0 −5
3 0 5 0









=
1

16









−34 0 −30 0
0 −34 0 −30

−30 0 −34 0
0 −30 0 −34









=
1

8









−17 0 −15 0

0 −17 0 −15

−15 0 −17 0
0 −15 0 −17









.

puis B2









1

1
1

1









=
1

8









−32

−32
−32

−32









= −4









1

1
1

1









.

Q 36. On prend X =
1

2









1

1
1

1









puis −BX = −
1

8









0 −5 0 −3

5 0 3 0
0 −3 0 −5

3 0 5 0

















1

1
1

1









=
1

2









1

−1
1

−1









puis

−J2X =
1

2









0 0 1 0

0 0 0 1
−1 0 0 0

0 −1 0 0

















1

1
1

1









=
1

2









−1

−1
1

1









puis J2BX =
1

2









0 0 1 0

0 0 0 1
−1 0 0 0

0 −1 0 0

















−1

1
−1

1









=
1

2









−1

1
1

−1









.

On pose alors P =
1

2









1 1 −1 −1

1 −1 −1 1
1 1 1 1

1 −1 1 −1









. Les colonnes de B sont unitaires et deux à deux orthogonales. Donc, P ∈

O4(R). Ensuite, si on note C1, C2, C3, C4, les colonnes de P, C3 = −J2C1 et C4 = −J2C2. D’après la réciproque du
résultat de la question Q15, établie à la fin de la question Q24, la matrice P est une matrice symplectique, et orthogonale,
telle que

PTBP =
1

16









1 1 1 1

1 −1 1 −1

−1 −1 1 1
−1 1 1 −1

















0 −5 0 −3

5 0 3 0

0 −3 0 −5
3 0 5 0

















1 1 −1 −1

1 −1 −1 1

1 1 1 1
1 −1 1 −1









=
1

16









8 −8 8 −8

−8 −8 −8 −8
−2 2 2 −2

2 2 −2 −2

















1 1 −1 −1

1 −1 −1 1
1 1 1 1

1 −1 1 −1









=









0 2 0 0

−2 0 0 0
0 0 0 1/2

0 0 −1/2 0









,

résultat fourni par la question Q32.
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