SESSION 2020

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 1. FILIERE PC

I - Cas des matrices de taille 2 x 2

Q 1. Un calcul par blocs fournit

2 On,n In On,n In _ _In On,n =1
]n B _In On,n _In On,n N On,n _In N e
. —IT Onn  —In
Ensuite, JT = = L = —Jn et donc Jn € FH(R).

OT\. mn
Enfin, JTJnTn IﬂIn = ]nIZH = Jn et donc J,, € Sp,,, (R). Finalement, J,, € Spy, (R) N (R).

a ¢

Q2.SoitM_<b d>€///2(R).

puis

Mespz(R)@MThM—h@( 0 “d“’c>

1
—(ad — bc) 0 —( ° )ﬁad—bC—H@det(M)—L

-1 0

Q 3. M € 02(R). Donc, M € GLz(R) et M~! =MT.

MeSp,(R) & M'TM =] & 1M = MJ;
of 01 x1uyr \_(xa y 0 1
-10 X2 Y2 ) \x2 u2 10

X2 Y2 —Yi X1
& = & = — t =
( : : ) < 5 ) ) y1 X2 € yz X1

()= (8 ) e Ma=gm.

Y2
Q 4. Soit M € .#>(R) la matrice dont les colonnes sont Xy et —J1X;.
IXa]| = 1 puis |1 X[ = (=J1X0) " (=J1X1) = XTJT1i Xy = —=XTJ3X; = XTXy = 1 et donc ||—J1X1|| = 1. Ensuite, en
a

posant X7 = b )

<X1,—]1X1>—<< 8 >,< _ab >> =—ab+ab=0.

Les colonnes de M sont unitaires et orthogonales. Donc, M € O2(R). Mais alors, d’aprés la question précédente, M est
symplectique.

Q 5. M est symétrique réelle et donc diagonalisable dans .#5(R) d’aprés le théoréme spectral. Soient Ay et A, ses deux
valeurs propres. On sait que det(M) = A1A,. D’aprés la question Q2, on a A;jA2 = 1 et donc les deux valeurs propres de
M sont inverses I'une de ’autre.
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Soit X; un vecteur propre unitaire associé a A1 (obtenu en normant un vecteur propre de M associé a A1). Le vecteur
X2 = —J1 Xy est unitaire et orthogonal & X; d’aprés la question précédente. Le vecteur X, est donc un vecteur propre de
M associé & A car les sous-espaces propres d’une matrice symétrique réelle sont orthogonaux. La matrice P dont les deux
colonnes sont X7 et X, est orthogonale et symplectique et vérifie P~'MP = diag (A1, A2).

Q6.SoitA_<2 _Oa>652/z(R).

A€Sp,(R)&det(A) =1 a’?=1ca=+x1SA=]iouA=—J;.

Il existe exactement deux matrices antisymétriques et symplectiques, a savoir les matrices J, et —J, = H Dans les deux
cas, le polynome caractéristique est x = X? 4+ 1. Ce polynoéme n’est pas scindé sur R et donc J» et —J, ne sont pas
diagonalisables dans .#>(R).

II - Cas des matrices symplectiques et orthogonales
Q 7. Soient (X1,X2,Y) € Mo 1 (R) et (A, u) € RZ2.

@ (A1 + 1X2,Y) = (AX1 + 1X2) T KY = AXTKY + pXIKY =A@ (X1,Y) + e (X2, ).

De méme, pour tout (X,Y1,Y2) € #on,1(R) et tout (A, i) € R, @ (X,AY7 + 1Y2) =A@ (X, Y1) + po (X, Y2). Donc, ¢ est
une forme bilinéaire sur .#5n,1(R).

Q 8. Soit X € Mon,1(R). @(X,X) = X"KX € 41 1(R). Par suite,

XTKX = (X, X) = (X, X)T = XTKTX = —=XTKX
et donc 2@ (X, X) = 0 puis @ (X, X) = 0. On a montré que @ est une forme bilinéaire alternée.

Soit (X,Y) € (//lzn(R))z. Par bilinéarité,

0=X+Y,X+Y) =X, X) + (X, Y)+ @V, X) + (Y, Y) = (X, Y) + @ (Y, X)

et donc @(X,Y) = —@(Y,X). On a montré que @ est une forme bilinéaire antisymétrique.
X1 Xn+1 Y1
Q9.PosonsX—<§;)of1X1— : et Xo = : etdemémeY—<€>oﬁY1— : et
Xn Xon Yn
Yn+1
Y; = : . Un calcul par blocs fournit
Yon

otxi=(xt xD) (9 5 (v ) =0 x (%)

= XY, = XJv,
n

n n
=) XiUnik— ) XnikYk = ) (kYnik — XnikYi) -
k=1 k=1 k=1

n

Q 10. Soit (l,]) S [[1,nﬂ2. (p(ei,ej) = Z(ék,iXO—OX5k,j) =0 = 51_,_-,1‘]' _6i,j+n (car i+n>2n+1> ] et
k=1

jFn>n+1>1).

Soit (i,j) € [1,n] x [n+1,2n].

Soit (i,j) € [n+1,2n] x [1,n].
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n
Soit enfin (l,)) S [[Tl+ 1,2T1]]2. © (ei,ej) = Z (0 X 6j,k+n — (Si,kJrn X O) =0= 6i+n,j — 6i,j+n-

On a montré que pour tout (i,j) € [1,2n]?, @ (ei, €j) = ditn,j — Oij4n-

Q 11. Soit X € Ao ,1(R).

(X, X) = (X)X = XTJEX = =XTJuX = = (XTJaX) " = =XTJIX = = (JaX)T X = =(JnX, X)
puis 2(Jn X, X) = 0 puis (JnX,X) = 0. Donc, J,X € X*. Ensuite,

@ (JnX X) = (JnX) " JnX = X0 JnX = =XTJ2X = XX = ||X]*.
Q 12. Soit X € Aon,1(R). Soit Z € Morn,1(R).

©(X,2) =X"TnZ = = (JuX)" Z = —(JuX, Z).
Par suite, VZ € #on,1(R), ©(X,Z) =0 & (JnX,Z) = 0. Ceci montre que X/» = (]nX)J‘.
Q 13. Puisque P est orthogonale, on sait que les colonnes de P sont unitaires et deux a deux orthogonales pour (, ).

Soit (i,) € [1,2n]?.

@ (Xi,X;) = @ (Pes, Pe;) = (Pes)" J (Pej) = ef PT]Pe;
= e/ Jne; (car P est symplectique)
= @ (ei,€j) = diyn,j — Oi,j+n (d’apres la question Q10).
Q 14. Soit i € [1,n]. L’application X — ¢ (Xi, X) est une forme linéaire sur .#>n,1(R), non nulle car ¢ (Xi, Xitn) =

Sitn,itn — Oi,i+2n = 1 # 0. Son noyau, a savoir X{“ est un hyperplan de .#5,(R) et donc un sous-espace de .#>,(R) de
dimension 2n — 1.

Pour tout j € [1,2n], @ (Xi,Xj) = di4n,j—0i,j4n = diyn,j car j+n > iet donc, pour tout j € [1,2n]\{i+n}, ¢ (Xi, Xj) =0

ou encore pour tout j € [1,2n] \ {i+n}, Xj € X{“ puis Vect (Xj)#Hn C X{“ et finalement, Vect (Xj)#Hn = X{“ par
égalité des dimensions.
Enfin, les colonnes de P forment une base orthonormée de I’espace euclidien (E, (, }) et donc Vect (X]-)j Sitn = Xan. On

4 Jn — xL
a montré que X;™ = Xi7 ..

Q 15. Soit i € [1,n]. D’aprés la question Q11, on a aussi Xi- | = X{“ = (]nX)L et donc JnX € Vect (Xi4n). Dong, il

1+n

existe A € R tel que J, Xi = AXi4n. D’autre part, puisque ¢ est anti-symétrique

1= @ (X, Xitn) = =0 Xitn, Xi) = —X{ 0 JnXi = —AX{, 1 Xign = —A [Xisnl® = —A.

1+n

Donc, A = —1 puis Xitn = —JnXi.
III - Quelques généralités sur les matrices symplectiques

Q 16. J,, € O, (R) et en particulier det (J) # 0. Soit M € Sp,,, (R). Par passage au déterminant dans I'égalité, MT]J, M =
Jn, on obtient (detM)?det (J,,) = det (J,) puis (detM)? =1 et donc

det(M) € {—1,1}
Q 17. Soit M une matrice symplectique. M est inversible d’aprés la question précédente puis

—1 _ —1 _ I\ T _
M M=T,=M") MMM '=M") M =T, =M") .M’
et donc M~ est symplectique.
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Q 18. Soient M et N deux matrices symplectiques.

(MN)TJ.(MN) =NT (MT].M)N =NTJ,N =],

et donc MN est symplectique. Ensuite, 07],,0 = 0 # ], et donc la matrice nulle n’est pas symplectique. Sp,,, (R) n’est
pas un sous-espace vectoriel de .#>, (R).

IV - Réduction des matrices symétriques et symplectiques
IV.A - Propriété
Q 19. Soit M € .5 (R) N Sp,, (R). Soient A une valeur propre de M puis X un vecteur propre associé. Puisque M est
inversible, A # 0. Ensuite,

JaX =MT],MX = AMT]. X = AM]J, X

1 1
et donc M (JnX) = X]nX. Puisque ]y, est inversible et que X # 0, on a J, X # 0 et donc 3 est valeur propre de M et J, X
est un vecteur propre associé.
Q 20. Plus généralement, pour tout X € .#2n,1(R), si X € Ex(M), alors [, X € Ej /2 (M).
Réciproquement, si Jo X € E% (M), alors JnJnX € Ey/(1/2) (M) puis =X € EA(M) et donc X € Ex(M). En résumé,

VX € %ZnJ (R), Xe E)\(M) =1 ]nX S E]/)\(M)

Par suite, Ej /5 (M) ={JnX, X € EA(M)} = JnVect (X1,...,Xp) = Vect (Jn X1, ..., JnXp). Donc, la famille (Jn X1,...,JnXp)
est génératrice de Eq /5 (M). D’autre part, la famille (X1,..., X} ) est libre et ], est inversible. Donc, la famille (] X1, ..., JnXp)
est libre (car 'endomorphisme de R?™ canoniquement associé & J,, est injectif). Finalement, la famille (J,, X1,..., JnXp)
est une base de E;,,(M). On en déduit encore que

dim (E]/)\) =p= dim (E)\) .
Q 21. Pour tout (X,Y) € (Mon 1 (R))Za

TnX,Y) = (JnX)TY = XTIV = =XTJ0Y = —(X, JnY).
Soient alors Y € #5n,1(R) puis p € N* et (Y1,...,Yp) € (Mon,1(R))P. Supposons Y € (Y1,...,Yp,]nYh...,]an)J‘.
D’aprés Q11, J,Y € YL, D’autre part, pour i € [1,p],
(JnY, Yi) = =(\JnYi) =0
et

JnYsJnYi) = (%, J2 Y1) = (Y, Yi) = 0.
On a montré que JnY € (Y1,..0y Ypy ¥ JnYiyeevy JnYp) ™t
Q 22. D’aprés la question Q22, si (X1,...,X;) est une base de E1(M), alors (JnX1,...,JnXp) est aussi une base de Eq (M)

et en particulier E;(M) sont stables par J». Soit f,, endomorphisme de Ej(M) canoniquement associé a J,. Puisque
]Tz1 = —I2n, on a encore f,z1 = —Idg, (m). Mais alors,

(det ()% = det (f2) = det (—Idg, (m)) = (—1)4mE M),

et donc (—1)4m(E1(M)) > 0 Ceci montre que la dimension de Eq(M) est un entier pair (non nul puisque dans cette
question, on suppose que 1 est effectivement valeur propre de M). Posons donc dim (E;(M)) = 2p ou p € N*.

Montrons par récurrence finie que pour tout k € [1,p], il existe une famille orthonormée de E; (M) de la forme

X1y ooy Xiy JnXay ooy Jn Xx).
e E;1(M) n’est pas {0}. Soit X; un vecteur unitaire de E;(M). D’aprés la question Q19, J.X; est dans E;(M). D’apres
la question Q11, J. Xy est orthogonal & Xy et d’autre part, puisque J, est une matrice orthogonale, ||J. X1|| = | X1|| = 1.

Donc, (X, JnX1) est une famille orthonormée de Eq(M). Ceci achéve ’étude du cas ou p = 1.
On suppose dorénavant p > 2.

e Soit k € [1,p — 1]. Supposons qu'il existe une famille orthonormée de E; (M) de
la forme (Xi,..., Xk, JnX1,...,JnXxk). Puisque k < p, l'orthogonal de Vect (Xi,..., Xk, JaX1,...,JnXk) dans E; (M)
est de dimension 2(p —k) > 0. Soit alors Xy 1 un vecteur unitaire de cet orthogonal. J;, Xk 41 est un vecteur de E; (M)
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d’apreés la question Q19, unitaire car J,, est orthogonale et de plus, d’aprés la question Q21, J, Xk+1 est orthogonal
aux vecteurs Xi, ..., Xi, Xit1, JnX1y ooy JnXie X1y e ooy Xiy Xkt 1y Jn X1y« o oy Jn X Jn Xk+1) est done une famille
orthonormée de E1(M).

Le résultat est démontré par récurrence.

En particulier, il existe une famille orthonormée de E1 (M) de la forme (X1, ..., Xp, JnX1,...,JnXp). Puisque dim (E4 (M)) =
2p, cette famille est une base orthonormée de E;(M).

1
Q 23. Puisqu’on a aussi = —1, la question Q19 permet d’affirmer que si X est un vecteur de E_;(M), alors ], X est
encore un vecteur de E_1(M). La démonstration précédente peut alors étre reproduite a l'identique pour E_; (M) avec le
meéme résultat.

Q 24. Puisque M est symétrique réelle, on sait que les sous-espaces propres de M sont supplémentaires orthogonaux. Les
éventuelles valeurs propres de M distinctes de 1 et —1 peuvent étre regroupées deux a deux : on peut & chaque valeur

propre A telle que |A| > 1 associer la valeur propre X

E; (M) admet une base orthonormée de la forme (X1,...,Xp, =JnX1,...,=JnXp) (en appliquant Q22 et en tenant compte
de Q13), y compris dans le cas conventionnel ot p = 0, cas ou 1 n’est pas valeur propre de M et ou la base proposée est
vide. Il en est de méme de E_;(M). Ensuite, pour chaque valeur propre éventuelle A telle que |A| > 1, on dispose d’une base
orthonormée de Ex(M) de la forme (Xj,...,Xp). Mais alors, (—JnX1,...,—JnXp) est une base orthonormée de Eq /5 (M).

On ordonne alors tous les X; en commencant par les X; de E; (M) puis ceux de E_; (M) puis les X; associés a chaque valeur
propre A tels que [A| > 1. On obtient une famille orthonormeée (Xy,...,Xy). La famille (X1,...,Xn,=JnX1,..., —JnXn) =
(X1y. oy Xny Xng1,..., Xon) est alors une base orthonormée de .#5n,1(R) ou encore la matrice P dont les colonnes sont
les vecteurs précédents est une matrice orthogonale. Par construction, PTAP est de la forme

) 1 1 1 1
PTAP = diag <1""’1’_]""’_1’7\”'"’A"""AT""’A“1""’1’_]""’_1’ﬂ""’ﬂ""’ﬁ""’ﬁ)

1

et vérifie donc la condition : Vi € [1,n], ditn = T Enfin, en tenant compte de J2 = —I, et pour tout i € [1,n],
i

Xi+n :_]nxi;

JnP = ( JnXs oo JnXn JnXngr o--o JnXon ):( —Xnt1 .o —Xon =Xy ... —Xp ),

et d’autre part, par un calcul par blocs,

0 I
(X1 cee Xn Xpgr o ... X2n) 1 0 :(_Xn—H vee —Xon X7 ... —Xn)
n

Donc, J P = PJ,, puis PTJ,P = J,,. La matrice P est symplectique et donc convient.

IV.B - Mise en application sur un exemple

Q25.Soient8—(? ;)etC—(g g).Alors,BC—CB—<§g §8>puis82—(?§ g)etCz—

( }S }S ) puis B2 — C? = 641,. Un calcul par blocs fournit alors
1 B C 0 I B C
T _ 2
AIZA_64<C B><—12 o><c B>
_1(-C B B C\_1 0 B2 - C?
64\ -B C C B /) o4 —(BZ—CZ) 0

0 I
:(_IZ 5)212

Donc, A est symplectique. D’autre part, A est symétrique et finalement A € .%4(R) N Sp,(R).
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11
Q26. A—14 = ; ; est de rang 2 (C; = Cy, C4 = C3 et (Cy,C3) libre). D’aprés le théoréme du rang,

3 3
Ker (A —14) est de dimension 4 — 2 = 2. Puisque A est diagonalisable, 1 est valeur propre de A d’ordre 2 exactement. Il

| =

3 3
3 3
11
11

manque deux valeurs propres , inverses I'une de ’autre, notées A et X

9 1
5=THA) =1+1+A+ 5

1

1 5
puis A + X3 Les deux valeurs propres manquantes sont 2 et 7

Un vecteur propre unitaire de E1(A) est X7 = % _1]
—1
0o 0 1 0 1 -1
. 1 0 0 01 -1 | 1 1
Ensuite, —J2X; = 5| 21 0 o0 o 1 =3 1
0 -1 0 0 —1 -1

1 . .
Le vecteur X; = 7 est un vecteur propre unitaire associé & la valeur propre 2.

—_ o

0O 0 1 0 1 —1
Le vecteur —J2X; = 2l 0 0 01 ] N est alors ecte opre unitaire associé a la vale
vecteur —oX2 =—5 1 ;o o ¢ 1 =5 1 rs un vecteur propre unitair i valeur
0o -1 0 0 1 1
1
propre .
1T 1 —
1 _
On ordonne ces vecteurs dans 'ordre X7, X2, —]2X7, —J2X; et on obtient la matrice P = 7 ]1 : 1 . D’aprés
-1 1 — 1
la question 24, P est une matrice a la fois orthogonale et symplectique telle que PTAP = D ou D = Diag ( 2,1

V - Etude du cas des matrices antisymétriques

V.A - Un peu de théorie

Q 27. Soit A € &/, (R). Soient A une valeur propre de A dans C et X = (xx)jcpcn € #n,1(C) \ {0} un vecteur propre
associé.

n
XAX = AX' X = A 3
k=1

Mais d’autre part, puisque A est antisymétrique réelle,

_ _ T _ _ _ i =
X' AX = (XTAX) =XTATX = XTAX = X"AX = AX'X = XYl
k=1

n n n
Donc, A Z |xk|2 = AX"X=-A Z |xk|2 puis A = —A car Z |xk|2 #0.
_ k=1 k=1

Ainsi, toute valeur propre de A dans C est imaginaire pure.

Si de plus A est symplectique, en particulier A est inversible d’aprés la question Q16 et donc O n’est pas valeur propre
de A. Finalement, si A € & (R) N Sp,,(R), les valeurs propres de A sont des imaginaires purs non nuls. En particulier,
spr(A) = 2.
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Q 28. (MZ)T = (MT)Z = (=M)? = M2. Donc M? € %5, (R). D’autre part, M? € Sp,, (R) d’aprés la question Q18.

Finalement, M? € .%5,, (R) N Sp,,, (R). D’aprés la question Q24, il existe P € Oz (R) NSp,,, (R) soit une matrice diagonale

réelle D = diag (dx); <<y avec pour tout k € [1,n], dxin = "
X X k

Q 29. MZMX = MM?X = M(AX) = AMX ot de plus MX # 0 car X # 0 et M inversible. Donc, MX est vecteur propre

de M? associé a la valeur propre A.

1 1
Ensuite, M? est symplectique et symétrique. M2], X = XMZIHMZX = XIHX avec de nouveau JoX # 0 car J, est

> =

inversible. Donc, J, X est vecteur propre de M? associé & la valeur propre

1 1
—M?] M?*MX = X]nMX avec JoMX # 0. Donc, J,MX est vecteur propre de

1
Enfin, M?2],MX = M2].M [ =M?X | =
A A

M? associé a la valeur propre X

1
Q 30. M x Vect (X, MX, Ja X, JaMX) = Vect (MX, M2X, MJ . X, M]nMX) = Vect (MX, AX,—X]nMX, —]nX) C F. Donc,
F est stable par M.

Jn x Vect (X, MX, Jn X, JnMX) = Vect (]nX, JaMX, JZ X, ]iMX) = Vect (Jn X, JaMX, —X,—MX) C F. Donc, F est stable
par Jn.

Q 31. Les valeurs propres de M sont des imaginaires purs non nuls. Toute valeur propre de M? est le carré d’une valeur
propre de M et est donc un réel strictement négatif.

Q 32. Soit (a,b,c,d) € R* tel que aX+bMX+cJn X+ dJ,,MX =0 (I). En multipliant les deux membres de cette égalité
d

par M? & gauche, on a aussi aAX +AbMX + %]nX—&— X]nX =0 (II). Ensuite, (I) —A(II) fournit (1 — 7\2) (aX+bMX) =0

puis aX + bMX =0 car A # +£1.

Si b # 0, on obtient MX = —%X et donc —% est valeur propre de M (car X # 0). Ceci contredit le résultat de la question

Q27. Donc b =0 puis a =0.

1l reste cJn X 4+ dJnMX = 0 puis Jn (cXdMX) =0 et donc cX + dMX = 0 car J,, est inversible. Mais alors, d’aprés ce qui
précéde, c =d = 0.

On a montré que si A # —1, la famille (X, MX, J. X, JaMX) est libre et est donc une base de F. Par suite, dim(F) = 4.

[IX]| = 1 puis [MX]||? = (MX)T(MX) = —XTM?X = —AXTX = —A||X||> = —A et donc | =1.

——MX MX
H \/—H |

= \/T_)\ [JTnMX]| =

\/_
Ensuite, puisque J, est une matrice orthogonale, ||—]JnX]|| = [[JnX] = |IX] = 1 et \/—_}\]n
1
V—A

M? est symétrique réelle et donc ses sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux. X et MX sont vecteurs propres

IMX|| = 1. Les quatre vecteurs proposés sont unitaires.

1 1
de M? associés a A et JX et ], MX sont des vecteurs propres de M? associés & 3 Puisque A # —1, on a 3 % A et donc

les vecteurs J, X et ], MX sont orthogonaux aux vecteurs X et MX.

L’égalitée @(X,X) = 0, obtenue a la question Q8, appliquée avec K = € @Hn(R) fourmt XTMX = 0 ou encore
(X, MX) = 0. Enfin, puisque J,, est orthogonale, on en déduit que (Jn, X, ]nMX) (X, MX) = 0.

1
Ceci montre que (X, MX, Jn X, JnMX) est une base orthogonale de F et finalement que < MX s Jn X, \/_)\]nX> est

une base orthonormée de F.
1 1 1
MX)=—-vV-A|l——=MX]| et M| —=MX ] = ——=AX = V—AX.
X ( VA ) ‘ ( VA )

\/__)\
\/]_ \/_]nzle) et M<

X = - MTJ.MX =

1 1 1
D é M (=] X) = =MT] M2X = =], MX = —J.M =
e méme, M (—JnX) )\ Jn )\]n \/_—)\]n ) any

1
VA

(—JnX). La matrice demandée est donc

http ://www.maths-france.fr 7 ©) Jean-Louis Rouget, 2020. Tous droits réservés.



Centrale 2020 - PC - Mathématiques 1 - Corrigé

0 vV—=A 0
—vV—=A 0 0
Mg = 0 0

0

o
|
o

Q 33. Posons Y1 =X et Y = MX. Pour Y € #5n,1(R), d’aprés la question Q21,

YeF = Ye (Y, Yy nY, JnY2) " = JnY € (Y1,Y2, JnY1,JnY2) " = JuY € F-.

Donc, F* est stable par J,. Dans la question Q21, seule a servi I’antisymétrie de ], et donc le résultat de la question Q21
s’applique & la matrice M : F- est stable par M.

Q 34. e Traitons le cas A = —1. F est stable par J,, et donc, comme a la question 22, la dimension de F est paire et donc,

dim(F) = 2 ou dim(F) = 4.

Si dim(F) = 2, la famille (X, —MX) est une famille orthonormée de F et donc une base orthonormée de F. La matrice de
1

10 )7

Si dim(F) =4, la famille (X, —MX, —Jn X, Ja MX) est une famille orthonormée de F et donc une base orthonormée de F. La

mr dans cette base est

matrice de mr dans cette base est ( I(; ]0 )
1

Enfin, X € E_; (M?) = M?X = =X = M?J, X = —M?],M?X = =], X = JoX € E_1(R). Donc, E_; (M?) est stable par
Jn et encore une fois la dimension de E_; (Mz) est paire.

e On peut alors entamer la construction des F;. Soit A; une valeur propre de la matrice symétrique M? puis X; un vecteur
propre unitaire de M? puis F; le sous-espace associé a X; dans la question Q30. Fy vérifie les propriétés (b), (c), (e), (f).
Si F{ = {0}, c’est fini.

Sinon, Ff est stable par M. Soit A, une valeur propre de ’endomorphisme induit mlzE n qui est symétrique puis X un
vecteur propre unitaire de mlzE . et donc de m? puis F le sous-espace associé a Xz dans la question Q30. De nouveau, F,
1

vérifie les conditions (b), (c), (e) et (f). D’autre part, F, C F{- et donc la somme Fy + F; est directe. Enfin, si Y € Fy et
ZeF, @Y,Z) =YTJonZ = (Y,JnZ) =0 car JonZ € F,. Donc les sous-espaces Fy et F, vérifient la condition (d).

Supposons avoir ainsi construit k € N* et Fy, ..., F vérifiant les conditions (b) & (f). Si (F1 +...+ Fk)J‘ ={0}, c’est fini.
Sinon, (F; +...+ Fk)J‘ est un sous-espace de dimension non nulle et stable par m. On construit comme précédemment

Ak+1 valeur propre de 'endomorphisme symétrique m%F ot F puis Xy41 vecteur propre unitaire associé puis Fy i1
1+... K

associé a Xy41 dans la question Q30. Avec les mémes démonstrations, Fy41 vérifie les conditions (b), (c), (e) et (f) et les
sous-espaces Fi, 1 <1< k+ 1, vérifient (d).

Si ce processus ne s’arréte pas, alors dim (F1 +... 4+ Fny1) 2 2(n+1) > 2n = dim (#2n,1(R)) ce qui est une contradiction.
Donc, ce processus s’arréte a un instant q ot par construction Fy + ...+ Fq = .#2n,1(R) (car sinon on peut construire
Fq+1 ...). Puisque les sous-espaces Fi, 1 <1< (¢, sont deux a deux orthogonaux, ils vérifient de plus la condition (a).

V.B - Mise en application
Q 35. Tout d’abord, la matrice B est antisymétrique et d’autre part,

0 5 0 3 0 0 1 0 0 -5 0 -3
BTJZB:l -5 0 -3 0 0 0 01 5 0 3 0
w6l 0 3 0 5 -1 0 0 0 0 -3 0 -5
-3 0 -5 0 0 -1 0 0 3 0 5 0

0 -3 0 5 0 -5 0 -3 0 0 16 0

1 (3 0 -5 0 5 0 3 0 | 1 0 0 16

“ 16|l 0 =5 0 3 0 30 5| 16| =16 0 0 0

5 0 -3 0 3 0 5 0 -16 0 0

et donc B € @ (R) N Sp,(R). Ensuite,
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0 -5 0 -3 0 -5 0 -3 -34 0 =30 0
B2 _ 115 0o 3 0 5 0 3 0 _ 1 0 -3 0 =30
16|l 0 =3 0 -5 0 -3 0 5] 16| =30 0 =34 0
3 0 5 0 3 0 5 0 0 =30 0 -3
=17 0 =15 0
1 o —-17 0 -15
8| —-15 0 17 0
o =15 0 =17
1 —-32 1
1 1 -32 1
o R2 _ L - _
puis B 1 =3 32 |= 4 1
1 —-32 1
1 0 -5 0 -3 1 1
1 1 . 1{5 0 3 0 1 11 —1 .
Q 36. On prend X = AR puis —BX = 3l 0 =3 0 s 1 5 1 puis
1 3 0 5 0 1 —1
o 0 1 0 1 —1 o 0 10 —1 -1
1 0o 0 01 1 11 —1 . 1 0o 0 0 1 1 1 1
X=50 9 0 00 I T R R Eci il I T S -1 |7 2| 1
0 -1 0 0 1 1 0 -1 0 0 1 -1

1

T -1 =1 1
1 1 1 1
T -1 1 -1
04(R). Ensuite, si on note Cy, Cz, C3, C4, les colonnes de P, C3 = —],Cy et C4 = —J,C;,. D’aprés la réciproque du
résultat de la question Q15, établie a la fin de la question Q24, la matrice P est une matrice symplectique, et orthogonale,
telle que

1
On pose alors P = = . Les colonnes de B sont unitaires et deux & deux orthogonales. Donc, P €

2

T 1 11 0 -5 0 -3 11 -1 -1
T 1 -1 1 - 5 0 3 0 1T -1 =1 1
TBp —

PBP=| -1 -1 1 1 0 -3 0 -5 1111
“1 1 1 - 3.0 5 0 1 -1 1 -

8 -8 8 -8 11 =1 -1 02 0 0

1| -8 -8 -8 -8 1 -1 =1 1 | | =20 o0 o0

“T6| -2 2 2 -2 T 1 1 1 |7 oo o 12|
2 2 -2 =22 1T -1 1 - 0 0 —1/2 0

résultat fourni par la question Q32.
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