SESSION 2020

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 2. FILIERE MP

I - Préliminaires
Q 1. Soit x € F*. Pour tout y € F,

(u{x),y) = (x,uly)) =0 (car u(y) € F).
Donc, u(x) € F-. On a montré que u (FL) C Ft et donc F* est stable par w.

Q 2. v est de classe C' sur R & valeurs dans E et 1 est de classe C! sur E en tant qu’application linéaire. Donc, woy est
de classe C! sur R & valeurs dans E. Puisque wo?y et y sont de classe C' sur R, on sait que @ : t— (woy(t),y(t)) est
de classe C' sur R.

Q 3. Soity € FN (XO)J', y unitaire. D’apreés le théoréme de PYTHAGORE,

v (D)1 = [[xol|* cos® t + ||y||? sin® t = cos t +sin® t = 1 puis |[y(t)]| = 1.

Puisque x¢ et y sont dans F, pour tout réel t, y(t) est dans F et unitaire. Par définition de xo, pour tout réel t,

@(0) = (u(xo0),x0) = (uly(t), (1)) = o(t).
Ainsi, @ est dérivable sur R qui est un ouvert de R et @ admet un maximum en 0. On en déduit que ¢’(0) = 0.
Q 4. Pour tout réel t, y'(t) = —xp sin(t) + y cos(t) puis y(0) = xo et v'(0) = y. Puisque u est linéaire, on sait que pour
tout réel t, (Loy)/(t) =uwovy’(t) et donc
@'(0) = (woy’(0),(0)) + (woy(0),y'(0)) = (uly),xo) + (w(xo0),y) = 2(u(x0),Y),
et donc (u(xo),y) =0. u(xp) est orthogonal a y.

Q 5. xo n’est pas nul. Soit G = D' l'orthogonal de D = Vect (xo) dans F. Puisque dim(D) < +oo, le théoréme de
la projection orthogonale permet d’affirmer F = D & G. Si on pose u(xg) = Yo + zo avec Yo € G et zo € D, alors
u(xp) —zo =yo € DN G ={0} et donc u(xp) =zo € D. Ceci montre que u (xp) est colinéaire a xo et donc que x¢ est un
vecteur propre de .

II - Etude d’un opérateur

Q 6. Graphe.

S T
0 1
Q 7. On pose T = {(s,t) € [0, 1%/ t< shet T = {(s,t) € [0, 1%/ t> s}. K est continue sur T en tant que polynome a
deux variables et de méme K est continue sur T’. Il reste a étudier la continuité de K en un point (so, so) € [0, 1]2.
Soit sg € [0,1]. Pour (s,t) € [0, 1]?,

[t(1—s) —so (1 —so)lsit<s

IK(s,t) — K (s0,50)] :{ Is(1—1) —so (1—s0)|sit>s
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Sit<s,

[K(s,t) = K(so0,s0)l =|(t—s0) (1 —5) —s0(s—s0)|
< (T —s)[t—sol+s0ls —sol < s —sol +[t—sol =|(s,t) — (s0,50)]]; -

Sit>s,

K(syt) — K (s0,s0)[ =[(s—50) (1 —1) +s0(t—s0)|
< (T—t) [t —sol+solt—sol < ||(s,t) — (s0,50)]| -

Ainsi, pour tout (s,t) € [0, 1], [K(s,t) — K (s0,50)| < ||(s,t) — (s0,50)|];- Ceci montre que ( )lir(n )K(s,t) =K (so,S0)
s,t)—(so0,s0

(s,t)#(s0,s0)
et donc que K est continue en (sg, o).

Finalement, K est continue sur [0, 1]2.

Q 8. Soit f € E. Soit s € [0, 1]. L’application partielle t — kg(t) est continue sur [0, 1] (la continuité entrainant la continuité
partielle) et donc application t — kg(t)f(t) est continue sur le segment [0, 1]. On en déduit Pexistence de T(f)(s).

1
tf(t) dt+ SJ (1—1t)f(t) dt. Puisque f est continue sur [0, 1], les applications

s

Soit f € E. Pour s € [0,1], T(f)(s) = (1—s) Js

0
s 1

S J tf(t) dt et s — J f(t) dt sont continues sur [0, 1]. Donc, application T(f) est continue sur [0, 1]. Ceci montre que
0
T est une application de E dans E.

T est linéaire par bilinéarité du produit de deux fonctions et par linéarité de I'intégration. Donc, T € Z(E).

Soit f € E.

; 2
J ks (t)f(t) dt) ds

0

1 1
01 = | (i) as= | (
0

0

VAN
o iy
/N

1 1
J K2 (t) dt) (J 2(t) dt) ds (d’apreés I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ)

VAN
o iy
/N

1
J 2(t) dt) ds (car pour tout (s,t) € [0,1]%, 0 < kq(t) < 1)

=| f2(t) dt = ||f]?
0

et donc || T(f)| < |/f]|. Ainsi, il existe un réel k tel que pour tout f € E, ||T(f)|| < k|/f|, & savoir k = 1. Puisque T est un
endomorphisme de E, on en déduit que T est continu sur 'espace vectoriel normé (T, || ||).

Q 9. Soit k € N. Pour s € [0, 1],

s 1
T(px)(s) = L ke()th dt = (1 —35) L 51 at + SJ (tk _tk+1) dt

— (1 )Sk” 1 1 G gkt2

LT k+2+s(<k+1 _k+2) B (k+1 _k+2))

= m ((k4+1) (852 =) + 5 — ((k+2)s""2 — (k+ 1)s*13))
1

(k+1)(k+2) (

_Sk+2 + S)

1

et donc T (pk) = m

(—px+2 +p1) € F. Par suite,

T(F) = Vect (T (pr))en € Vect (pi)yen = F
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F est stable par T.

1
Q10.Pourk € N, T (px)' = ————pro1+ ( puis T (px)” = —px. Par linéarité de la dérivation, p — T(p)”

1
(k+1) k+1)(k+2)
est un endomorphisme de F. Cet endomorphisme coincide avec I’endomorphisme —Idg sur une base de F et donc est égal
a —Idr. Ainsi, pour tout p € F, T(p)” = —p.

Q 11. Soit f € E. kof et kqf sont nulles sur [0, 1]. Done, T(f)(0) = T(f)(1) =0.

1
tf(t) dt + SJ (1 —1t)f(t) dt. La fonction f est continue sur [0, 1]

s

s

Q 12. Soit f € E. Pour tout s € [0,1], T(f)(s) = (1 —S)J

0
1

tf(t) dt et s — J (1 —1t)f(t) dt sont de classe C' sur [0,1]. Il en est de méme de T(f) et pour

S

S
et donc les fonctions s — J

0
tout s € [0, 1],

1 1
tf(t) dt+J (1 —t)f(t) dt.

s

s

T(f)(s) = —E tf(t) dt + (1 — s)sf(s) +J'

(1T —1)f(t) dt—s(1 —s)f(s) = —J

0

De méme, T(f)’ est de classe C' sur [0, 1] ou encore T(f) est de classe C2 sur [0,1] et pour tout s € [0, 1],

T(f)"(s) = —sf(s) — (1 — s)f(s) = —f(s).
Donc, pour tout f € E, T(f)"” = —f.
Q 13. Soit f € Ker(T). Alors, T(f) =0 puis —f = T(f)” =0 et donc f = 0. Par suite, Ker(T) = {0} et donc T est injectif.

Q 14. D’aprés les questions Q11 et Q12, Im(T) C {g € C2([0,1,R)/ g(0) = g(1) = O}. Inversement, soit g € C2([0,1],R)
telle que g(0) = g(1) = 0. S’il existe f € E tel que T(f) = g, nécessairement f = —T(f)” = —g”. Soit donc f = —g” € F.
Pour tout s € [0, 1], en tenant compte de g(0) = g(1) = 0, une intégration par parties fournissent

1

1 s
T(f)(s) = —L ks(t)g”(t) dt = —(1 —s)L tg” (1) dt—sJ (1—1t)g”(t) dt

1
— (- <[tg’(t)13 - L g'(t) dt) s ([(1 —0g'()! +J g'(t) dt)

=—(1—=5)(sg’(s) —(g(s) = g(0))) —s (—=(1—=s)g’(s) + (g(1) — g(s)))
=g(s)

et donc T(f) = g puis g € Im(T). Ainsi, Im(T) = {g € C2([0,1,R)/ g(0) = g(1) = 0}. On note que, puisque T est injectif,
tout élément g de Im(T) a exactement un antécédent & savoir f = —g”’.

Q 15. Soient A un éventuelle valeur propre non nulle de T et f € E un vecteur propre associé. Alors, T(f) = Af puis
M =T()" = —f.

Q 16. De plus, nécessairement f =T (%f) € Im(T) et donc f € C%([0,1],R) et f(0) = f(1) = 0.

1 t
e Si A > 0, les solutions de I’équation différentielle y” + 3Y = 0 sont les fonctions de la forme y : t +— acos (—) +

VA
t 1 1

sin (| — |. L’égalité y(0) = 0 fournit o« = 0 puis I’égalité y(1) = 0 fournit Bsin [ — | = 0. Si —= ¢ 7N*, ceci impose
p <7\> galité y(0) p galite y(1) p (\ﬁ) ﬁé p
3 =0 puis y = 0. Dans ce cas, A n’est pas valeur propre de T.

1

Pour k € N*, posons Ay = ) de sorte que \/—A_k = k7. Dans ce cas, les solutions de y” + ﬁy =0 s’annulant en 0 et 1
sont les fonctions de la forme t — acsin(k7tt). Pour k € N* et t € [0, 1], posons fy(t) = sin(k7t).
e Pour k € N*, fy est un élément non nul de E, de classe C? sur [0, 1], s’annulant en 0 et 1 et vérifiant A\ f! = —A\ k22 fy =

—f. Mais alors T (fx) = A fi puisque A fx est dans Im(T).
Les réels strictement positifs valeurs propres de T sont les Ay, k € N*, et le sous-espace propre associé a Ay, k € N*, est la
droite vectorielle Vect (fy).
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t
- _F
=)
=0 puis B =0 et donc y =0.

1
Si A < 0, les solutions de I'équation différentielle y” + 3Y = 0 sont les fonctions de la forme y : t— och (
t 1
sh | —= |. L’égalité y(0) = 0 fournit o« = 0 puis ’égalité y(1) = 0 fournit fsh | —
B(\/_—Q galité y(0) p galité y(1) B(\/_—Q
Dans ce cas, A n’est pas valeur propre de T.

1
Finalement, Sp(T) = (Ak)yene = <W

E_1(T) = Vect (fx) ou fi : t+ sin(kmt).

k2Zm2

Q 17. Soit (f,g) € E?. Les deux fonctions T(f) et T(g)’ sont de classe C' sur le segment [0,1]. On peut donc effectuer
une intégration par parties qui fournit

> (0 n’est pas valeur propre de T car T est injectif) et pour tout k € N*
keN*

1 1
(T(f), 9) :J T(f)(t)g(t) dt = —J T(F)(t)T(g)"(t) dt (car g = —T(g)" d’aprés Q12)

1 1
= —[T(AOT(g) (t)]y + J T (OT(g)'(t) dt = J T(f)'(1)T(g)'(t) dt (car T(f)(0) = T(f)(1) = 0).

0
1

Par symétrie des roles de f et g, (T(g),f) = J T(f)'(t)T(g)'(t) dt = (T(f),g). On a montré que pour tout (f,g) € E?,
0

(T(f),g) = (f,T(g)). T est donc un endomorphisme symétrique de 1’espace préhilbertien (E, (, }).

Q 18. Supposons par l'absurde H = Gt # {0}. 1l existe f € H telle que |f|| = 1 et (T(f),f) = sup  (T(h),h).
heH, ||h]=1

D’aprés la question Q5, f est un vecteur propre de T et donc un élément de G d’aprés la question précédente. Ainsi,

f € GN Gt ={0}. Ceci contredit ||f| =1 et donc H = {0}.

Q 19. Soit (k,1) € (N*)? tel que k # L.

Ae{gx, gr) = (T (gr), gu) = (g, T (g1)) = Au{gk, gu),
puis, (Ax —At) (gk, g1) = 0 et donc (g, g1) = 0 car Ax # Ar. La famille (gi)y . est une famille orthogonale.

Soit k € N*.

5 ! ! sin(2k7tx) !
llgkll” = ZJ sin? (krx) dx :J (1 —cos(2kmtx))dx =1 — [7] =1
0 0 2k 0
et donc ||gk|| = 1. La famille (gk)y . est une famille orthonormale.
1 +oo
Q 20. Pour k € N* et x € [0, 1], posons uy(x) = W(f, gk)gk(x) de sorte que @ = Z Uy.
k=1
Soit k € N*. Pour tout x € [0, 1], d’aprés I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,
V2|1

1
s 00l = gy 46, 9 g )1 < g 7 g V2 = Y5001,
V2|if]

puis [Jux|| o, < 2 On en déduit que la série numérique de terme général |[uy ||, converge puis que la série de fonctions
s

de terme général uy converge normalement et en particulier uniformément et simplement vers la fonction ® sur [0, 1].
Puisque de plus chaque fonction uy est définie et continue sur [0, 1], la fonction @ est définie et continue sur [0, 1].

N

Q 21. Soit N € N*. T (fn) = 3_{f, gi)T Z

k=1 k=1

o > < Il
||®—T(fN)|| = Z W<f)gk>9k < Z WKf)ng”ng < Z K272
k=N+1 k=N+1 k=N+1
< |l < Il
) est le reste a 'ordre N d’une série convergente et donc NETW W2 =0

ot k=N+1

On en déduit que lim ||® —T (fn)| = 0.
N—+o00
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Q 22. Vérifions que Nlim fn = f dans l'espace vectoriel normé (E, || ||). Soit N € N*. Fyy = Vect (gi);<on €5t un
—+0o0 S

sous-espace de dimension finie de E et (gi), <k<n est une base orthonormée de Fy. D’apreés le théoréme de la projection
orthogonale, fy est le projeté orthogonal de f sur Fy.

Puisque la famille (gi)y oy, est totale, on sait alors que lim |[fy — f[| = 0 (égalité de PARSEVAL) et donc _lim fy = f
N—+o0 N—+oc0

dans Iespace vectoriel normé (E, || ||).

Par continuité de || || et de T sur l'espace vectoriel normé (E, || ||), on en déduit que
0= lim [|T(fn)— @ = HT < lim fN) — (DH = ||T(f) — D
N—-+oco N—+oco
et donc T(f) = @.

III - Ftude d’espaces a noyau reproduisant

III.A - Un exemple

Q 23. Pour (f,g) € E4, la fonction f’g’ est définie et continue par morceaux sur [0, 1] (Pécriture f’(t) étant trés ambigiie
pour certains réels t) et donc (f|g) existe dans R. La symeétrie, la bilinéarité et la positivité de (| ) sont claires. Soit enfin
f € Eq. Soit (Xk)ogkgn une subdivision de [0, 1] adaptée a f’ (f’ est continue sur chaque intervalle Jxi, xi11()

1 n—T oxyig Xk+1
(ﬂf):o;»J f2(t) dt =0= ZJ 2 (1) dt:o;kae[[o,n—1]],J f2(t) dt =0
0 k=0 Xk Xk

= Yk e [0,n — 1], ¥t € Ixi, xi1[ F2(t) = 0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle)

= Vk € [0,n—1], Vt € Ixk,xx41l f'(t) =0
Ainsi, f est continue sur [0, 1] et sa dérivée est nulle sur [0, 1] sauf peut-étre en un nombre fini de points. On en déduit
que f est constante sur [0, 1] puis que pour tout t € [0, 1], f(t) = f(0) = 0 et finalement que f = 0.
Ainsi, (| ) est une forme bilinéaire, symétrique, définie, positive sur E; et donc un produit scalaire sur E.

Q 24. Soit f une fonction de classe C! sur [0, 1] telle que f(0) = 0. Pour x € [0, 1], d’aprés I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

JX1 x '(t) dt‘ < \/JX 12dt x Jx(f’(t))z dt = \/xr(f’(t))2 dt.
0 0 0 0

Q 25. Soit f € Ey de classe C? sur [0,1]. Donc U(f) et T(f) sont bien définis. D’autre part, pour s € [0,1], la fonction
ks est continue sur [0,1], de classe C' sur [0,s] et [s, 1] et donc de classe C' par morceaux sur [0, 1] I (ks o( g s)=1—set
kg‘d(s) = —s et donc l'expression k/(t) est trés douteuse quand t = s).

[f(x)| = [f(x) — f(0)] =

)

1
tf”(t) dt + sJ (1 —1)f"(t) dt.

S

S

1
T(f")(s) = L ke(D)F”(t) dt = (1) L

tf(t) dt = [tf'(t)]y — r f'(t) dt = sf’(s) — r f’(t) dt. De méme,

Soit s € [0,1]. Une intégration par parties fournit J
0 0

0

1 1 1
J (1T—1)f"(t) dat = [(1 —t)f’(t)]l —J f'(t) dt = —(1 —s)f'(s) —J f'(t) dt. Par suite,

S S S

On a vu a la question Q14 que, puisque f est de classe C? sur [0, 1] telle que f(0) = f(1) =0, f est dans Im(T) et I'unique
antécédent de f par T est h = —f" ou encore T(—f") = f. Finalement,

U(f) = =T(f") =T(—f") = 1.

Q 26. Soit f une application continue sur [0, 1] et de classe C' par morceaux sur [0,1] telle que f(0) = f(1) = 0. Pour
s €10, 1],
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1

/(1) dt—sJ (1) dt  (%).

S

S

1
U(f)(s) :J ki (t)f'(t) dt = (1 —S)J

0
b
Montrons alors que si g est une fonction continue et de classe C' par morceaux sur un segment [a, b], alors | g’(t) dt =

a
g(b) —g(a). Soit (Xk)ogkgn une subdivision adaptée & g’. Pour 0 < k < n— 1, notons gy la restriction de g a [xx, Xx+1]-
gk est continue sur [xy, X 1], de classe C! sur Jxy,x 1] et gy, & une limite réelle en xi & droite et xi41 & gauche. D’aprés
le théoréme de la limite de la dérivée, gy est de classe C! sur [xi, Xi1].

Xk 1 Xk+1
Mais alors, J' g’'(t) dt = J gr(t) dt = gi (k1) — g (xk) = g (xkr1) — g (xk). On en déduit que
Xk

Xk

b n—I1
| 970 at =3 (9 xir) — g x0)) = 9(b) — gla) (somme teescopique).
a k=0

On reprend alors ’égalité (*) : pour tout s € [0, 1], en tenant compte de f(0) = f(1) =0,
1
f'(t) dt — SJ f/(t) dt = (1 —s)(f(s) — £(0)) — s(f(1) — f(s)) = (1 — s + s)f(s) = f(s),

s

s

U()(s) = (1— s)J

0
et donc U(f) = f. On a montré que U = Idg, (et la question précédente ne sert a rien?).

Q 27. (E1,(, )) est un espace préhilbertien réel qui est un sous-espace vectoriel de .Z ([0, 1], R) et donc la propriété 1 est
vérifiée.

Soit x € [0,1]. L’application Vi : E; — R est une forme linéaire sur E (évaluation en x). De plus, pour f € Eq,
f = f(x)

Vi ()] = If(x)] < XJX(f'(t))Z dt (d’aprés la question Q24)

1
< J (£(1))% dt = |f].

Ainsi, il existe un réel k tel que, pour tout f € Eq, [Vy(f)| < k||f|| & savoir k = 1. Puisque Vy est linéaire, on en déduit que
V est continue sur lespace vectoriel normé (Eq, || ||). Ceci étant vrai pour tout x de [0, 1], la propriété 2 est démontrée.

1
Puisque U = Idg,, pour tout x € [0,1], f(x) = J k. (t)f'(t) dt = (ky,f) ot de plus ky est dans Eq. La propriété 3 est

0
démontrée et donc E; est a noyau reproduisant de noyau reproduisant K.
III.B - Un contre-exemple
Q 28. Supposons que pour tout x € [0, 1], la forme linéaire Vi soit continue sur (E,|| ||). Done, pout tout x € [0, 1], il

existe une contante k(x), dépendante de x mais indépendante de f telle que, pour toute f € E, [f(x)] = |Vi (f)| < k(x)||f]| =

1

1 1 1 1

k(x) J f2(t) dt. Pour n > 2, considérons gn, la fonction continue sur [0, 1], nulle sur [O, 7= E} et sur [z + EJ],
0

1 1 11 1 1
affine sur {z y 2} et sur [—, + —} et égale a n en 5 Pour n > 2, on pose alors f, = \/gn.
= 1. Par suite, pour tout n > 2,

Pour n > 2, ||, H—H gn
1 1
-l < — ).
~(2) =)

Ceci est une contradiction car la suite (\/ﬁ) n’est pas bornée. La propriété 2 n’est pas vérifiée par l'espace (E, (, )) et
donc l'espace (E,(, )) n’est pas un espace a noyau reproduisant.

n_

III.C - Fonctions développables en série entiére

Q 29. Soit (an),cy une suite réelle de carré sommable. Soit t €] —1,1[. Pour tout n € N,

1

ant” < 5

! (aﬁ + (t“)z) =

2n
5 (a2 +t°).
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Par hypothése, la série de terme général a,zl, n € N, converge et d’autre part, la série géométrique de terme général t2m,
n € N, converge (car }t2| < 1]). Par suite, la série de terme général a,t™, n € N, converge absolument. Ceci étant vrai
pour tout t €] — 1, 1[, on a montré que Rq > 1.

Q 30. e Soit (f,g) € (Ez)z. Soient (an),cy et (bn) les suites respectivement associées a f et & g. Pour tout n € N,

neN
1

lanbnl < 3 (aTZI + bfl) On en déduit que la série de terme général a,by, n € N, converge absolument et donc converge.

Ainsi, (f, g) existe dans R.

e La bilinéarité, la symétrie et la positivité de (, ) sont claires.

e Soient f € E, puis (an) la suite associée a f.

neN
+00
(f,)=0=) ai=0=VneN, an=0=Vte]-1,1[ f(t)=0=f=0.
n=0

Dong, {, ) est un produit scalaire sur E; ou encore (Ez,{, )) est un espace préhilbertien réel.

Q 31. Soit x €] —1,1[. Pour n € N, posons by, (x) = x™. La suite (b (x)), cy est de carré sommable et on peut donc poser

+oo +oo
pour t €] — 1, 1[, g«(t) = Z bn(x)t™. gx est un élément de E, et pour tout f : t+— Z ant™ élément de E,,
n=0 n=0

+o0 +o0
<9Xaf> = Z anbn(x) = Z anx™ = f(X).
n=0 n=0

Q 32. D’aprés ce qui précéde, les propriétés 1 et 3 sont vérifiées avec : V(x,t) €] — 1,1[2,

400
Kiot) = ge(t) = ) ()" = -1
n=0
+o0
Soit x €] —1,1[. Soit f : t+=— > ant™ € Ez.
n=0
+00
Vi (F)l = ()l < D lan] X[
n=0
+oo +oo
<D ah,| D> x*™ (daprés inégalité de CAUCHY-SCHWARZ)
n=0 n=0
= L.
V1 —x2
Alnsi, Vi est une forme linéaire sur E; et il existe un réel k (indépendant de f) a savoir k = Wi tel que, pour tout

f € Bz, [Vx(f)] < k|[f||. Done, Vi est continue sur l'espace vectoriel normé (E, || ||). Ceci étant vrai pour tout x €] — 1,1,
la propriété 2 est démontrée.

1
1 —xt’

L’espace (E2, (, )) est un espace a noyau reproduisant. Son noyau reproduisant est K : (x,t) —

III.D - Autre exemple parmi les fonctions de classe C' par morceaux
tsit<x Tsit<x

: / —
xsit>x PP kilt) = { Osit>x
droite de ky en x sont respectivement égales & 1 et 0). Donc, pour f € E3 et x € [0, a],

Q 33. Pour (x,t) € [0,al?, ky(t) = min(x,t) = { (et les dérivées a gauche et a

(ky, f) = J: ki(t)f'(t) dt = J: ki (t)f'(t) dt + r ki(t)f'(t) dt = J: f'(t) dt = f(x) — f(0) = f(x).

Donc, (x,y) — min(x,y) est un noyau reproduisant de l’espace (E3, (.|.)).

Q 34. L’application ¢ est continue et strictement décroissante sur [0, a] et donc bijective de [0, a] sur [@(a), ¢ (0)] = [0, b]
en posant b = ¢@(0). On note VP sa réciproque. On sait que U est strictement décroissante sur [0, b] et d’autre part, puisque
@ est de classe C! sur [0, a] et que ¢’ ne s’annule pas sur [0, a], on sait que \ est de classe C' sur [0, b].
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b

Pour (f,g) € (E4)?, posons (f,g) = J (fo)(t)(goP)'(t) dt. Puisque VP est de classe C' sur [0,b] & valeurs dans [0, a]
0
et que f est de classe C' par morceaux sur [0, a), f o @ est de classe C' par morceaux sur [0,b] et il en est de méme de

g 0. Ceci assure Uexistence de (f, g) dans R.

La bilinéarité, la symétrie et la positivité de {, ) sont claires. Enfin, si pour f € E4, (f,f) = 0, alors f o @ est continue
sur [0, b], de dérivée nulle sur [0, b] sauf peut-étre en un nombre fini de points. f o @ est constante sur [0, b] puis f est
constante sur [0, a] de sorte que pour tout x € [0, a], f(x) = f(a) = 0. Ceci montre que (, ) est un produit scalaire sur E4.

0sit> @(x)

Soit x € [0,al]. Pour t € [0,b], ky(P(t)) = Min(e(x),t) = { Plx)sit > lx) puis (ky o)’ (1) = { Tsit<@(x) -’

tsit< @(x)
Ensuite pour f € E4, en posant u = P(t) et donc du =’ (t) dt et t = @(u),

b

(k) = |

0

(f o) (1) (ke 0 %) (1) dt :J £ (1) dt

0

- JX f'(u) du = f(x) — f(a) = f(x).

a
Ceci montre que (x,y) — Min(@(x), ¢(y)) est un noyau reproduisant de V’espace (E4, (, )).
IV - Quelques résultats sur les espaces a noyau reproduisant

IV.A - Continuité
Q 35. Soit x € 1. Si ky est la fonction nulle, alors pour tout f € E, f(x) = (ky, ) = 0. Dans ce cas, N (Vi) =0 = /(kx, kx).
Sinon, ky n’est pas la fonction nulle et pour f € E telle que ||f|| =1, d’aprés 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

[ = ko, )1 </ (s K] V/(F, ) = /(K Kix)
1
avec égalité effectivement obtenue quand f = mkx (qui vérifie ||f|| = 1). Ceci montre de nouveau que N (Vi) =
X

V(K Ky )

Q 36. Soit f € E. Pour x € I, f(x) = (ky, f). On en déduit que pour (x,y) € 1%, (ky,kx) = kx(y) = K(x,y). Soit alors
x € L. Pour tout y de I, d’aprés I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

[f(x) — fly)| = |<kxyf> - <ky)f>| = |<kx - ky)fN

< ks =Ky | I = (£l Tk — ky|I* = HfII\/ xll? =+ [y 12 = 20k, ky) = [/ K x) + Ky, y) — 2K(x, ).

Puisque K est continue sur I?, quand y tend vers x en restant différent de x, I1fllv/K(x, %) + K(y,y) — 2K(x,y) tend vers
[I£1l/K(x, %) + K(x,x) — 2K(x, x) = 0. Mais alors, &13%( [f(x)—f(y)| = 0 puis yhg%( f(y) = f(x). Ceci montre que T est continue
y7#x y#x

sur .
IV.B - Construction d’un espace a noyau reproduisant
Q 37. Puisque KerT est de dimension finie, (KerT)J‘ est défini d’apreés le théoréme de la projection orthogonale.

La linéarité de T est claire. Soit f € (KerT)J‘. T(f)=0=f e (KerT) N (KerT)t ={0} = f = 0. Donc, la restriction de T &
(KerT)* est injective.

Soit g € Im(T). Il existe f € E tel que T(f) = g puis il existe (f1,f2) € Ker(T) x (Ker(T))* tel que f = 1 + f2. Mais alors,
g=T() =T(f1) + T(f2) = T(f2) ou cette fois-ci f € (Ker(T))*. Ainsi, application de (Ker(T))* dans Im(T) qui & f
associe T(f) est surjective. Finalement, T induit un isomorphisme de (Ker(T))* sur Im(T).

Q 38. e Im(T) est un espace de fonctions de [0, 1] dans R et il semble admis que @ est un produit scalaire sur cet espace.
La propriété 1 est vérifiée.

1
e Pour (x,t) € [0,1]%, ky(t) = J A(x, uWA(t,u) du. Vérifions que pour tout x € [0, 1], la fonction ky est continue sur

0
[0, 1].
Soit x € [0, 1]. Pour chaque t € [0, 1], la fonction u — A(x,u)A(t,u) est continue par morceaux sur [0, 1] (la continuité de
A entraine la continuité partielle), pour chaque u € [0, 1], la fonction uw — A(x,u)A(t,u) est continue sur [0, 1] et enfin,
pour chaque (t,u) € [0,1]%, [A(x, w)A(t,u)| < ||A|%, (la fonction A est continue sur le compact [0, 1]? & valeurs dans R et
donc la fonction A est bornée sur [0, 1]?) et la fonction 1+ ||A||2, est continue par morceaux et intégrable sur le
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segment [0, 1]. D’aprés le théoréme de continuité des intégrales & parameétres, la fonction ky est continue sur [0, 1]. Ceci
montre que K, est un élément de E.

Soit x € [0, 1]. Vérifions que ky est dans Im(T). Pour tout y € [0, 1],

1

ley) = K(x,y) = L Al DAY, B) dt = T(L)(y)

ou pour tout t € [0,1], 14(t) = A(x,t) de sorte que 1, € E. Donc, ky € Im(T).
Soit x € [0, 1]. Vérifions que que pour tout f € Im(T), @ (ky, ) = f(x). Soit f € Im(T).

1
@ (key f) = (S0 ky, S o f) = (L, S o ) :J Alx, 1)S(f(t)) dt
0

I
_|
wn
=
Rad

I
Pl
Rad

Donc, la propriété 3 est vérifiée.

e Soit x € [0,1]. Pour f € Im(T), en notant N la norme associée au produit scalaire ¢, d’aprés l'inégalité de CAUCHY-
SCHWARZ,

Vi (F)] = [f(x)] = @ (kx, f) < N (k) N(f).

Ceci montre encore une fois que pour tout x de [0, 1], la forme linéaire Vy est continue sur (Im(T), N). La propriété 2 est
vérifiée et finalement (Im(T), @) est un espace & noyau reproduisant, de noyau K.
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