SESSION 2020

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 1. FILIERE MP

I - Quelques résultats utiles

I.A - Propriétés générales de la loi *

Q 1. Soit f € A. Pour n € N*, puisque 1 divise n,

sxf(n) =Y 5(d)f (g) — §(1)f (?) — f(n)

din

et donc & * f = f. De méme, pour n € N*, puisque n divise n,

Frdn) =3 f(a)s(5) =Fs (=) =fn)

n
din

et donc f* & = f. On a montré que & est élément neutre de A pour x*.

d
Q 2. Soit (f,g) € A%. Pour n € N*, en posant d, = ?1, on obtient

n
n
f*g(n)—zf(d1)9<d—>— > f(di)g(d)= Y  f(di)g(da).
(}11\:1 ] (d1,d2)€(N*)?, dydy=n (d1,d2)€n
11

Q 3. Soit (f,g) € A% Pour n € N*, en posant d} = dy et d; = dy de sorte que (dy,d>) décrit %y si et seulement si
(d!,d}) décrit €,

frgm)= Y  fld)gld)= >  g(df)f(d) =gxf(n)

(dy,d2)€Cn (af,d3)€%n
et donc fx g =g f. Donc, * est commutative dans A.

Q 4. Soit (f,g,h) € A3. Pour n € N*,

((f*g) xh)(n) = > (f+g)(d)h(ds) = > > f(d1)g(d2) | h(d3)
(d,d3)€(N*)?, ddz=n (d,d3)€(N*)?, dds=n \(d1,d2)€(N*)?, d1da=d
= > f(di)g(dz)h(ds)= > f(di)g(dz)h(ds).
(d1,d2,d3)€(N*)3, dyd2d3=n (d1,d2,d3)€E},

Cette égalité étant vraie pour tout (f,g,h) € A3 et tout n € N* et la loi * étant commutative, on a aussi

(fx(gxh)m)=((g*h)*fn)= >  g(d)h(d)f(ds)= Y  f(dj)g(ds)h(d})
(d1,d2,d3)€%] (dj,d5,d4)e®,

= ((f* g) xh)(n).

Ainsi, pour tout (f,g,h) € A3, (f* g)*h=f=x (g#h). * est associative dans A.

Q 5. On sait que (A, +,.) est un C-espace vectoriel. En particulier, (A, +) est un groupe commutatif. Ensuite, * est une
loi interne dans A, x est associative et posséde un élément neutre a savoir 9.

Vérifions que * est distributive sur +. Soit (f,g,h) € A3. Pour n € N*,
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(F+g)xh)m)= >  (f+g)(d)h(d)= )Y  fld)h(d)+ >  g(di)h(da)

(d1,d2)ECn (d1,d2)€Cn (d1,d2)€Cn
=(fxh+g=*h)(n)

et donc (f+ g) * h = f x h + g * h. Puisque * est commutative, cette égalité valable pour tout (f,g,h) € A3, suffit pour
prouver que * est distributive sur +. Donc, (A, 4+, ) est un anneau. Enfin, puisque * est commutative, (A, +,*) est un
anneau commutatif.

I.B - Groupe des fonctions multiplicatives
Q 6. Soient f et g deux fonctions multiplicatives telles que : Vp € &, Vk € N*, f (pk) =g (pk).
1IAT =Tetdone f(1) =f(1x1) = (1) xf(1) puis f(1) =1 car f(1) # 0. De méme, g(1) = 1 et finalement, f(1) = g(1) = 1.

Soit n > 2. D’aprés le théoréme fondamental de Parithmétique, n s’écrit de maniére unique sous la forme n = pJ'...pp*
ou les pi, T <1 < k, sont des éléments deux a deux distincts de &2 et les aq, 1 < i < k, sont des entiers naturels non
nuls (décomposition primaire de n). Si k > 2, puisque f est multiplicative et que (p}'...pp57") App* =1 (car ces deux
entiers sont sans facteurs premiers commun), f (p§" ... pp*7 pr*) = (p}" ... ppx7") f(pR*) puis, par récurrence sur K,

k
fn) =f(ps ...ppx) = [f(p{)
i=1

ce qui reste vrai quand k = 1. Mais alors, pour tout n > 2,

k k
fn) =) =) =g
i=1 i=1
et donc f = g. Ainsi, deux fonctions multiplicatives qui coincident sur ’ensemble des nombres primaires sont égales.

Q 7. Soient n et m deux entiers naturels non nuls et premiers entre eux.

Soit (d1,d2) € Zn X Pm. Donc, il existe (q1,q2) € (N*)2 tel que n = q1dq et m = q2d,. Mais alors, nm = (q1q2) (d1d2)
avec (q1qz2) € N*. Donc, d1d2 € Znm. Ceci montre que 7t est bien une application de Zn X Pm vers Znm.

Vérifions que 7 est injective. Soit ((d1,d2), (dy,d3)) € (Dn x D)? tel que m(dy,ds) = mt(d},d}) ou encore tel que
did, = djdj. di divise n, d} divise m et n et m sont premiers entre eux. Donc, d; et dj sont premiers entre eux.
Ainsi, d; divise d1dy = djdj et d; est premier & d}. D’apreés le théoréme de GAUSs, dy divise dj. De méme, d} divise
dq. Puisque d; et dj sont des entiers naturels, on en déduit que d; = d} puis, aprés simplification, que d, = d}. En
résumé, pour tout ((dq,d2),(d},d})) € (Zn x Iw)?, m(dy,da) = n(d},d)) = (di,dz) = (d},d)). Ceci montre que 7
est injective.

Vérifions que 7t est surjective. Soit d un diviseur de nm. Sid =1, alorsd=1x1=m(1,1) ot on a bien (1,1) € P, X Dn,.
Sin =1, d est un diviseur de m puis d = 7t(1,d) ot on a bien (1,d) € Z5, X Z,. De méme, sim =1, d =n(d, 1).
Dorénavant, d > 2, n > 2 et m > 2. d s’écrit sous la forme d = pg’“ ...py ot les p; sont des nombres premiers deux a deux
distincts et les oy sont des entiers naturels non nuls. Chaque nombre premier p; divise nm et donc divise n ou m. Puisque
n et m sont sans facteur premier commun, on peut écrire [1,k] = IUJ ou I ={i € [1,k]/ piln} et J ={i € [1,k]/ pilm}
avec IN]=0 (et I£ T et ] #£92). dy = I_Ipf‘i divise d et donc nm et est premier & m. Donc, dy divise n. De méme,
iel
d, = pr“ divise m. Enfin, d;d; = d. Ainsi, pour tout d € P, il existe (d1,d2) € Zn X D tel que 7t(d1,dz) = d.
i€]
Ceci montre que 7t est surjective.

Finalement, 7t est une bijection de Z,, X P sur Znm.
1
Q 8. Soient f et g deux fonctions multiplicatives. f * g(1) = Z f(d)g (E) = f(1)g(1) # 0. Soit alors (n,m) € (N*)z tel

dl
que n/Am=1.
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= Z f(d1d2) g (djd}) (car 7 est bijective)
((d],dz),(d{,dé))e(@“X@m)z,
d1dzd{d£:nm
= > f(dy)f(d2)g(d})(dy) (cardy Ady=Tetd] Ady=1).

((d1,d2),(d1,d5))E(PnxPm)?,
d1 dzd{déznm

Maintenant, si did,djd; = nm, alors d;d] divise nm et est premier & m (car d; et d{ sont des diviseurs de n et
n/Am=1). Donc, dydj divise n et de méme d,d} divise m. En posant n = dydjq: et m = d>djq; ou (q1,q2) € (N*)z,
on a

nm = d] d{q1 dzdéqz =nmqgiqz

puis q1q2 = 1. On sait que ceci impose q1 = q2 = 1 et donc d1dj =n et d,d) = m. Ainsi,

frglmn) = > £(d1)f(d2) g (df) (db)
((ar.a7),(e2,05)) € x %o

- > f(dg(d)) > f(d2)gl(dy)

(d1,d])€n (d2,d})€Cm
= ((f*g)(m)) x ((f*g)(n)).
Donc, f * g est multiplicative.

Q 9. Les égalités de I’énoncé définissent par récurrence une fonction g sur 'ensemble des nombres primaires p*, p € 2,
k € N*. On pose de plus g(1) = 1 et pour n > 2, si la décomposition primaire de n s’écrit n = pJ"'...py*, on pose
k

g(n) = H g (p;*). On obtient une fonction g de N* dans C.

i=1
Soient alors n. et m deux entiers naturels premiers entre eux. Sin =1, g(nm) = g(1xm) = g(m) = g(1)g(m) = g(n)g(m).
De méme, si m =1, g(nm) = g(n)g(m).
Sin > 2etm > 2, on peut considérer les décompositions primaires de n et m : n = py'...py*
Puisque n et m sont premiers entre eux, {p1,...,px}N{q1,..., qi} = &. Par suite,

et m=q} ...qf"

gmm)=g(p)...g(pp")g (q?‘) e g (qf‘) = g(n)g(m).

La fonction g ainsi définie est multiplicative.

Ensuite, fxg(1) = f(d) d = f(1)g(1) = 1. Soit maintenant p € &. Montrons que pour tout k € N*, (fxg) (p*) = 0.
g g g9 P g)p

1
an

Soit k > 1. Les diviseurs de pk sont les pi, 0 <1< k. Donc

k k

On a montré que pour tout k € N*, (f % g) (pk) =0=9% (pk).

On sait que la fonction fx*g est multiplicative d’aprés la question Q8. Vérifions que & est multiplicative. On a déja 6(1) = 1.
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Soient n et m deux entiers naturels non nuls. Sin = m = 1, 6(nm) =1=0%M)6(m) et sin > 2oum > 2 alors
> 2 puis 6(nm) = 0 = 6(n)d(m). Donc, pour tout (n,m) € (N*) d(n ) d(n)é(m). En particulier, la fonction 6

est multiplicative.

Ainsi, f* g et & sont deux fonctions multiplicatives coincidant sur ’ensemble des nombres primaires. D’aprés la question
Q6, fxg=2».

Q 10. La question Q8 montre que * est une loi interne dans M. Les questions Q2 et Q3 montrent que * est commutative
et associative dans M. Puisque &6 € M, la question Q1 montre que § est élément neutre pour * dans M. Enfin, la
question précédente montre que tout élément de M admet un symétrique pour * dans M. Finalement, (M, %) est un groupe
commutatif.

I.C - La fonction de MOBIUS

Q 11. On a déja p(1) = 1. Soient n et m deux entiers naturels non nuls et premiers entre eux.
Sin=1,onapmnm)=pum)=pmn)u(m). De méme, si m = 1, on a u(nm) = p(n)u(m). Si n et m sont tous deux

supérieurs ou égaux a 2, on peut considérer les décompositions primaires de n et m: n=p7 ...pp* et m = q] ... q{Sl
avec {p1,...,pxtN{q1,..., U} =9
Sin et m sont sans facteur carré (o1 =...=ox =p1=...=p1=1),

pmn) = w(pr...prqi...qu) = (=" = (=1 =)' = p(n)u(m).
Si n ou m contient un facteur carré (I'un des o; ou I'un des B; est supérieur ou égal a 2), il en est de méme de nm et
dans ce cas,
punm) =0 = p(nju(m).
On a montré que la fonction p est multiplicative.
Q 12. (p *1)(1) = p(1) = 1. Ensuite, pour n > 2, en considérant la décomposition primaire de n : n = p{"' ...pg*,

(w*T1)( E u(d). Dans cette somme, si d contient au moins un facteur carré, le terme correspondant est nul. Il ne
din

k
reste que les termes (1) et les w(pi, ...pi,) = (—1Ntavec 1 <l<ket 1 <iy <...<i <k Pourle[l,k],ilya <l)

k
parties a 1 éléments de [[1, k] ou encore (1> l-uplets (i1,...,11) tels que i; < ... < i;. Donc, d’aprés la formule du binéme

de NEWTON,

(L T)(n _1+Z(> =(1=1)%=0(cark >1).
On a montré que p* 1 = 8. Ceci montre que le symétrique de 1 pour * est .
Q 13.
vn e N* F(n) = Zf(d) SF=1*x1& Fxpu="=(car (M, *) est un groupe)
din
. B n
SWnelN, fn) =) wdF(3).
din

Q 14. Pour tout n € N*, (¢ * 1)( Z @(d) = n (formule connue) et donc @ x 1 = 1. Mais alors, @ = p x I puisque

din

(M, %) est un groupe et que p est le symétrique de 1 pour *.
I.D - Déterminant de SMITH

Q 15. Soit (i,j) € [1,n]%. Le coefficient ligne i, colonne j, de M'DT est

Zmldek_Zmld'

dlj
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Dans cette somme, si d ne divise pas 1, m{ a= =0 et siidivise d, m{ a= = g(d). Puisque les diviseurs communs aux entiers
i et j sont les diviseurs de leur PGCD 1A j, le coefficient ligne 1, colonne j, de M'DT est

D 9l =(gxDEAG) =FEA]) =mi,
dliNg

car g=f*pu& f=gx1. On a montré que M = M'DT.

Q 16. Donc, det(M) = det(M’) x det (DT).

det(M') = Z €(0)Mg(1),1 -+ Mg(n),n- Dans cette somme, un terme est nul si et seulement si il existe i € [1,n] tel que

0ES n
1 ne divise pas o(1). Il ne reste donc que les termes tels que pour tout i 6 [1,n], i divise o(i) et en particulier i < o(i).
Ceci impose par récurrence descendante sur i que pour tout i € [1,n], o(i) =1 et donc o = Idp . Il reste

det(M') = e(Id)my1 ... mnn = [ 9(k)

Avec le méme raisonnement,

Finalement,

I.E - Séries de DIRICHLET
. . , - f(k) /
Q 17. Soit s > A (f). Il existe s’ € <t € R/ la série Z ~t converge absolument » tel que A.(f) < s’ < s. Pour tout

k € N*, on a k®" < k® puis

O | _ IF0 _ IFO)] (k)
ks | ks ks |k
f(k)

Puisque la série numérique de terme général —-, k € N*, converge absolument, il en est de méme de la série de terme
? ?

o flK) .
général TR k € N*.

ks/ )

Q 18. Posons h = g — f de sorte que L, est définie et nulle sur |Max (A.(f), Ac(g)),+ool. Il s’agit de montrer que h est
nulle sur ]Max (A (f), Ac(g)),+ool. Supposons par 'absurde qu'il existe k € N* tel que h(k) = f(k) — g(k) # 0.

< h(k) < h(K)KS
Soit ko = Min{k € N*/ h(k) # 0}. Par définition de ko, pour tout s > Max (A, (f), Ac(g)), Z — =0 puis Z - 0
k=ko k=ko
0 et donc
+oo
. h(kJk§ _
sllgro—loo Z ks =0.
k=ko
h(k)kS

Soit so > Max (Ac(f),Ac(g)). Pour s > sp, posons uy(s) =

h(ko) Sikao
Osik>ko+1

s . Chaque fonction uy, k > ko, a une limite ¢ quand s

tend vers +oo & savoir { = { . Ensuite, pour k > ko et s > sp,

kO ko * N h(k)
sl = i) <2 < ot [X | < B,
s JJuk o < kg° hik) La série érique de terme général k3° h{k) converge d’aprés la question Q17 et
puis Ukl sy rool < Ko o | rie numériqu rme général ko? |27 nverg pr question

donc la série de terme général uy, converge normalement et en particulier uniformément sur [sq, +ool.

D’aprés le théoréme d’interversion des limites
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+oo
e (la fonction Z U a une limite £ en +00)
k=ko
e (la série numérique de terme général &, k > ko, converge)

+oo
o (= Z fk,
k=ko

ce qui fournit explicitement

+o0o
0=0= ) tc=h(ke).
k=ko
Ceci contredit la définition de ko et donc pour tout k € N*, f(k) = g(k) puis f = g.
£ 1) afi
Q 19. Soit s > Max (A¢(f), Ac(g)). Vérifions que la famille ((27(

jS

oPourleN*,Z\ui,jlz ETH Z 3 < 400 puis
j=1 j=1
“+00 “+00 “+o00o f(i) +o0 9 (])
3 (St ) - (2] (]52]) < v
i=1 \j=1 i=1 =1 1)
Ceci montre que la suite (ui ) ; i)e (N

de la question Q1). D’aprés un cas particulier du théoréme de sommation par paquets

On note qu’il n’est pas nécessaire que f et g soient multiplicatives.

II - Matrices et endomorphismes de permutation

II.A - Similitude de deux matrices de permutation

)
) = (ui,j) (1 j)en- est sommable.
(1,j)€(N*)?

)2 est sommable. Maintenant, la famille (%), .. est une partition de (N *)2 (notation

Q 20. Soit (p,p’) € (Yn)z. Posons Py = (pi,U) 1< 1<n € Por = (P{m)]gk L<n - Doit (i,j) € [1,n]?. Le coefficient ligne 1,

colonne j, de P, x P,/ est

mn n
D PPl =D Sip()8k,7() = Bip(p’(j)) (obtenu pour k = p’(j)).
k=1 k=1

i, pop’(j) est aussi le coefficient ligne i, colonne j, de Py,/. Ceci étant vrai pour tout (i,j) € [[1,n]]2, on a montré que

Popr = PPy
En particulier, PoPp—1 = Pyo1 = Pray, ; = (815)1¢; jen = In- Ceci montre que Py est inversible, d’inverse (Pp) -
P

pfl .

Soit (o,71) € (5”“)2 tel que o et T soient conjuguées. Il existe p € %, telle que T = pop~'. Par suite,

Pe =Py x Po x Py1 =Py x Py x (Py) .

Les matrices Py et P. sont donc semblables.

Q 21. py1p '(2) = py1(1) = p(3) =6 =72(2), py1p ' (6) = pv1(3) = p(7) =4 =v2(6) et py1p ' (4
2 = y2(4). D’autre part, si x ¢ {2,4,6}, p~ ' (x) ¢ {1,3,7} puis yip~' (x) = p~ ' (x) et donc py1p~' (x)

Finalement, pour tout x € [1,7], py1p~' (x) = y2(x) et donc py1p~" =7v2.

Q 22. Soit vy = (ar,...,a¢) et v/ = (af,...,a;) deux cycles de méme longueur ¢ € [2,n]. Soit p un élément de .7, tel

que pour tout i € [1,¢€], p(ai) = a/.
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Soit i € [1,6—1]. pyp~' (af) = py (ai) = p(ai+1) = a{,; =¥’ (ai) et d’autre part pyp~" (ay) = py (a¢) = p(ar) = aj =
Y (ae).

Enfin, six ¢ {a},...,a;}, p7'(x) & {a1,...,a¢} puis yp~' (x) = p~'(x) puis pyp~' (x) = pp~' (x) = x = y/(x). Finalement,
PP =V2.

On a montré que deux cycles de méme longueur sont conjugués.

Q 23. Réciproquement, soient y et 'y’ deux cycles conjugués de longueur respectives { et £’ et soit p € % tel que
v’ =pyp . Le plus petit entier k € N* tel que v* = Id[y nj (resp. ¥'* =1d[s n]) est £ (resp. {’) (Vordre d’'un cycle est sa
longueur). De plus, pour tout k € N*, v/ = py*p~! et donc y* = Idp nj & v'* = Id[1 n]. Ceci montre que { = {’. En
résumé, deux cycles sont conjugués si et seulement si ils ont méme longueur.

Soit maintenant (o,T) € (5’“)2 tel que Y € [1,n], c¢(0) = c¢(T). On peut associer de maniére bijective chaque cycle
de longueur { > 2 apparaissant dans la décomposition de o & un cycle de longueur { dans la décomposition de T. On
commence par définir p par ses restrictions aux supports des différents cycles de o de la méme fagon que dans la question
Q22. Enfin, si ay, ..., a; sont les éventuels points fixes de o et af, ..., af, ceux de T (on rappelle que ¢ (o) = ¢1(T)), pour
chaque 1 on pose (éventuellement) p (a;) = a/. Puisque les supports des différents cycles et les points fixes constituent une
partition de [1,n], on vient de définir un élément p de ..

Si a/ est un (éventuel) point fixe de T, pop~! (a!) = po(ai) = p(ai) = a! =7(a}).

Si x n’est pas un point fixe de T et donc est élément du support d’un et un seul des supports des cycles 'y’ apparaissant
(éventuellement) dans T, p~' (x) n’est modifié que par y et yp~'(x) reste un élément du support de y. Le calcul de la
question Q22 montre que pop~ ' (x) = T(x).

1

Finalement, p est un élément de %, tel que pop~' = T. Donc, o et T sont conjugués.

Inversement, supposons o et T conjuguées. Soit p € ./, tel que pop~! = 1. Soit v = (af,...,a;), { > 2, un (éventuel)

cycle de longueur ¢ apparaissant dans T. Alors, pour tout i € [1,£— 1], p~! (a{H) =p '1t(a}) =0p ' (a]) et de méme,
p~'(a})=o0p~ ' (a}). Ceci montre que (p_1 (@])yeee,r ! (aé)) est un cycle de longueur { apparaissant dans o. De méme,
si x est un point fixe de T, alors p~'(x) est un point fixe de o et réciproquement.

Ainsi, p~! associe de maniére bijective chaque cycle de longueur ¢ > 2 dans T 4 un cycle de longueur { dans ¢ et chaque

point fixe de T & un point fixe de 0. Ceci montre en particulier que (c1(0),...,cn(0)) = (c1(T)y...,cn(T)).

Q 24. Soient € € [2,n] puis Yy € # un cycle de longueur £ de [1,{]. ¥ a méme longueur que le cycle y' = (12 ... £) et
donc Py est semblable & P}, puis

X o ... ... 0 -1

-1 X ... ... ... 0

0o -1 . 0
XV(X) :Xy/(x) =det (X[ —T¢) =

: . =1 X 0

o ... ... 0 -1 X

On développe ce déterminant suivant sa premiére ligne. On obtient xy(X) = X x Ay + (—=1) x (—=1)*"TA; ot A; est un
déterminant triangulaire inférieur égal & X~ et A, est un déterminant triangulaire supérieur égal a (—1)'. Donc,

Xy(X) =X x X4 (D2 (=) T =X 4 (=12 =X,

Q 25. Soit 0 € #,. Soit f 'endomorphisme de C™ de matrice P, dans la base canonique & = (e1,...,en) (donc, pour
tout j € [1,n], f(ej) = es(j)). On réordonne les vecteurs de cette base en mettant en premier les vecteurs dont le numéro
est un point fixe de o puis les vecteurs dont le numéro appartient au support d’un cycle de longueur 2 et ceci pour chaque
cycle de longueur 2, puis les vecteurs dont le numéro appartient au support d’un cycle de longueur 3 ... On obtient ainsi
une nouvelle base ' de C™ (car obtenue par permutation des vecteurs de %) dans laquelle la matrice de f est diagonale
par blocs, les blocs diagonaux étant du type I, £ > 1. P est donc semblable & une matrice de ce type.

Le format d’un bloc Ty, € > 2, est la longueur du cycle correspondant. Il y a donc c¢(o) blocs I'p ou £ > 2. D’autre part,
chaque bloc Iy correspond a un point fixe de 0. Il y a ¢1(0) blocs I'1. Puisque xr, = X — 1, un calcul par blocs fournit

[T (det (r)e® =TT (x* =)=,

=1 =1

Xo(X)

(avec la convention (det (]"e))”(“) = (Xe — 1)Ce(c) =1 quand c¢(0) =0).
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2i7

Q 26. Soit q € [1,n]. Pour £ € [1,n], le nombre e ¢ est racine de X' — 1 si et seulement si q divise {. Pu1sque chaque
X% —1 est a racines simples dans C (car sans racine commune avec sa dérivée), pour ¢ € [1,n], le nombre e " est racine

2i7

de (X‘Z — 1)“(6) d’ordre ¢¢(0) (y compris si e’d nlest pas racine de (X"' — 1)C€( ). Finalement, le nombre e ¢ est racine
n rim ' n
de X d’ordre Z ce¢(0). De méme, le nombre e e est racine de x. d’ordre Z ce(T)
=1 =1
qle qle
Puisque P, et P; sont semblables, xo = X+ et en particulier, les deux ordres de multiplicité ci-dessus sont les mémes :

n

Vq € [[],Tl]], ZC(C(O-) = ZCR(T)-

alt qlt
Q 27. Soit q € [1,n]. Le g-¢me coefficient de TsD est

n

Z dzq = Z Cz(O‘).

1<e<n, ql¢
D’apres la question précédente, ce coeflicient est aussi le g-éme coefficient de TD.

Ainsi, To,D = T.D. D’aprés la question Q16, det(D) = 1 # 0 et donc D est inversible. On en déduit que Ty = T, puis
que o et T sont conjuguées d’aprés la question Q23. En résumé, o et T sont conjuguées si et seulement si Py et P, sont
semblables.

I1.B - Endomorphismes de permutation

Q 28. Soit u un endomorphisme de permutation de E. Il existe une base 4 = (e1,...,en) base de E et 0 € %, telles que
vj € [1,n], uley) = eqj)-

Pour (i,j) € [1,n]?, le coefficient ligne i, colonne j, de Matg(u) est di,5(j) (symbole de KRONECKER) et donc Matz(f) =
P. Inversement, s’il existe 8 = (e1,...,en) base de E et 0 € .7, telles que Matg(f) = Pg, alors pour tout j € [1,n],
u(ej) = eq(j) et donc u est un endomorphlsme de permutation.

Q 29. Soit u un endomorphisme de permutation de E. Soient & = (e1,...,en) base de E et 0 € .7, telles que Matg(f) =
P,. Le coefficient ligne 1, colonne i de Py est 1 si o(i) =1 et 0 si o(i) # 1. Donc,

Tr(u) = Tr (Ps) = c1(0) € [0,n].

Ensuite, Py est semblable & une matrice diagonale par blocs I', chaque bloc étant du type Ty, £ > 1. Soit £ > 1. Le polyndéme
caractéristique de T, & savoir xr, = X® —1, est a racines simples dans C. Donc, chaque bloc Ty, € > 1, est diagonalisable
dans .#;(C). Un calcul par blocs montre alors que I' est diagonalisable dans .#;, (C) et il en est de méme de P,. Mais alors
u est diagonalisable.

Q 30. Si A et B sont semblables, on sait que A et B ont méme polyndéme caractéristique.

Inversement, soient A et B deux matrices ayant méme polyndéme caractéristique (X —A7)...(X —An). Si de plus A et
B sont diagonalisables, alors A et B sont toutes deux semblables & D = diag (A1,...,A). Par transitivité, A et B sont
semblables.

Q 31. Si u est un endomorphisme de permutation, Tr(u) est un entier naturel d’apreés la question Q29.

Inversement, soit u un endomorphisme de E tel que u? = Idg et Tr(u) € N. u est une symétrie et donc, il existe une base

A telle que Matg(u) = diag(1,...,1,—1,...,—1). De plus, p—q = Tr(u) > 0 et donc p > q. Le polynéme caractéristique
P q

de uest donc (X —1)P(X+1)9 =(X—-1)P~d (X2 — 1)q. Maintenant, la matrice I' diagonale par blocs comportant sur sa

diagonale p — q blocs I'1 et q blocs I'; a aussi pour polynéme caractéristique (X — 1)P—4 (X2 — 1)q et est diagonalisable.

D’aprés la question précédente, Mat (1) est semblable & la matrice de permutation I' et donc il existe une base de E dans

laquelle la matrice de u est une matrice de permutation. On en déduit que u est un endomorphisme de permutation de E.

Q 32. Si u est un endomorphisme de permutation de E tel que u?

Tr(u) = ¢ (o) € [0,n].

= Idg, alors comme & la question précédente,

Réciproquement, soit u un endomorphisme de E tel que u® = Idg et Tr(u) € N. Le polynome X3 —1 = (X—1)(X— ( —j )
est & racines simples dans C et annulateur de u. Donc, u est diagonalisable. Il existe une base Z de E telle que Mat 2(u) =
diag(1,...,1,j,... .
g(l, : TodyeeordyiZyeeesi?)
q T
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Si par exemple ¢ > 1, Tr(w) =p+qj+1i2 =p—7+(q—7)j € R (car j +j> = —1 et j ¢ R). De méme, q < T est impossible
et donc q = 7. Par suite, Tr(u) = p + qj + qj*> = p — q et comme & la question précédente, p > q. Ainsi, le polynome
caractéristique de w est (X —1)P79(X —1)9(X —j)d (X — jz)q =(X—=1)p7d (X3 — 1)q. Comme a la question précédente,
Matg(u) est semblable & la matrice de permutation I', diagonale par blocs comportant sur sa diagonale p — g blocs 'y et
g blocs I'3. Donc, u est un endomorphisme de permutation de E.

0 -1
1 0
théoréeme de CAYLEY-HAMILTON, A2 = —I, puis A* = I, puis u* = Idg. De plus, Tr(u) =0 € N.

Soit 1 I’endomorphisme de E = C? canoniquement associé a la matrice A = ( ) XA = X? 4+ 1 puis, d’aprés le

Il n’existe que deux matrices de permutations de format 2 : I = < (]) (]) ) et | = < (]) (]) ) A n’est semblable ni a I (car

alors A = I ce qui est faux), ni & J (car alors A2 = I ce qui est faux). Donc, u n’est pas un endomorphisme de permutation.
Ainsi, la condition Tr(u) € N n’est pas suffisante pour que u soit un endormorphisme de permutation dans le cas k = 4.

Q 33. Soit u un endomorphisme de permutation de E. Soient & = (e1,...,en) une base de E et 0 € ., telles que pour
tout j € [1,n], u(ej) = eq(j). La permutation o se décompose en produit de cycles & supports disjoints : 0 = y1...vr
(on suppose que le résultat de cours rappelé par I’énoncé est vrai également avec 0 = Id en prenant conventionnellement
T =0 (produit vide)). En notant £; la longueur de y; pour chaque i € [1,7], on a yf‘ = Idpy ny-

Soit N = PPCM ({y,...,¢ ). Pour chaque i € [1,7], yN = Id[1 ny puis, des cycles & supports disjoints commutant deux a
deux,

GN :]/]]\1 Y]r\l = Id[[]ynﬂ.
Mais alors, (Py)"™ = Pgn = Prq = I, puis uN = Idg. Donc (b) est vrai. D’autre part, (a) est vrai d’aprés la question Q25.

Réciproquement, soit u un endomorphisme de E tel que (a) et (b) soient vrais. Puisque le polynome XN —1 est annulateur
de uw et a racines simples, u est diagonalisable. D’autre part, si Z est une base donnée de E et M = Matgz(u), M a le
méme polyndéme caractéristique que la matrice de permutation I', diagonale par blocs, ayant sur sa diagonale ¢ blocs I7,
c2 blocs Iy, ..., ¢y blocs I,. Puisque les matrices M et I" sont diagonalisables et ont méme polyndéme caractéristique, ces
matrices sont semblables d’aprés la question Q30 et donc u est un endomorphisme de permutation.
T
Q 34. Posons X = H (X —A;)™* oit les A; sont les valeurs propres deux a deux distinctes de u et les o sont leurs ordres
i=1

S

de multiplicités respectifs. Posons de méme X, = H (X— ui)B‘ ol les w; sont les valeurs propres deux a deux distinctes

i=1
de v et les B leurs ordres de multiplicités respectifs.
.
On sait que pour tout k € N, Sp (uk) = (AN AN AR L AR) et done T (uk) = Z o A¥. De méme, pour tout
———— ——

i=1
X1 [o 8

S
keN, Tr (vk) = Z Biplf.
i=1

T S
Par hypotheése, pour tout k € N, Z oci7\]f = Z Bi u]f. Soit R un réel strictement positif inférieur ou égal a tous les

i=1 i=1

)

A € Sp(u) \ {0} et & tous les

1
—‘, i € Sp(v) \ {0} (s’il existe au moins une valeur propre non nulle et sinon on prend R =1
u

par exemple). Pour tout x €] —R, R[, chaque série de terme général (Ax)® converge et chaque série de terme général (pix)®
converge (y compris si A = 0 ou py = 0). De plus, pour x €] —R,R[ et i € [1,71],

+oo 1

k _
Z (AiX) B 1 —)\iX.

k=0

On en déduit que pour x €] — R, R,

“+o00

Kk o8] Xy
ZTr(u )x _71—?\1X+"'+71—?\Tx'
k=0

B] Bs

=—+...+ . On a donc,
T—x T—psx

+o0
De méme, pour x €] — R, R, Z Tr (vk) x¥
k=0
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X1 (0,89 B] Bs
Y —R,R[, ———+... =
x €l R, 1—)\1x+ +1—?\Tx T—mx 1 — pex
Puisque ] — R, R[ est infini, on en déduit encore que _x + ...+ & B1 +...+ L. L’unicité de la
’ T—AX T-AX  T-mX T— p.X

décomposition en éléments simples permet alors d’affirmer que r = s puis que u et v ont les mémes valeurs propres avec
méme ordre de multiplicité. Finalement, u et v ont méme polynéme caractéristique.

Q 35. Si u est un endomorphisme de permutation, on pose (c1,...,cn) = (c1(0),...,cn(0)) ol 0 est associée a u. 1l
existe une base de E dans laquelle la matrice I" de u est une matrice diagonale par blocs, ayant sur sa diagonale ¢; blocs
I, c2 bloes I, ..., ¢y blocs T, Donc,

n
Vk e N*, Tr (u¥) = > cTx ()

Maintenant, pour £ € [1,n], si k n’est pas multiple de ¢, les coefficients diagonaux de I'f sont nuls et donc Tr (l}k) =0et
si k est multiple de £, T = I et donc Tr (If) = . On en déduit que

n
Vk e N*, Tr (u¥) = ) e
e
n

Enfin, puisque x, = H (X‘Z — 1)“, on a
=1

ZECz = ZECz =deg(xu) =n="Tr(Idg) =Tr (uo) .

=1

t/0
En résumé, il existe des entiers naturels non nuls cq, ..., ¢y, tels que Yk € N| Tr Z CgTI‘ I"e
Z\k
Réciproquement, supposons qu’il existe des entiers naturels non nuls cq, ..., cn, tels que Vk € N, Tr Z fce. Soit

Uk
v I’endomorphisme de permutation de E dont la matrice dans une certaine base % est la matrice I' définie ci-dessus. On
a donc : Yk € N, Tr (uk) =Tr (vk). D’aprés la question précédente, 1 et v ont méme polyndme caractéristique et donc

=[x =1 (.

On en déduit que les valeurs propres de u sont des nombres de la forme A = e~ ¢ | ou £ € [1,n] et k € [0, — 1]. Soit
N = n!. Pour tout A € Sp(u), AN =1 et donc Sp( ) = (1,...,1). Puisque u est diagonalisable, il en est de méme de

N et donc il existe une base (eq,...,en) de E telle que, pour tout i € [1,n], u™ (ei) = e;. Les endomorphismes u™ et
Idg coincident sur une base de E et donc uN =1dg (b).

D’aprés la question @33, 1 est un endomorphisme de permutation.
III - Valeurs propres de la matrice de REDHEFFER

Q 36. La matrice A, est triangulaire supérieure puis det (An) = u(1) x 1 x ... x 1 =1. Donc,

det (H,,) = det (Ay) det (Hy) = det (A Hp) = det (Cy) .

Posons Cn = (€1,j)1<ijen- €11 = )_ @ichi = ) u(k) = M(n).

k=1 k=1
n

Ensuite, pour i € [2,n], ¢i;1 = Z aikhk,1 = ai,; = 1. Ensuite, si (1,j) € [2, nj?,
k=1
1siifj
Ci,j = Z ai khk,) ai, th { 0 sino)n
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En particulier,si2 <j<i<n,cyj=0etsi2<i<n,ciy; =1. Enfin, sij € [2,n],

j
C1]—Za1khk,;—ZH Zuk):uﬂ()’):é(j)zﬁ
k=1
kh Kklj

En développant det (Cp) suivant sa premiére ligne, on obtient det (C,,) = M(n) x A1 ol A1 est un déterminant
triangulaire supérieur dont les coefficients diagonaux sont égaux a 1 et donc A1 est égal a 1. Finalement,

det (Hp) =M(n) = 3 _p(k)

k=1
Q 37. Le coefficient ligne 1, colonne 1, de By, (A) (AIn — Hy,) est (A —1)b(1) — Zb(j) =A-1)— Zb(j)
j=2
Sij > 2, le coefficient ligne 1, colonne j, de By (A) (AIy — Hy) est
n b
Y bkhi; +b() A—hi) = (A=1)b(G) = Y _(d) =0.
k=T, k#j dlj

Ensuite, si 1 > 2 et j > 2, le coefficient ligne i, colonne j, de By (A) (Aln — Hy) est

n
D bikhii+bi; (A—hy;).
k=1 k#j
Sii=j, cette somme est égale & —0 + b i (A —hy i) =A—1. Sii#j, cette somme est égale & —b;ihij +0 = —h;;. En
particulier, si 2 < j <1< n, ce coefficient est nul et donc le mineur correspondant est triangulaire supérieur. Ce mineur
est égal a (A — 1)1,

En développant det (B (A) (AIn — Hyy)) suivant sa premiére ligne, on obtient

det (Bn(A) (AIn — Hn)) = (7\—1)—ib(i) A= =A-1" =1
j=2

T['l\/lﬁ
N
o

D’autre part, B, (A) est triangulaire supérieure, & coefficients diagonaux tous égaux a 1 et donc det (B, (A)) = 1. Par suite,
Xn = det (AL, — Hp) = det (Bn(A) (AIn —Hn)) = A =1)" = (A=1)""" > b(j).

Q38.fxb=(14+wW)oxb—wlxb=(1+w)b—wlxb. Ensuite, w(1*b)(1) =w x 1 x b(1) =w et pour j > 2,

w(1 % b)( WZ Z ) +wb(j) = b(j) + wb(j) = (w+ 1)b(j).

dlj dlj, d#j

Mais alors, (f*b)(1) = (14+w)—w =1=25(1) et pourj > 2, (f*b)(j) = (1+w)b(j)— (1+w)b(j) =0 = 8(j). Finalement,
fxb=0.

+oo +oo
o(k 1
Q 39. Pour tout réel s, Ls(s) = ]is) =1 et pour tout s > 1, Li(s) = Z o (fonction ¢ de RIEMANN). Donc,
k=1 k=1
Vs > 1, Le(s) = (1 +w)Ls(s) —wLi(s) =1 +w —wL;(s).

[log, (m)]
Q 40. Soit g la fonction arithmétique définie par : g(1) =1 et Ym > 2, g(m) = Z WwED (m

Tout d’abord, pour m > 2, si il existe di, ..., di, (k € N*), tels que m = d, ...dk et Vi € [1,X], di = 2, alors m > 2¥
puis k < log,(m) puis k < [log,(m)]|. Done, si k > |log,(m)], Dx(m) = 0. Ceci permet d’écrire pour tout m > 2,
+oo

m) = Z WDy (m
=1

Pour tout m > 1, (fxg)(m) = (14+w)(5xg)(m)—w(Txg)(m) = (1+w)g(m)—w(1xg)(m). Dgja, (fxg)(1) = T+w—w =1.
Soit alors m > 2.

http ://www.maths-france.fr 11 © Jean-Louis Rouget, 2020. Tous droits réservés.



Centrale 2020 - MP - Mathématiques 1 - Corrigé

w(lxg)(m)=w) g(d) Dt+wgm)+ Y gld)=0+wgm)+w >  g(d)
dlm dm dm
d#1, d#m d#1, d#m
+oo
=w+wg(m) +w Z <Z kak(d)>
djm k=1
d#1, d#m
+oo
=w+wg(m) + Z whkt1 Z Dy (d) | (toutes les sommes sont finies).
k=1 dlm
d#1, d#m

Maintenant, pour m > 2, les décompositions de m en k+1 facteurs supérieurs ou égaux a 2 s’écrivent m = dj ... dxdy4+1 =
ddx1 ou d est un diviseur de m distinct de 1 et m. Ces ensembles de décomposition étant deux & deux dlS_]OintS, on en

déduit que Z Dy (d) = Dyy1(m). Par suite,

djm
d#1, d#m
+o0
w(lxg)(m) = (1+w)g(m) + 3wk ' Di1(m) =w+g(m) + Zkak =W +wg(m) + g(m) —wD; (m)
k=1
= (] +W)g(m))

et donc, (f*g)(m)=(1+w)g(m)— (1 4+w)g(m) =0. Ceci montre que fxg=25.

On admet la convergence de la série de somme Lg(s) pour s suffisamment grand. D’aprés la question Q19, pour s suffi-
samment grand,

T =1Ls(s) = Leug(s) = Le(s)Lg(s)

“+o0 .I Ung

1 Kk
etdoncr(s)zl—&—zﬁ Z ka

m=2

Q 41. On a aussi f xb = 5. On admet la convergence de la série de somme Ly (s) pour s suffisamment grand. Pour s

suffisamment grand, L¢(s)Ly (s) = Lesu(s) = Le(s)Lg(s) et donc Ly (s) = Lg(s). D’aprés la question Q18, b = g ou encore
[log, (m)]

b(1) =1 et pour tout m > 2, b(m) = Z wkDy(m

Soit m > 2.
n n [log, (m)] n [log, (n)]
> bmy= Y wD(m) | = 3 [ ) wrDi(m) | (car, pour k > [log,(m) ], Di(m) =0)
m=2 m=2 k=1 m=2 k=1
[log, (n)] [log, (n)]
= w <Z Dk(m)> = > wSSi(m)
k=1 k=1
D’aprés la question Q37, pour A # 1,
[log; (n)] [log; (n J
XA =A=1D"=A=-1"" Y WS (m) = Z — RISy (m).
k=1 k=1
[log, ()]
Ainsi, pour tout A # 1, xn(A) = (A —1)" — Z (A — 1% TS (m). Cette égalité reste vraie pour A = 1 car deux
k=1

polynémes qui coincident en une infinité de valeurs sont égaux.
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Q 42. Le résultat est faux quand n =2 car Hy = ( } } ) et donc x2 = X(X—2). Ensuite, H3 = 1 1 0 | puisen
1 0 1
développant suivant la premiére colonne,
X—1 -1 —1
x3=| -1 X=1 0 |[=X=1P-X-1)-X-1=X-1)(X-12%-2).

—1 0 X—1

Donc, 1 est valeur propre d’ordre 1 de H3. Puisque 3 — [log,(3)] =1 =3—1—1 =1, le résultat est vrai quand n = 3.
|log, (n)]
Dorénavant, 1 > 4. xn(A) = (A — )"~ ee2(MI=1Q (A) ot Qu(A) = (A — T)lles2 I+t — - { () — 1yllesz(nli~kg, ()
k=1
de sorte que Qn (1) = —S|10g, (n)) (M)

Pour k € N, k = |log;(n)] & k <log,(n) < k+1 & 2K <n < 251 Puisque n > 4, alors k > 2 puis 25 = (1 + 1)

k(k—1
1+k+%>k+2puis

—log;(n)|—T=n—k—1>1>0.

Ainsi, pour tout n > 3, n — [log,(n)] —1 > 0 et donc 1 est effectivement valeur propre de H,,. Ensuite, si k = |log,(n)],
alors 2 < 2 < n (car n > 4) et donc

—Qn(1) = ZDk Dy (2%) > 0,

car lentier 2% =2 x ... x 2 admet au moins une décomposition en produit de k facteurs supérieurs ou égaux a 2. Ainsi,
Qn(1) #0 et donc 1 est valeur propre de Hy, d’ordre n — |log,(n)| — 1 exactement.
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