SESSION 2016

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 2. FILIERE MP

Partie I - Suites et intégrales

I.A - Etude d’une intégrale & paramétres

+oo
I.LA - 1) Soit ¢ : [0,4+00[%x]0,+00] — R de sorte que pour tout réel x > 0, f(x) :J' D(x,t) dt.
1—cost
(x, t) =
e Pour chaque réel x € [0, +oo[, la fonction t +— ®(x,t) est continue par morceaux sur ]0, +ool;
e Pour chaque réel t €]0, 400, la fonction x — ®(x,t) est continue sur [0, +ool;

—xt

1 —cost
e Pour tout (x,t) € [0, +00[x]0, +oo[, |D(x,t)] < —a - @o(t). De plus, la fonction @¢ est continue par morceaux et
1 —cost 1
positive sur ]0, +oo[, prolongeable par continuité en 0 car 7 o et dominée par z en +oo. La fonction @g est
t—

donc intégrable sur ]0, +ool.

D’aprés le théoréme (d’existence et) de continuité des intégrales a parameétres,

f est définie et continue sur [0, +ool.

Soit a > 0. @ admet sur [a + oco[x]0, +oo[ des dérivées partielles d’ordre 1 et 2 par rapport & sa premiére variable x et
pour tout (x,t) € [a, +oo[x]0, +ool.

00 1—cost LRI
(%1 = —%e—xt et 5 (1) = —(1—costje ™.
Kk
e Pour k € {1,2} et x € [a, 400, la fonction t W(X’t) est continue par morceaux sur ]0, 400l ;
okD
e Pour k € {1,2} et t €]0, +o0l, la fonction x W(X’t) est continue sur [a, 4ool;
00 1—cost 92D
e Pourk € {1,2} et (x,1) € [0, +oo[x]0, 00l | ==(x,1)| < %e—at — o1 (t) et W(x,t)‘ < (1—cost)e 9t = @a(t).

De plus, les fonctions @1 et @2 sont continues par morceaux et positives sur ]0, +oo[, prolongeable par continuité en O

(par 0), et négligeables devant o +00. Les fonctions @1 et @2 sont donc intégrables sur ]0, +ool.

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres (théoréme de LEIBNIZ), f est de classe C? sur [a,+oo[ et
ses dérivées successives s’obtiennent par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai pour tout a > 0,

+o0o
Xt dt et £ (x) :J (1 —cost)e ™' dt.
0

+oo 1— t
f est de classe C2 sur J0, +ool et pour tout x > 0, f'(x) = —J o8t

0 t2

1 —cost 1
I.A - 2) La fonction u : t+— Tb est continue sur ]0, +oo[ et admet des limites réelles en 0 et +o00 (& savoir 3 et 0).

On en déduit que cette fonction est bornée sur ]0, +oo[. Soit M un majorant de cette fonction sur ]0, +ool. Pour x > 0,

+o0o “+o00
1 —cost M
fx) = | @ —SBfextgra M| e Xtdt= .
t2 X
0 0
) ) M L. ) R . 1 —cost .
Puisque lim — =0, on en déduit que lim f(x) = 0. De méme, La fonction u : t+— ———— est bornée sur ]0, +oo[
Xx—+00 X X——+00 t

et par un travail analogue, lim f'(x) =0.
X—+00
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lim f(x)= lim f'(x)=0.

X—+00 X—+00

+oo
I.A - 3) Soit x > 0. f"(x) :J'

+oo 1 +oo
e Xt dt —J coste ' dt = — —J' coste *' dt puis
0

0 X 0

oo +oo . el—x+i)t +oo
J coste ' dt = Re J el dt) =Re [7}
0 0 —X +1 0

1 e(*XJri)t
_Re< 4 lim 7)
X—1 to+oo —X+1

1 el—x+i)t e—xt
=Re - ) (car x > 0 et donc —| = = — 0
x—1i —x+1i | —x 4+ 1i] x—=+00
x+1i X
_R —
¢ x2+1) x2 +1
Finalement,
1 X
Vx >0, f(x) = — —
x () x  x2+1

1
Par suite, il existe C € R tel que pour tout x > 0, f'(x) =Inx — 7 In (Xz + 1) + C. Quand x tend vers +oo,

L 1 !
lnx—zln(x +1) zlnx—lnx—zln <1 +X—2) =o(1),

et donc quand x tend vers 400, on obtient C = 0 (d’aprés la question précédente).

Vx > 0, f’(x)zlnx—%ln(xz—i-]).

I.A - 4) Une intégration par parties fournit

1 X x? X x2+1-1 X
len(xz+]):§1n(xz+1)—Jm dxziln(xz—}—])—JW dxzzln(xz—l—])—x—}—ArCtanx—l—?\

Donc, de nouveau, il existe A € R tel que pour tout x > 0,
f(x) =xInx —x — gln (x* +1) +x — Arctanx +A = xInx — gln (x* +1) — Arctanx + A.

1 1
Quand x tend vers 400, xInx — gln (x2 + 1) =xIn (1 + x_z) ~ s et donc xInx — gln (x2 + 1) tend vers 0. Quand x

s
tend vers +o00, on obtient donc -3 + A =0 et donc

Vx > 0, f(x) :xlnx—%ln (xz + 1) — Arctanx + g

T
Enfin, f est continue en 0 et donc f(0) = lin}) f(x) = 5 d’aprés un théoréme de croissances comparées.
X—
x>0

+oo _
J T —cost COStdt:f(O):;

0 t2

du
I.A - 5) L’égalité est vraie quand s = 0. Soit s > 0. En posant u = st et donc dt = —, on obtient
s

u =

J“"’]—cos(st) dt_f““’]—cosu du_SJ'+°°1—cosu d s

0 t2 o u?/s? s

N

0 u?
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2 (1 — t
et donc [s| =s = —J' 7025(8 ) dt. Sis <0,
7o t
2 (T*° 1 —cos(st 2 (T2 11— —st
_J Cigsﬁdt:_J Tocosl=st) 4o = s =,
T Jo t T Jo t
Finalement,
2 (1 — t
Vs € R, —J T coslst) gy — .
7)o t
I.B - Etude d’une suite d’intégrales
) . 1 — (cost)™ i .
I.B - 1) Soit n € N*. La fonction t — — est continue et positive sur ]0, +ool.
2 A\
1—11——= t
1 — (cost)™ ( 2+0( )> n+ (1).D la foncti tH]—(cost)“ 1 tinuite
= = = . Donc, la fonctio ———— se prolonge par co ée
2 o 5 o3 To nc, nction 2 se prolonge par continuité en

0 et en particulier, est intégrable sur un voisinage de 0.

1—(cost)™ 1 1 —(cost)™
# = O = |. Dong, la fonction t — # est intégrable sur un voisinage de +oo.
t2 t—+o0 t2 12
. . 1— (cost)™ . e
Finalement, la fonction t — — 2 est intégrable sur ]0, +oo[ et on en déduit 'existence de u,,.

Soit n € N*.

dt >0

00 cos?™ ¢ (1 — cos? t)
Un42 —Un = 2
0 t

(intégrale d’une fonction continue, positive et non nulle). Donc,

la suite (Uzn ), - est strictement croissante.

1 —cost t
LB -2) w —J t(zzos dt =f(0) = g Puis, en posant x = 3
0
t
2sin? | =
too <5 (2) o0 2sin? x o0 sin? x ] —cos?x
u = —dt = ——5— 2dx = 5— dx = ——— dx =uy.
0 t 0 4X 0 X 0 X
T
wu :uz—z.

I.C - Calcul d’un équivalent de u,

/2 /2 1 1 1
I.C - 1) Soit n € N*. En posant t = ?u et donc dt = Hm du= \/T_nﬁ du, on obtient

S (67 IR T () )

““:Jo 2u Van Vi ‘zﬁL Wit

n

du.

I.C - 2) Soit (n,u) € N*x]0, 1]. On sait que pour tout réel x, |sinx| < [x], et donc

‘1 — (cos (\/M)) ‘ = ‘1 — cos 2u/n)‘ ’1 + cos Zu/n) .+ (cos (\/2u7))n*1
<n (1 — cos (\/M)) = 2nsin? ( u/Zn)
<o (V) =
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()

I.C - 3) Pour n € N*, soit g, la fonction définie par : Yu > 0, gn(u) = de sorte que Yn € N*|

uyu

—+00
v, = J gn(u) du.
0

e Chaque fonction gn, n € N* est continue par morceaux sur ]0, 4+o00[;
e Soit u > 0.

1— <COS (1 / 2_‘LL>> —1— eﬂln(cos( ZT“)) _ 1— enln(]—%ﬂ—o(%)) — 1—e v + 0(])
n n—-+oo n—-+oo

]_—u

uyu

et donc la suite de fonctions (gn), cy. converge simplement sur ]0, +oo[ vers la fonction g : u

. De plus, la

fonction g est continue par morceaux sur ]0, +o0l.
e Pour tout (n,u) € N*x]0, +oo[, d’aprés la question précédente,

uw/uy/usiu €0, 1] [ 1/y/usiu€)0,1] B
lgn (W)l < { 2/uy/wsiu €]1, +ool _{ 2/uy/usiu €]l,+oo[ @ (u).

1
La fonction ¢ est continue par morceaux sur 0, 4oo[, intégrable sur un voisinage de 0 (car 7 < 1) et sur un voisinage de

+oo (car ; > 1). Donc, la fonction ¢ est intégrable sur ]0, +ool.

D’aprés le théoréme de convergence dominée, la suite (vn), cy- converge, la fonction g est intégrable sur ]0, +oco[ et enfin

) +o0 +oo 1—e ¢
ngI—ir—loo Vi = L g(u) du= L i du.

1
I.C - 4) Soient € et A deux réels tels que 0 < ¢ < A. Les deux fonctions u+— 1 —e % et u+ —= sont de classe C' sur

N

le segment [¢, A]. On peut donc effectuer une intégration par parties qui fournit :

JAidu:[i]_eur\—FlJAi]_eudu

. VA il T2) A
T—e™™ 1—e® 1(M1—e™
TTVA +EL WL

—A 1—e ¢

tend vers 0 et d’autre part,

1—
Quand A tend vers +o0,

VA

tend vers 0 quand

¢ tend vers 0.

Quand A tend vers +oo et € tend vers 0, on obtient

+oo-|_e—u “+00 e—u \/_
lzJ' 7du=2J' — du =2y/m.
VAT

0 u/u
vn VA, T g

On en déduit que up, = ——=v ~

22 n—too 22 2

Partie II - Autour du pile ou face

II.A - Etude de E (|Sn|)

1 1

II.A - 1) Pour k € [1,n], E(Xx) = 775 0 puis

2
V(X)) =E(X2) — (E(Xk))? =

http ://www.maths-france.fr 4 © Jean-Louis Rouget, 2016. Tous droits réservés.



n
Par linéarité de I'espérance, E (Sy) = Z E (Xix) = 0 puis, les variables X1, ..., X étant mutuellement indépendantes et

k=1
en particulier deux & deux indépendantes,

V(Sn) =) V(X)=n

k=1

YneN E(S,)=0et V(Sy)=n.

II.A - 2) Par linéarité de lespérance, E(cos(S + T)) = E(cos(S) cos(T)) — E(sin(S) sin(T)). Puisque les variables S et T
sont indépendantes, il en est de méme des variables cos(S) et cos(T) et des variables sin(S) et sin(T) d’aprés le lemme des
coalitions. Donc,

E(cos(S+ T)) = E(cos(S))E(cos(T)) — E(sin(S))E(sin(T)).

Puisque T et —T ont méme lois, les variables sin(T) et sin(—T) ont méme espérance. Donc,

—E(sin(T)) = E(—sin(T)) = E(sin(—T)) = E(sin(T)),
et finalement, E(sin(T)) = 0. Il reste

E(cos(S+ T)) = E(cos(S))E(cos(T)).

II.A - 3) L’égalité est immediate si t = 0.

Soit t € R*. Montrons par récurrence que Yn € N*, @, (t) = (cost)™.

e D’aprés le théoréme de transfert, @1(t) = E (cos (Xit)) = 7 cost+ 5 cos(—t) = cost. La formule est donc vraie quand

n=1.

e Soit m > 1. Supposons que @, (t) = (cost)™. D’aprés le lemme des coalitions, les variables X1t et S,,t sont
indépendantes et donc d’autre part, les variables tXn 1 et —tXn41 ont méme lois : P(tX,, =t) = P(Xn =1) = P(Xy, =
—1) = P(—tX;, = t) et de méme P(tX;, = —t) = P(X;, = —1) = P(X,, = 1) = P(—tX,, = —t). Donc,

E (cos (Sn+1T)) = E(cos (Snt + Xn41t))
=E (cos (Snt)) E (cos (Xna1t)) (d’apreés la question précédente)
= (cost)™ X cost (par hypothése de récurrence)

= (cost)™*1,

On a montré par récurrence que

vn e N VteR, pn(t) = (cost)™.

II.A - 4) Soit n € N*. D’aprés le théoréme de transfert,

E(Sa)= D> IsIP(Sn=35)

SESH (Q)
2 [t 11— t
= Z (—J' 07025(8) dt) P(S, =s) (d’aprés 1.A.5)
7)o t
SESH (Q)
D> (1 —cos(st))P(Sp =s) > PSp=s)— )  cos(st)P(Sp=5)
2 [T sesa (@) 2 [T sesn(Q) SESH(Q)
== < dt = = < dt
7)o t 7 Jo t
2 (" 1—E(cos
_2 (cos (Snt)) dt
7 Jo t2
2 [t 11— t)"
=— w dt (d’aprés I1.A.3)
7)o t
2
= —Up
7T
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2
vneN* E(Sh]) = %un.

1
IT.A - 5) E([Sans2l) = 2ni2 Z ler + ...+ €2nt2l.
(e1,eer€2n42)E{—1,1}20+2
Puisque 2n+1 est impair, €1 +...+ €211 7# 0 et donc, ou bien €7 +...4+€2n41 > 1 ou bien €7 +...4+€n+1 < —1. Dong,

1
E(ISan2l) = 32ni2 Z ler + ...+ €nt2
(€1yemy€2ny2)E{—T1,1}2n+2
1
= Jnt2 Z ler + ...+ eanp2l + Z leq 4+ ...+ €any2
(€15-ey€2n42)E{—T,1}2" 12 (15 €2n42)E(—T,1120H2
e1+...+€eani1 21 E1+.teonp1 <—1
1
= 72n+2 Z (1 +...+€ems2) — Z (e1+...+€ns2)
(€1yemms€any2)E{—1,1127F2 (€1yemms€2ns2)€{—1,1127F2
e1+...+€eani1 21 e1+...Feanyp1<—1
1
= 52mt2z * 2 Z (e1+...+ €ant2)
(€15emms€any2)€{—1,1177F2

e1t...tean 121

1
= Z (e1+. ..+ emr + 1)+ Z (e1+...+ e —1)
(€1,.. €2n41)E{—1,1}2"H! (E1y-es€ang1)E{—1,1}2"H]
g1+ +€anp1 21 e1+.cteani1 21
1 1
= 22n+1 x 2 Z (14 ...+ €mp1) = 21 Z le7 + ...+ €2n1
(gly---152n+l)6{71y1}2n+1 (51\---y£2n+1)6{_]\]}2“+]

E14...+eanp1 21

=E([Sans1l) .
. m T
On en déduit que uzni1 = ZE (IS2ns1l) = EE (IS2n+2l) = uzny2.

II.B - Etude de %

4
n

IL.B - 1) Soit n € N*. §% = <Z Xk> . En développant, on obtient une somme de n* termes.
k=1

1
e les n termes du type Xﬁ d’espérance 5 x 14+ 5 x (=14 =1;

e les termes du type Xin, k # 1, d’espérance E (Xi) E (X1) =0 (les variables Xi et Xy sont indépendantes d’aprés le
lemme des coalitions) ;

e les termes du type X2X?, k < 1, d’espérance E (XZ) E (X%) =1;

le nombre de ces termes est le nombre de choix de 2 parenthéses parmi les 4 (dans lesquelles on prend Xy) a savoir

e

e les termes du type XjZXkXL, j, k 1 deux a deux distincts, d’espérance nulle;
e les termes du type XiX;XkXy, 1, j, k 1 deux a deux distincts, d’espérance nulle.

Par linéarité de ’espérance

E(Sn) =2 146 ) 1—n+6<;) =n+3n(n—1)=3n*—2n.
k=1

1<k<1l<n

vn € N*, E (S7) =3n? —2n.
II.B - 2) Soit n € N*. La variable U, est positive. L’inégalité de MARKOV s’écrit
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o (U b <E(Un):\/ﬁE(Sfl):\/ﬁ(3n2—2n)<\/ﬁ(3n2): 3
" ym) T 1/yn n4 n4 R n3/2’
v N* PlU, > 1 < 3
ne N, n/ﬁ S 7

1

1
II.B - 3) 2, = U (Uk > —) Puisque chaque événement (Uk > ﬁ

k>n \/E

dénombrable, Z,, € A. Ensuite,

) est dans A et que A est stable par réunion

+oo +o00
1 3
0<P(Zn)<§ P<Uk>—><§ 32"
/2
k=n ﬁ k=n k
+o0 3 +oo 3
g w32 est le reste a Pordre n — 1 d’une série convergente (car 5 > 1) et donc nng g ey 0. On en déduit que
k=n k=n
lim P(Z,)=0.
n—+oo

II.B - 4) Z est une intersection dénombrable d’¢léments de A et donc un élément de A. Puisque pour tout n € N*,
Zni1 C 2, on sait que

P(Z)= lim P(Z,.)=0.

n—-+4oo

Z est donc un événement négligeable.

Soit w ¢ Z. Donc, il existe n € N* tel que w ¢ Z,. Par définition de Z,,, pour tout k > n, |——

en particulier,

On en déduit que Sn(w) — 0.
n n—-+oo

Partie III - D’autres sommes aléatotires

III.A - Etude de E (|T,))

IIT.A - 1) Soient x et y deux réels tels que y > 0.
Six >0, x+yl+Ix—yl=x+y+x—y|l=2Max(x,y) et six <0, [x+y|l+x—yl=|—x—y|+|—x+y| = 2Max(—x,y).
Donc, dans tous les cas, |x + y| + [x —y| = 2Max(|x|, y).

Soit n € N*.
1
E(Thil) = 57 > lerar ...+ enpranil
(e15ms€npr JE(=T, 1} H]
1
= Jni Z (lerar +...+enan+anpil+lerar +... Fenan — any1l)
(e1,--nen)e{=T,1}"
1
= Z Max (le1a; + ...+ enanl, ani1)
(e1seyen)e{=1,10"
1
> o > lerar +... 4+ enanl = E(ITal).
(e15..en)e{=T,1}"
Donc,

la suite (E (|Tnl)),cn- est croissante.
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+oo
IIT.A - 2) Posons X = Z aTZ1 < 400. D’aprés 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, pour n € N*

n=1

mn 2 n
<Z aiX-l> =E Z aiZXiz + Z a;a; XiX;
i=1

i=1 i
n
= Z af (X%) + Z aiq;E (X{) E(X;) (car les X; sont deux a deux indépendantes)
i=1 i
n
i=1
<z

Ainsi, la suite (E (|Tn|)),cn- est croissante et majorée par VZ et donc la suite (E (ITal)) pen+ converge.

III.A - 3) Soit n € N*. Avec la méme démarche qu’a la question III.A.1),

1
E(Taatl) = 5 > Max (le2az + ... + ent1ans1l, @)
(e2yer€n1)e{-T1,1}"
Or, pour tout tout n-uplet (e2,...,eny1) € {1, 1},
n+1
lexaz + ...+ enqp1angrl < Z ax < aq
k=2
et donc
1
E (‘Tn—o—]‘) = Z_n Z a; =aj.

(e25eeseny1)E{—=T,1}™
Ceci montre que, pour n > 2, si a; > az +...+ an, alors E(|Ty|) = a1 = E ([Tq]).

ITI.B - Application a une suite d’intégrales

1
II1.B - 1) Pour k € N*, posons ay = T Soit n € N*. D’aprés le théoréme de transfert,
E(Ta)= ) P(Th=1)
ueTy (Q)
2 (T 1— t
= Y (-J % dt> P(Tn = u) (d’aprés LA.5)
o t
ueTn (Q)
(1 — cos(ut))P(T,, =u) Z P(T, =u) — Z cos(ut)P(Tn = u)
2 J*O" ueT, (Q) 2 J*"" UET, (Q) UET,L(Q)
T Jo -tZ T Jo tZ
B EJ’L“’ 1 —E (cos (Tat)) dt — EJ+°° 1T—E(cos(ta1 Xy +...+tanXn)) dt
o), t2 o, t2 ‘
Les variables Xy, ..., X;; sont mutuellement indépendantes et il est de méme des variables a1 Xy, ..., anXy,. De plus, pour

k € [1,n], les variables a Xy et —ai Xk ont mémes lois. D’aprés I1.A.2) et par récurrence, E (cos (ta1 X7 + ...+ tanXyn)) =
E (cos (taiXi))...E(cos (tanXy)) puis

2 [T 1 —E(cos(ta;X1))...E (cos (tanXn
£ =2 | costarX) .. e tanXe)
0
1_ (t) t t
2 (T 1 —cos(ta)...cos(tan) 2 (T R A Y A
-z 5 dt== > dt
7)o t 7)o t
2
—%]n-
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2
vne N E(|T,]) = %]n.

Ceci montre au passage l'existence de chaque J,,. De plus, la suite (Jn),cy- est croissante d’aprés II1.A.1) et convergente

d’aprés I11.A.2) car la série de terme général a2 = converge.

(2n—1)2

1T 1 1T 1 1 1
II1.B - 2) a1—(a2+a3+a4+a5+a6+a7):1—(§+g+?+§+ﬁ+ﬁ) =0,04...> 0. Donc, E(|T7]) = E(|T1])

puis, la suite (E (|T,|)) étant croissante, Yn € [1,7], E(|Tal) = E(|T1|) et finalement

neN*
T
vne[l,7], Jn=T1 = 5
n
a;—(az+as+as+as+ag+ays+ag)=—0,02... <0 puis pour n > 8, a; < Zak.
k=2
Soit n > 7. On reprend le calcul de la question III.A.1).
1
E(Taatl) = 5 > Max (lerar + ...+ enanl, an1)
(e1y.msen)e{—1,1}"
1
> 5 > le1ar + ...+ enanl = E(ITal).
(e1,een)€{=1,1}m
L’inégalité écrite est une égalité si et seulement si V (€1,...,en) € {—=1,1}™, le1a1 + ...+ enan| = ani1.

ePourn=7,onaa;—(a+a3+as+as+asg+ay) >0et doncla;—(az+az3+as+as+ag+a7)—ag =a; —
(az + a3 +ag +as+ ag+ay +ag) < 0. Donc, pour (e1,...,¢7) = (1,—1,...,—1), on a |e1a; +...+ e¢7a7| < ag. Ceci
montre que E (|Ts|) > E(|T7|) puis que Jg > J7.

Inachevé.

La suite (]n)n>7 est strictement croissante.
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