SESSION 2008

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES II. FILIERE PC

Question préliminaire

Puisque det(M) = e # 0, M est inversible. De plus,

a b d —-b\ [ ad—bc 0 — el
c d - a J 0 ad—be ) =%

. 1 a b 1 d —-b\
Pu1squee;£0,onendedu1tque(C d>xg(—c a >—13 et donc que

1 d -b
-1 _ !
M _e<c a)'

Partie I - Récurrences linéaires

I.A - Récurrences linéaires d’ordre 2
I.A.1) Soit n € N.

X Xn+1 ) Xn41 _( O 1 Xxn \_( O 1 X
T k2 )T U —aoxn —arxnsr )T\ —a0 —aq Xne1 )\ —ao —a ™

X 0 1
Ve N, Xni1 =AXn odt A = ( Cas —a )

I.A.2) xa = X? — Tr(A)X +det(A) = X? + a1 X + ap et donc

VA€ C, A€ Sp(A) & A2+ ajA+ap =0.

1.A.3) a) Posons Q = ( )Z( g >, (x,y) € C2.
B 0 1 x y\ [ x vy Ao O
AQ_QD<:><—(10 —a1><z t)_<z t)(O ?\2>
z=A1X z=MANX
t=2Ay t=M\y z=Mx
A —QoXx—ajz=Mz & (M 4+ a1A +ao)x=0 = t=MAuy
—aoy —art =Azt (A3 +aiAz +ao)y=0

Les matrices Q telles que AQ = QD sont les matrices de la forme ( 7\Xx ?\yy ) Le déterminant d’une telle matrice
1 2

est xy(Az — Aq). Puisque A7 — Az # 0, ce déterminant est nul si et seulement si xy = 0. Par suite, Q est inversible si et
seulement si x # 0 et y # 0.

Les matrices Q € 4.2, (C) telles que AQ = QD sont les matrices de la forme ( }\XX }\yy ), (x,y) € (C*)2.
1 2
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b) Soit n € N. Ona A = QDQ " et donc A™ = QD"Q .

Vn €N, A" = Q x diag(AT,A}) x Q.

I.A.4) a) On sait que 2A = Tr(A) = —a; et A2 = det(A) = ao. Donc

a; = =2\ et ag = A2. I

b) Posons Q = ( x 1‘: >, (x,y) € C2.

z
B 0 1 X y\_ [(x vy A
re-are (g ) (2 1)=(21)(03)
z=Ax z=Ax
t=x+Ay t=x+Ay
< —aoX — a1z = Az < AN +aA+ap)x=0
—aoy —ait =z + At aoy + ar(x +Ay) +Ax +A(x+Ay) =0
z=Ax
t=x+Ay z=Ax
) 22242 =0 ‘:*{tzxﬂ\y

A2 =202 + A2y + (=2  + A+ A

Jx=0
Les matrices Q telles que AQ = QT sont les matrices de la forme ( ?z; N -itJ?\y ) Le déterminant d’une telle matrice

est x2. Donc Q est inversible si et seulement si x # 0.

Les matrices Q € 4.2, (C) telles que AQ = QT sont les matrices de la forme ( 7\Xx N —E?\y ); (x,y) € (C* x C).

10

En particulier, pour Q = < N

), ona Q 'AQ =T et donc A est semblable & T.

c) Soit n € N. On a T = Al; + Eq . Déja, on a E%yz = 0 et donc Vk > 2, Ef, = 0. Comme les matrices Al et Ej ,
commutent, la formule du binéme de NEWTON permet d’écrire

T" = A" +nA™ TE ) = (

A nAnT!
o )

Mais alors

n n—1
VneN,A“—Q(AO “7;\11 >Q‘.

I.A.5) e Si A admet deux valeurs propres distinctes, A est semblable & une matrice diagonale d’aprés la question 1.A.3).
Dans ce cas, A est diagonalisable.

e Si A admet une valeur propre double, d’aprés la question I.A.4), A est semblable a la matrice T. T admet A pour valeur
propre double. Cependant, rg(T —Alz) = 1 # 0 ou encore dim(Ker(T — Aly) = 1 # 2. La dimension du sous-espace propre

associé a A n’est donc pas 'ordre de multiplicité de A ce qui montre que T n’est pas diagonalisable. Il en est de méme de
A.

I.A.6) Deux exemples numériques
a) Exemple 1 Ici, ap = 2, a1 = —3 puis A = ( —02 ;) ) Les valeurs propres de A sont les racines de 1’équation
z> —3z+ 2 =0. On peut donc prendre A7 =1 et A, =2 et on est dans la situation de la question I.A.3). On peut choisir

Q_(} ;)etOHaA_Qxdiag(LZ)xQ—] puis pour n € N,
_ AT o 11 1 0 2 —1 X0 B 1 omn 2 1 X0
Xn—AX0—<]2)(O 2“)(—] 1><x])_<]2n+1><_] ]><X1>

(2= 21 xo \ (2—2M)%0 + (2™ — 1)x3
- 2 _n+l  on+l g X1 - (272n+1)X0+(2n+1 71)X] :
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En particulier,

vneN, xn =(2—-2")xg + (2™ — 1)x;.

b) Exemple 2 Ici, ap = 4, a;j = —4 puis A = ( _04 411 ) Les valeurs propres de A sont les racines de 1’équation
2> —4z+4 = 0. A admet donc une valeur propre double & savoir A = 2 et on est dans la situation de la question I.A.4).

Onpeutchoisier(l ?)etonaAzQx(é ;)XQ_] puis pour n € N,

Comw [T 0N [ 2 m2n 1T 0\ /x \_ [ 20 mn2n! 1 0)/( x
x=wo= (5 ) (% "0 (R )0 )= Wt ) (9 (5

o —(n—=12" a2 xo \ [ —(m—1)2"x +n2" " Tx,
- —n2™T (4 1)2n x1 )\ —n2™xo+n+1)2"%

En particulier,

VneN, xn =—(n—1)2"xo +n2"Tx;.

I.B - Vers un ordre supérieur a petits pas

1.B.1) En développant suivant la derniére ligne, on obtient

—X 1 0
xa=| 0 =X 1 =—(az + X)X? + ar(—X) —ap = —(X3 + a2 X? + a1 X + ao).
—Qap —a; —az —X

Xxa = —P.

I.B.2) Soient (x,y) € (S(C))? et («, B) € C2. Pour tout entier naturel n,

oaxn + Byn Xn Yn
O(ox + Pyl = X1 + BYn+1 =& | Xn+1 + B Yn+1 = (x®(x) + BDP(Y))n,
oaxXn+2 + BYns2 Xn+2 Yn+2

et donc @ (ox + PBy) = a®@(x) + pD(y). De plus, pour x € S(C),

Ox)=0=>VeEN, Xy =Xnt1 =%Xn12=0=>VneN, x, =0=x=0.

O est linéaire et injective. I

1 0

Soit Y I'élément de S(C3) tel que Y7 = | 0 | et ¥vn € N\ {1}, Yo = | 0 |. La premiére composante de Y7 n’est pas la
0 0

deuxiéme composante de Yy et donc Vx € S(C), @(x) # Y. Y n’a pas d’antécédent par @ et donc

® n’est pas surjective. I

1.B.3) a) Soit x € Rp. Pour tout n € N,

Xn+1 Xn+1 0 1 0 Xn
Xns1 =\ Xns2 | = Xn+2 = 0 0 1 Xnt1 | =AXq.
Xn+3 —AoXn — A1 Xn41 — A2Xn42 —ap —a; —a Xn+2

Mais alors, Yn € N, X;; = A™Xp.

b) Soit X € S(C?3) telle que ¥n € N, X™ = A™X. Soit x I’élément de S(C) tel que ¥n € N, x,, est la premiére composante
de X;,. On a déja @(x) = X. De plus, pour tout n € N, on a X1 = AX;, et en particulier X, 13 = —a2Xn42—a1Xn+1—Q0Xn -
Par suite, x € Rp et donc X € O(Rp).

VX € S(C3), (X € D(Rp) & Vn €N, Xn =A™Xo.
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1.B.4) D’aprés la question précédente, ®(Rp) est 'ensemble des (A™Xo)nen, Xo € M3,1(C).
Soit X € ®(Rp). Pour tout entier naturel n,

Xn =A"Xo = A™(xpeq +x7€e2 +x2e3) = xoAme1 + x1A"e; + x2A™(e3).
Ainsi, ®(Rp) est 'ensemble des xo (A™eq), .y +x1 (A™e2), o+ (ATe3), cnpy (X0,%1,%2) € R c’est-a-dire 'espace engendré
par les suites (A™e1)nen, (A™e2)nen et (A™es)nen.

D’aprés la question 1.B.2), @ est injective et donc @ réalise un isomorphisme de Rp sur ®(Rp). En particulier, dim(Rp) =
dim(®(Rp)) = dim(Vect((A™e1)nen, (A™e2)nen, (A™es)nen). Vérifions alors que cette famille est une famille libre de
D(Rp).

Soit (xo,x71,%2) € C3.

Xo(AMer)nen + X1 (AT €2 )nen + X2(ATe3)nen =0 = Vn € N, AT (xper +x1€2 +x2e3) =0

= A%(x0e1 +x1€2 +x2€3) =0 = x0 =x1 = X2 =0,

car la famille (e, ez, e3) est libre. On a montré que la famille ((A™eq )nen, (A™€2)nen, (A™e3)nen) est libre.

On en déduit que dim(Rp) = dim(Vect((A™e1)nen, (A™e2)nen, (A™e3)nen) = 3.

I.C - Des exemples (quasi) numériques

o 1 0

1.C.1) Exemple 1 a) A = (1) 03 1 puis d’aprés la question 1.B.1),
-~ 2
2 2

XAZ—PZ—(X—U(XZ—X+%) ——(x—1) (x_];i> (XJ;)

Mais alors A admet trois valeurs propres simples et donc

A est diagonalisable. I

1 1
b) Prenons Xo = 0 |.0naX; =AXy = (]) puis X2 = % puis X3 = 1 puis Xy = 4 puis
2 4
E 5 9
: 3 8 !
X5 = i puis Xg = 2 puis X7 = 1 . Il semblerait que la suite (X;,)nen converge vers le vecteur 1
8 1
9 ; %
8 1
c) det(Q) =1x (=1)+2x0=—1+#0. Donc Q est inversible. Ensuite, la formule Q' = det(Q)tcom(Q) fournit
1 -2 2
Q'l=| -1 2 =1
0 1 -1
Mais alors
1 -2 2 0 1.0 10 2 1 -2 2 [
Q'AQ=[ -1 2 =4 ? 03 1 111 )= 21 2 =1 } 01
0 1 -1 - —= 2 1 10 0 1T -1 1 = —=
2 2 2 2
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et finalement

1 0 O
1T 1
. 0 5 -
Q 'AQ = 2 2 |=T
1 1
© 37 32

1 0 O 1 0 O 1 0 0
o 1] s 1] :
d) Un calcul par blocs fournit T? = 2 2 5 3 |=]00 5 | puis
1
1 1 1 1 0 - 0
2 2/\°% 3 3 2
1 0 o0 1 (]) O1 1 O1 O]
1 - 22
T3=]0 ‘]) 3 03 2 1=|° 7 3
0 — 0 1 1 1 1
2 037 3 0 7 3
et enfin,
1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1
=% "7 3%z z2|=|°"3 ° [
1 1 1 1 1
O 7 3/\% 3 3 0 0 =3
1 0 0
1 P
| » () e |
Puisque T# est une matrice diagonale, pour p € N, on a T#? = 4 puis
1 P
0 0 (‘Z)
1 0 0 1 0 0 1 0 0
1\" 1 1\" 1 1\"
0 (—- 0 o L1 0 () (-2
T4+ = 4 2 2 | = 2\ 4 2\ 4
1\" 1 1 1 1\" 1 1\"
o 0 (—1) 037 3 0 z(‘z) z(—z)
puis
1 0 0
) Lo o 1 0 0
0 71 0 1 1 1\"
T+ = T4 x T2 = 4 00 —5 |-|° 0 2\ 4 :
o o (o )le (e
et enfin,
1 0 0 1 0 0 1 0 0
1\" 1 1\* 1 1\"
0 (—- 0 o 1 1 0 —— (-2 (-2
T4P+3 — T4P « T3 = 4 4 4 | = 4 4 4 4
1\" 1 1 1 1\" 1 1\"
o 0 (‘z) 0 7 3 0 1(—1) ‘1(‘1)

e) Soit n € N. On a X;, = A™Xo = QT"Q'X,, et donc
Yo =Q 1 Xp = THQ "X = T,
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Or, les quatre suites (T*?)pen, (TP ,en, (TP F2) ey et (TP T3),cn convergent toutes vers la matrice

o o =
o O O
o O O

10 0 10 0
On en déduit que la suite (T™ ),y converge vers lamatrice | 0 0 O | puis que la suite (Y;,) convergevers | 0 0 0
0 00 0 0 0
Mais alors la suite (X ) = (QYy) converge vers
10 0 1 0 2 10 0 1 -2 2 X0
Ql 0 0 0 | ™e=[1 11 00 0 -1 2 -1 X1
0 0 0 110 0 0 0 o 1 =1 X2
1T 0 0 X0 — 2x1 + 2x2 X0 — 2x71 + 2x2
= 1T 0 0 —Xo + 2x1 — %2 =1 xo—2x14+2x2
1T 0 0 X7 — X2 X0 — 2x1 + 2x2

On en déduit aussi que

V(Xn)neny € Rp, (Xn)nen converge vers xo — 2x1 + 2x2.

1.C.2) Exemple 2 a)

XA == =2 +2X=1) = =(X=1)(X2 =X+ 1) = =(X = (X +j)(X +j?) = =(X = 1)(X + e™/3) (X + e 7/3).

b) Il existe donc une matrice inversible Q telle que A = Q x diag(1,e¥/3, e~ ¥/3) x Q1.

Soit alors (xn)nen € Rp. Pour n € N, on a X,, = A™X_Q x diag(1,e™"/3 e~"7/3) x Q7 'Xy. En ne considérant que
la premiére composante de la suite (Xn)nen, on voit que la suite (xn)nen €st une combinaison linéaire des trois suites
(Dnen, (6M7/3) ey et e 1V/3) oy et donc aussi des suites (1)nen, (cos(n7/3))nen et (sin(n7/3))nen. On en déduit que
Rp C Vect ((1)nen, (cos(nm/3))nen, sin(nm/3))nen). Mais dim(Rp) = 3 et finalement

Rp = Vect ((1nen, (cos(nmt/3))nen, sin(nm/3))nen).

En particulier, tout élément de Rp est 6-périodique.

1.C.3) Exemple 3
a) P=X3 — (A+2w)X? + (A2 + 2Au)X — Ap? et donc

0 1 0
A= 0 0 1

AZ A2 —2Ap A+ 2u

b) A admet pu pour valeur propre double. Mais

dim(Ker(A — ul3)) =3 —rg(A —ul3) =3 —rg(T—ul3) =3-2=1,

A—p 0 O
car T — I3 = 0 0 1 et car A — p # 0. Ainsi, la dimension du sous-espace propre associé a i n’est pas l'ordre
0 0 0

de multiplicité de pu et donc

A n’est pas diagonalisable. I

c) Soit n € N, on a diag(A, p, u) = AEq1 1 + pE2 2 + pnE;3 3 et donc diag(A, 1, u)Ez 3 = E; sdiag(A, u, p) = pE, 3. La formule
du binéme de NEWTON permet alors d’écrire

T = (diag(A, 1, 1) + Ez 3)™ = diag(A™, u™, u™) + ndiag A" ", p™ 1 w1y 3 = diag(A™, 1™, w™) + ™ o3

AT 0 0
— 0 Hn nun—l
0 0 pum
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Maintenant, avec les notations de la question I.C.1), si la suite (X;) converge (resp. converge vers 0) alors la suite
(Yn) = (Q7'X;) converge (resp. converge vers 0) et si la suite (Y,,) converge (resp. converge vers 0), la suite (X, ) = (QYy)
converge (resp. converge vers 0).

Ensuite, si la suite T" converge (resp. converge vers 0), alors pour tout Yo, la suite (Y ) = (T™Yy) converge (resp. converge
vers 0). Réciproquement, si pour tout Yy, la suite (Yn) = (T™Yy) converge (resp. converge vers 0), c’est en particulier le

1 0 0
cas quand Yy est I'un des trois vecteurs [ 0 |, 0 | et 1 |. On en déduit que les suites (A™), (u™) et (nu™—")
0 1 1

convergent (resp. convergent vers 0) et donc que la suite (T™) converge (resp. converge vers 0).

En résumé,
(VXo € C3, (Xy) converge (resp. converge vers 0))& (T™) converge (resp. converge vers 0).

Maintenant, (T™) converge (resp. converge vers 0) si et seulement si les trois suites (A™), (™) et (nu™~') convergent (resp.
convergent vers 0). Dans le premier cas, ceci équivaut a A €] —1,1] et w €] —1,1[ et dans le deuxiéme a (A, u) €] —1,1[2.

e (VX0 €C3 lim Xp=0)& Au el—1,172.

n— —+oo

e (VXp € C3, (Xn) converge) & (A, n) € —1,1]x] —1,1[.

Partie II - De la récurrence linéaire en général

II.A - Résultats d’existence et d’unicité des solutions

II.A.1) Xo = PoXp et si pour n > 0, X;, = P Xp alors Xp41 = AnXy, = AnPnuXo = Prny1Xo. Ceci montre par récurrence

que
vn e N, Xn = PrXo. I

II.A.2) La question II.A.1) montre qu’une solution de H, est nécessairement la suite (P a)nen et donc montre 'unicité
d’une solution de H,. Mais d’autre part la suite (P a)nen est solution de Hq ce qui montre 'existence d’une solution de
Ha-

I1.A.3) a) La suite nulle est solution de H et toute combinaison linéaire de solutions de H est encore solution de H. Donc

S est un sous-espace vectoriel de S(C¥).

b) ¥ est clairement une application linéaire. Ensuite, si a est un élément donné de C*, la question II.A.2) montre qu’il
existe un et un seul élément (Xp)nen de S tel que Y((Xn)nen) = a. ¥ est donc un isomorphisme. On en déduit que
dim(S) = dim(C¥) = k.

dim(S) = k.

c) Les k solutions considérées sont les antécédents des éléments de la base canonique de C* par I'isomorphisme . L’'image
réciproque d’une base par un isomorphisme est une base et donc ces k solutions constituent une base de S.

I1.B - Etude d’un exemple
1

— 0
II.B.1) Montrons par récurrence que ¥n € N, P,, = n+1
—h, 1
1
— 0
o| 071 _<(])?>_Po.
—ho 1
. — 0
e Soit n > 0. Supposons P, = | n+1 . Alors
—h, 1
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1
n+1 1 - 0 1
- 0 -0 -
Pn+1:AnPn: n+2 n+1 = n+2.| = n+2
—] ] —hn ] *h,n - n—H 1 _hn+‘| ]
Le résultat est démontré par récurrence.
1 X0
. 7 0 ) % nt
II.B.2) Soit n € N. Xy =P Xo=| N+ u =
~h, 1 0 —hnxo + Yo
X0
vneN, X, = n+1
—hnXo + Yo
L
I1.B.3) Ainsi, toute élément de S est une combinaison linéaire des deux suites n +— n+1 et n— ( (]) ) Puisque
—hn

S est de dimension 2, ces deux suites constituent une base de S.

11.B.4) On sait que lim hy = 400. Donc, (X )nen converge si et seulement si xo = 0.

li
n— 400
I1.C - Probléme avec condition initiale au temps ng

I1.C.1)
a) Puisque les matrices A, p € [0,no — 1], sont inversibles,
Soit p € N*.

Xnotp = Angip1Angip-2 - - AnsXno = Angip1Angip 2« AngAng_1 -+ Ao(Ang1 ... A0) " Xn, =
Pno+p(Pno)7]a-

De méme, pour p € [1,no],

a= Xno = An(,f]Anon .. 'Ano*PXno*P = AnO,]AnO,Z 1 ~Ano—pAno—p—] .. .Ao(Anofpf] .. .Ao)71Xn07p =
PTlo (Pﬂo—p)_ XTlo—'p

et donc Xny—p = Pny—p(Pn,) ' a. En résumé

vneN, X, =Py (Pn,) a.

b) La question précédente montre 'unicité d’une solution. Réciproquement, cette solution convient. Le systéme (Hn, . q)
admet une solution et une seule.

I1.C.2) a) Supposons Ay = 0. Alors, Vn € N*, P,, = 0 puis ¥n € N*, X;; = 0. Le systéme (H1 e, ) n’a donc pas de solution
et donc plus généralement le systéme (Hn,,a) peut ne pas avoir de solution.

b) Supposons Ay = 0. Prenons ng = 1 et a = 0. Toute suite X vérifiant Xy quelconque et ¥n € N*, X;, = 0 est solution
du systéme (Hn,,qa) et donc plus généralement le systéme (Hn,,qa) peut avoir strictement plus d’une solution.

I1.D - Equations avec second membre

I1.D.1) Existence, unicité et calcul pratique

a) La relation de récurrence et la condition initiale déterminent X;,, de maniére unique pour n > ngy. D’autre part, pour
N < ng, la relation de récurrence s’écrit X,, = A;;' (Xn+1—b) et de nouveau Xo, X1, ..., Xn,—1 existent et sont uniquement
déterminés.
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b) Algorithme en MAPLE.

X : =proc(a,n0,n)
local i;
X :=a;
if n>n0 then
for i=1 to n-n0-+1 do
X :=AixX+Dbi;
od;
else;
if n<n0 then
for i=1 to n0-n do
X :=AIA(-1)*(X-bi) ;
od;

I1.D.2) Soit p € N

Soit (1, x2,...,a) € C*. Supposons que & ZL + oczZ]Z3 +...+ ockZ‘g = 0. Alors, puisque (H) est un espace vectoriel,
la suite (o1 Z) + a2Z2 + ... 4+ 0 ZX ) nen est solution du systéme (Hy o). Mais d’aprés la question I1.C.1)b), ce systéme
admet une solution et une seule & savoir la suite nulle. On en déduit que o (Z) Jnen + ®2(Z2)nen + ... + 0 (ZX ) nen est
la suite nulle et donc que les a4, i € [1,k], sont tous nuls puisque la famille ((ZL)HGN, (Z2)nen, - - - (Z]ﬁ)neN) est libre.
On a montré que la famille (ZL,Z%, . ,Z];) est une famille libre de C* et donc une base de CK.

Vp € N, (Z]L,Z%,...,Zlg) est une base de C*.

I1.D.3) a) Soit (Yn)nen une suite quelconque de S(C*). Pour n € N donné, la famille (le, z2 ... ,ZL‘L) est une base de

CX. On en déduit que pour n € N donné, il existe des complexes c], ..., cX tels que

n
Yo = Z ezt =7, ) ... ek
i1

b) Puisque chaque Z!, est solution du systéme homogéne (H), pour chaque i et chaque n, on a ZL 41 = AnZb et donc
pour chaque n

n n
AnZn'Cn=) chAnZL =) chZi  =Zn1Ch.

i=1 i=1

On en déduit que

(Yn)nen solution de G &V €N, Yni1 =AnYn +bn S VNEN, Zn11Cnst = AnZnCn + bn
= Vn e Na Zn+1 Cn+1 = Zn+l Cn +bn S vn e N» Cn+l = Cn + Z-r_ll]b‘n'

II.E - Un exemple

1
II.E.1) D’aprés la question I1.B.3), on peut prendre : Vn € N, Z,, = | n+1
—h, 1
1 1 0 n+1 0
. _ . . -1 _ 1 _
Soit 1 € N. det(Zn) ot Z, est donc inversible et Z; (n+1) h, — ( (n+1)hy 1 ) On a alors
+2 0 ] !
n .
Z lbn= ( ) n+2 | = 1
n+2)h 1 —_—
( ) n+1 _hn nt 1
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Ainsi,

meN, Chp1 =Ch+

II.E.2) Mais alors, pour n € N*,

1 1 n
Con=|( 1 |+ 1 +o+ (1 +Co:(h )+Co,

n—1 1

n

ce qui reste vrai pour n = 0. Enfin, Cy = Zleo =1,Yy = Yy. Donc

VneN, Cp = ( }I‘i’;"o )
T

Mais alors, pour n € N,

1 0 X0 n n
Yn:ZnCn: n+1 (}11+XO )—( n+1 n+1 )
—h, 1 n Yo —hnxo +yo — (n—1)hy,

o, m_
yneN Y —< n+1 n+1 )

—hnxo +yo— (M —Tlh,
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