SESSION 2026

CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE (ENSI)

FILIERE PSI

EXERCICE 1

Un jeu de pile ou face
Préliminaires

Q1. La fonction f est de classe C* sur ] —1, 1[ en tant que fraction rationnelle définie sur | — 1, 1[. Montrons par récurrence

k!

que pour tout k € N, pour tout x €] — 1, 1[, f*(x) = ————.
(1T —x)k+T

e Le résultat est vrai quand k = 0.

k!
e Soit k > 0. Supposons que pour tout x €] — 1, 1[, f*¥)(x) = [ Alors, pour tout x €] —1,1],
1 _ — |
(k1) oy — (£(K) _ (=(=(k+1))  (k+1)!
f (X)—(f ) (x)_k'x (1—X)(k+1)+] - (1_X)(k+1)+1'
k!
On a montré par récurrence que pour tout k € N, pour tout x €] — 1, 1[, £ (x) = AR
+0o0
Q2. La fonction f est développable en série entiére sur | — 1, 1[ et pour tout x €] — 1,1[, f(x) = Z x™. Soit k € N*. On

n=0
sait que les dérivées successives de f sur ] — 1, 1] s’obtiennent par dérivation terme a terme. Donc, pour tout x €] — 1, 1],

k! i 0, 3
& my ) — (xk ™
(T—x)k+1 =) =) M=) T+ 3 )
n=0 n=k+1
+o0 " el TI' X
D M PR e S TR
N n=k+1 n- ’
>
= X .
— k!
= (n—k)!
. . 2 +w n! n_k k!
ce qui reste vrai quand k = 0. On a montré que pour tout k € N et tout x €] — 1,1, Z ( k)'x - (T—x)krT
n—kj! -X
n=k

Etude d’un jeu de Pile ou Face

Q3. On sait que X suit la loi géométrique de parameétre p :
X(Q) = N* puis pour tout n € N*, P(X =n) =p(1 —p)™'.
Q4. Soit n € N*. Si on sait que X = n, la variable aléatoire Y suit la loi binomiale de parameétres n et p :

n

( >pk(1 —p)mksik<n
pour tout k e N, P(Y =k[X =n) = k

Osik>n
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Q5. Soit k € N. (X = n)nen+ est un systéme complet d’événements. D’apreés la formule des probabilités totales,

+oo too
P(Y=Kk) =) PH{Y=Kn{X=n}) =) PX=n)P(Y=kX=n).

n=1 n=1

Q6.

n=1 n=1
+o0o
=Y pl-p)(1=p)*)"  =p(—p)x 1_“]_ 72 (car (1—p)* €l —1,1[)

Q7. Soit k € N*.

+oo too
P(Y=k) = Z P(X =n)P(Y =k X =n) = Z p(1—p)™" (E)pk(l —p)n K
n=1 n=k

k+1(1 _ k=1 +00 n—
_p(0-p) n! - (“_p)z) .

Kl Z T«
K+ k—1
= X (car (1 —p)° €] —1,1[ et d’aprés la question Q2.)
K - -p2)" b !
_ptta—p)et a—p)

(Zp—pz)kﬂ - (z_p)kﬂ ’
EXERCICE 2

Une caractérisation de la fonction Gamma

Existence : la fonction I' vérifie (S)

Q8. Soit x > 0. La fonction f : t— t*~ e~ est continue et positive sur ]0, 4+ool.

Etude en 0. f(t) =t* Te t o t*~1. Puisque x > —1, la fonction t — t*~ ! est intégrable sur un voisinage de 0 & droite.
t—

Il en est de méme de la fonction f.

1
Etude en +oo. t?f(t) = t**let = 0o(1) d’aprés un théoréme de croissances comparées. Donc, f(t) = o (—2)
t—+o00 t—+o0 t

1
Puisque 2 > 1, la fonction t — z est intégrable sur un voisinage de +oo et il en est de méme de la fonction f.

Finalement, la fonction f est intégrable sur ]0, +oo[ et donc I'(x) existe dans R. On a montré que la fonction I' est bien
définie sur ]0, +ool.

Soit x > 0. I'(x) est I'intégrale d’une fonction continue, positive et non nulle sur ]0, +oo[. Done, I'(x) > 0.

Q9. Soit x > 0. Les deux fonctions t — t* et t — —e ™t sont de classe C! sur 10, +00l[. Au vu de la convergence de chaque
terme, on peut effectuer une intégration par parties qui fournit :

+oo +oo +oo

Fx+1) = J tYe "t dt = [t* (—e*t)]goo —J T (—e ) dt = XJ t*Te t dt = xIM(x).
0 0 0

Q10. Soit x € [a,b]. Soit t €]0,1]. La fonction u — t* (exponentielle de base t) est décroissante sur [a,b] et donc

tx—le—t < tx—] < ta—] _ (p(t)

Soit t €)1, 4+o0[. La fonction 1 — t“ est croissante sur [a,b] et donc t* Te ™t <t~ Te ™t = @(t).
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On a montré que pour tout (x,t) € [a, b]x]0, +oo[, t* e t < @(t).
Q11. Soit k € {0, 1, 2}. La fonction {y est continue sur ]0, +ool.

Etude en 0. t'~ T (t) == t2]In(t)[* = o(1) d’aprés un théoréme de croissances comparées. Par suite,
t— t—

a . a . . . . .
P (t) = o (t_1+7). Puisque —1 + 3 > —1, on en déduit que le fonction Py est intégrable sur un voisinage de 0.
t—
Etude en +oo. t2y(t) = |[In(t)[*t*+ et = o (t®** e ) = o(1) d’aprés deux théorémes de croissances
t—+o0 t—+o0

1
comparées. Par suite, P (t) =0 (t_2> Ceci montre que la fonction 1y est intégrable sur un voisinage de +oco.
—+00

On a finalement montré que pour tout k € {0, 1,2}, la fonction Py est intégrable sur ]0, +ool.

+oo
Q12. Posons @ : [a,b]x]0,+oc0] — R de sorte que pour tout x € [a, b], I'(x) :J O(x,t) dt.
(x,1) . 0
e Pour tout x € [a, b], la fonction t — @ (x,t) est continue par morceaux et intégrable sur I d’aprés la question Q13..

e Pour tout t €]0, +ool, la fonction x — @ (x,t) est de classe C? sur [a,b] et de plus, pour tout (x,t) € [a, b]x]0, +ool,

00 920
—(x,t) =In(t)t* et et =—(x,t) = (In(t))?t* Te t.
ox ox2
k
Ensuite, pour tout k € {1,2}, pour tout x € [a, b], la fonction t W(X’ t) est continue par morceaux sur ]0, +ool.
o}
Ensuite, pour tout (x,t) € [a,b]x]0,+ool, W(X’t) = |In(t)*t* Te t < |In(t)|%@(t) = Py(t). La fonction P est

intégrable sur ]0,+oo[ et donc pour tout x € [a,b], la fonction t — a—(x,t) est intégrable sur ]0, +ool. De plus, pour
X
aZ

tout (x,t) € [a, b]x]0, +ool, 2

(x,t)| <2(t) on P2 est une fonction continue par morceaux, positive et intégrable sur

10, +oo0l.

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales & paramétre, la fonction I est de classe C? sur [a, b] et ses dérivées d’ordre
1 et 2 s’obtiennent par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai pour tout (a,b) € R> tel que 0 <a<1<b,ona
montré que la fonction I est de classe C2 sur 10, +o00[ et que

+oo +oo

In(t)t* Te t df et I (x) = J (In(t))>t*"Tet af.

Vx> 0, T(x) :J
0

0

Q13. e Soit (u,v) € (‘to”o([cx, [3]))2. La fonction uv est continue sur le segment [, B] et donc (u,v) existe dans R. Ceci

montre que (, ) est une application de (%0([% [5])2 dans R.
e Soit (1,v) € (¢°(Ix, B1))°.

Dong, (, ) est symétrique.

e Soient (u1,uz,v) € (¢°([«, [3]))3 et (A, ) € R2.

B B B

uq (t)v(t) dt + uJ wz (H)v(t) dt = A (uq,v) + w{uz, v).

04

(s -+ az,v) = [ O () + wua(0) () at =2 |

04 X

Dong, (, ) est linéaire par rapport a sa premiére variable puis bilinéaire par symétrie.

B
e Soit u € F°([x, B]). Par positivité de I'intégration, (u,u) = J (u(t))? dt > 0.
Dong, (, ) est positive. "
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e Soit u € €°([«, B]).

1
(uu) =0 = J (u(t))? dt =0

0
=Vt € [, B, (u(t))? =0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle)
=u=0.

Dong, (, ) est définie.

En résumé, (, ) est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive sur €° ([, B]) et donc (, ) est un produit scalaire

sur €°([o, B]).

Q14. Soit (e, B) € R? tel que 0 < & < B. D’aprés l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, pour tout x €]0, 400,

B 2 B 2
J ()t Tetdt] = t 27 e 2 xIn(t)t" 2 e 2 dt
X Jox
B, P
B B
= t*Te t dt J (In(t))?t* Te bt dt | .
Jox X

Quand « tend vers 0 et 3 tend vers +o0o, on obtient :

+o00 2 +oo +oo
Vx €10, o0, (J In(t)t* Te t dt) < (J txTet dt) (J (In(t))*t* Te t dt)

0 0 0

ou encore

vx >0, (IM(x))? < T(x)T"(x).
La fonction T est de classe C? et strictement positive sur ]0, +oo[ et donc la fonction g = In of est de classe CZ sur 10, +o0l.
I (x)
I'(x)

De plus, pour tout x > 0, g’(x) = puis

FeIr(x) = (M(x))*
(F(x)?
Ceci montre que la fonction g = In of est convexe sur ]0, +o0o[. D’autre part, pour tout x > 0, I'(x + 1) = xI'(x) et enfin,

“+oo
I = J e ' dt = 1. La fonction T vérifie donc (S).
0

g"(x) = > 0.

Unicité
Q15. Soit x > 0. Montrons par récurrence que pour tout n € N*, f(x +n) =x(x+1)... (x + n — 1)f(x).
e I'égalité est vraie quand n =1 car f vérifie (S).

e Soit n > 1. Supposons que f(x +n) =x(x+1)...(x + n—1)f(x).
Alors f(x +n+1) = (x+n)f(x+n) =x(x+1)...(x +n—1)(x + n)f(x).

Le résultat est démontré par récurrence.

En particulier, pour tout n € N*, f(n4+1) =1x 2 x ... x n x f(1) = n! (ce qui reste vrai quand n = 0)
n
puis g(n+1) = Zln(k).
k=1

Q16. Soit x > 0. Pour tout n € N, f(x+n+1) =x(x+1)...(x + n)f(x). En prenant le logarithme des deux membres de
cette égalité, on obtient

gx+n+1)=lnxx+1)... x +n)f(x)) =In(f(x)) + In(x(x+1)...(x+n)) = g(x) +In(x(x+ 1) ... (x +n)).
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9t —gn+1)
—(n+1)
10, +oo[\{n + 1}. En particulier, puisque x+n+1<n+2, T(x+n+1) < T(n+ 2), ce qui fournit

Q17. Soit x €]0,1] et n € N*. Puisque g est convexe sur ]0,+ool, la fonction T : t — est croissante sur

gx+n+1)—gn+1)
X
De méme, x+n+1>net donc T(x +n+1) > T(n) ce qui fournit

<gm+2)—gn+1).

gx+n+1)—gn+1) < gn)—gn+1)

=g(n+1)—g(n).

X T on—(n+1)
1) — 1
On a montré que : vx €10, 1], ¥n € N*, g(n+1) — g(n) < IXF ™+ i 9MFD o 2) gt 1),
n n—1
Q18. Soit x €]0,1]. Pour tout n > 2, g(n+1) —g(n) = Z In(k Z In(k n) (d’aprés la question Q15), ce qui
k=1 k

= =1
reste vrai pour n =1, et pour tout n > 1, g(n+2) —g(n+ 1) =In(n + 1). D’aprés les questions Q17 et Q14, pour tout
n>l,

xIn(n) < gx) +In(x(x+1)...(x+n)) —In(n!) < xln(n+ 1),

puis

1 n*n!
In(f(x)) —x1In <1 + H) <In <x(x+ 1)...(x+n)) < In(f(x))

et finalement, par croissance de la fonction exponentielle sur R,

1\~ n*n!
f(")<1+ﬁ> ST e ST

Les membres extrémes de cet encadrement convergent vers f(x). D’aprés le théoréme des gendarmes, la suite

n*n!
converge et lim =f(x).
no+oo x(x+1)...(x +n)

()
x(x+1)..(x+n) /) on-
Q19. Ainsi, si f vérifie (S), alors f est uniquement définie sur ]0, 1]. Puisque I' vérifie (S), on a donc pour tout x €]0, 1],
f(x) =T(x).

Q20. Soit x €]1,+ool. 1l existe n € N* tel que x €ln,n + 1] et donc x —n €]0, 1]. D’aprés la question Q15,

fx)=f(x—m)+n)=x—m)x—M—1)...x—Dfx—m)=x—n)(x—(M—1))...(x—DI'(x —n) =T(x).
On a montré que f =T.
PROBLEME
Etude d’une classe d’endomorphismes
Partie I - Deux exemples

Etude de u

Q21. On note %y = (1,X, Xz) la base canonique de K;[X].
01 0

u(l) =0, u(X)=1etu (Xz) = 2X? + 2X. Donc, Matg,(u) = |0 0 2| =M.
0 0 2

On en déduit que X, = X?(X — 2). Ainsi, u admet 0 pour valeur propre double et 2 pour valeur propre simple. Ensuite,
en notant Cq, C; et C3, les colonnes de M,

rg(u) =rg(Cq,Cz,C3) =1g(C2,C3) =2

car (Cz,C3) est libre. D’aprés le théoréme du rang, dim(Ker(u)) = dim (K3 [X]) —rg(u) = 1. La dimension du sous-espace
propre Eo(u) = Ker(u) est strictement inférieure a ’ordre de multiplicité de la valeur propre 0. On en déduit que u n’est
pas diagonalisable.
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010 010 0 0 2
Q22. M? = (0 0 2 0 0 2] =10 0 4]. Par suite, rg (uz) = 1 puis dim (Ker (uz)) = 2. Mais les deux
0 0 2 0 0 2 0 0 4

premiéres colonnes de M? sont nulles et donc (1, X) est une famille libre de Ker (uz), de cardinal 2. Finalement, (1, X) est
une base de Ker (uz) et en particulier, Ker ( 2) = Vect(1,X) = K [X].

Enfin, u (Ker (uz)) = u(Vect(1,X)) = Vect(u(1),u(X)) = Vect(0,1) = Vect(1) C Ker (uz). Donc, Ker (uz) est stable
par u.

Q23. LL(ZX2 +2X + 1) =2 (ZX2 +2X) +2=2 (ZX2 +2X + 1). On pose Py = 2X? 42X+ 1 et on a u(Py) = 2Py. On pose
encore P =1 et P, =X.

Les polynomes Py, Py et P, sont trois éléments non nuls de K, [X], de degrés deux a deux distincts. (Po, P71, P2) est donc
une famille libre de K;[X]. Etant de cardinal 3 = dim (K, [X]), la famille & = (Py, P71, P2) est une base de K;[X]. Puisque
u(Po) = 2Po, u(Py) =0 et u(P2) = Py,

2 00
Matg(u)=|(0 0 1
0 00

Cette matrice est de la forme voulue avecp=q =1, A1 =2 et M = (8 (1)> Donc, u € D.

Etude de v

010
Q24. Matg,(v)=[0 0 2
0 0 0

Q25. Les droites vectorielles stables par v sont les droites vectorielles engendrées par un vecteur propre de v. Or, x, = X3
et donc v admet une unique valeur propre a savoir 0. Ensuite, Eo(v) = Ker(v) = {P € Ky [X]/ P’ = 0} = Ko[X].
v admet une droite vectorielle stable et une seule a savoir Kg[X].

Q26. Soit F un plan vectoriel de K;[X] stable par v. Soient (&, f,y) € R3\{(0,0,0)} puis xa + b +yc = 0 (E), une
équation de F (P =a+bX+cX? € F& aa+ Bb+ye =0).

Si o #0, (E) s’écrit a = —Eb _Ye puis
x o

F— {—Eb— Y 4 uX, X2, (b, c) € RZ} - {b <—E +x> +e (—X +x2)  (b,c) € RZ} — Vect (Q1, Q1)
[0 8 [0 8 X

o«
ou Q1 = —% +Xet Q= _%/c +X2. On a v(F) = Vect (v(Q1),v(Q2)) = Vect(1,2X) = Vect(1,X) = K;[X]. Mais Q et
Q2 étant de degré 1 et 2 respectivement, une combinaison linéaire a coeflicients non tous nuls de Q7 et Q; est de degré 2
ou 1 et n’est jamais égale & 1 € v(F). Donc, v(F) ¢ F ou encore F n’est pas stable par v.

Donc, o = 0 puis (E) s’écrit Bb+vc =0.Si B #0, F = {a— %X—I—CXZ, (a,c) € Rz} = Vect (Q3,Q4) ott Q3 = 1 et

Q4 =X>— % Clairement v (Q4) = 2X ¢ F et donc v(F) ¢ F. Par suite, 3 =0 (et y # 0).

(E) s’écrit finalement ¢ = 0 puis F = {a—i— bX, (a,b) € Kz} =K [X].
Réciproquement, v (K7 [X]) = Ko[X] € K;[X]. v posséde un plan stable et un seul & savoir K [X].

Q27. Si par 'absurde v € D, alors ou bien K [X] est somme directe de trois droites vectorielles stable par v (I), ou bien
K3 [X] est somme directe d’une droite stable par v et d’un plan stable par v (II).

Mais (I) est impossible car v ne posséde qu'une droite stable a savoir Ko[X]. (II) est impossible car v ne posséde qu'une
droite stable & savoir D7 = Ky[X] et qu'un plan stable & savoir P; = K;[X] avec D7 NPy = Ko[X] # {0}.

Donc, v ¢ D.

Q28. Soit w 'endomorphisme de K, [X] tel que Matg, (W) = diag(0,1,2). —w € D car w est w admet 3 valeurs propres
simples et donc K, [X] est somme directe des droites propres associées qui sont stables par —w.

010
D’autre part, Matg,(Ww+v) =10 1 2].w+v e D pour les mémes raisons que pour —w.
0 0 2
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Mais (w +v) + (—w) =v ¢ D. Donc, D n’est pas un sous-espace vectoriel de .Z(E).

Partie II - Le cas des endomorphismes nilpotents
Casn=1
Q29. Si dim(E) = 1, 'endomorphisme u est une homothétie puis il existe A € K tel que u = Aldg. Mais alors, pour tout
k € N*, uk = AkIdg. Par suite,

UENESTKeN/AIdg =0 FkeN /A =0 A=02u=0.
Casn=2

Q30. Supposons par l'absurde que la famille (x, u(x), ..., uk"! (x)) soit lice. Il existe (AgyA1y...,Ak_1) € K* tel que
k—1 k—1

Z Aiut(x) = 0. Soit j le plus petit indice i tel que A; # 0. Par définition, Z Aut(x) =0 et Aj # 0. On prend I'image des
i=0 r

deux membres de 1’égalité par u* 177, En tenant compte de u! =0 si i > k, on obtient ?\juk_1 (x) =0 ce qui contredit le
fait que Aj # 0 et u*~1(x) # 0.

Donc, la famille (x, u(x)y ..., ukT (x)) est libre.

Q31. Le cardinal de cette famille, a savoir k, est inférieur ou égal & la dimension de E, & savoir 2. Ainsi, k < 2 puis
k € {1,2}. Mais u # 0 et donc k # 1. Finalement, k = 2 puis u € N5.

Cas général

Q32. Soit u € DNAN. Avec les notations de I’énoncé, il existe une base & de E telle que

A

Matgz(u) =

Un calcul par blocs fournit pour k € N*, M* = P puis Mk =0 & Ak =... = ?\'; =0et

k
Mg

M%‘:...:M]‘;:O.
L’¢tude des casn =1 et n =2 (les M; étant de format (2,2)) montre alors que M? = 0 et donc que u € N>.
Q33. Soit u € N>. Alors, pour tout x € E, u(u(x)) = 0 puis pour tout x € E, u(x) € Ker(u) et finalement, Im(u) C Ker(u).
Mais alors, d’aprés le théoréme du rang, r = rg(u) < dim(Ker(u)) =n —r. On a montré que r < n—r.
n—r

.
Q34. Soit (A1y...yAn_ryHiy..vy ) € K™ tel que Z Aiep + uif; = 0. En prenant I'image des deux membres par u,
i=1 =1

N
on obtient Z Hje; = 0 puis uy = ... = pr =0 car la famille (eq,...,e;) est libre.
j=1

n—r
Il reste Z Aiei =0 et donc A7 =...=A,_ =0 car la famille (e7,...,en_r) est libre.

i=1
Ainsi, la famille (eq,...,en_r,f1,..., ;) est libre. De plus, card (e1,...,en_r,f1,...,fr) = n = dim(E) < +oco. Finale-
ment, la famille (e7,...,en_r,f1,...,T) est une base de E.
Q35. La famille Z(e;11,...,en_r,€1,f1,...,€r, f;) est une autre base de E. Dans cette base, la matrice de u est de la

%/—/
n—2r

forme désirée.
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Q36. Donc, si u € Ny, u € D. D’autre part, si u € A, alors u € A et donc N> C DNAN. Avec la question Q32, on en
conclut finalement que N> = DNN.

Partie III - Un critére d’appartenance a D

Q37. Pour tout (A,B) € (K; [X])z, deg((X—A)zA—i— (X—b)zB) < 3 et donc @ est une application de (K; [X])2 dans
K3 [X].

Soient (A1, B1), (A2, B2)) € ((Ka[X))?) et (A, ) € K.

@ (A(A1,B1) + 1 (A2,B2)) = @ ((AA7 + A2, AB7 + uB2))
= (X—a)? (M1 + pA2) + (X —b)* (AB1 + uBy)
=A((X—a)?A1 + (X—=b)?B1) + p ((X— a)?Az + (X —b)?B2)
=A@ ((A1,B1)) + e ((A2,B2)).

Donc, @ € & ((K1 [X])Z,K3[X]).

Soit (A, B) € Ker(g). Alors, (X—a)?A = —(X—b)?B. Si B # 0, le nombre a est racine d’ordre au plus 1 de —(X—b)?B (car
b # a et deg(B) < 1) et donc —(X —b)?B # (X — a)?A. Par suite, B = 0 puis A = 0. Ceci montre que Ker(p) = {(0,0)}.

Enfin, dim ((K1 [X])z) =2? =4 =dim (K3[X]) < 400 et donc ¢ est un isomorphisme de (Kj [X])2 sur K3[X].
En particulier, @ est surjective et il existe (Ag, Bo) € (K [X])2 tel que @ ((Ao,Bo)) = 1 ou encore

(X—a)?Ag+ (X—b)?Bo = 1.

Q38. Soit x € Ker(u — ald)? N Ker(u—bId)?. On a (X —a)?Agy + (X —b)?By = 1 puis, en évaluant en 1,
(w—ald)? o Ap(u) + (u—bld)? 0 Bo(u) = Id et enfin, en évaluant en x (deux polynémes en 1 commutant),

x = Ao(u) ((u—ald)*(x)) + Bo(u) ((u—bld)?(x)) = 0.
Ceci montre que Ker(u — ald)? N Ker(u — bld)? ={0}.
Q39. Quite a supprimer les Ker (u— o;1dg) qui sont égaux a {0} (correspondant & des nombres a; non valeurs propres
de u), il ne reste que des sous-espaces propres deux a deux distincts dont on sait que la somme est directe.
P
Donc, pour tout p-uplet de nombres deux a deux distincts («1,...,0p), la somme Z Ker (u— o;Idg) est directe.
i=1
Q40. Montrons par récurrence que pour tout q € N, pour tout (p + q)-uplet de nombres deux a deux distincts
P q
(1yeeey&py B1y-.vyBgq), la somme Z Ker (w— oyIdg) + Z Ker ((u— BdeE)z) est directe (Zq).
i=1 j=1

e Le résultat est vrai quand q = 0 d’aprés la question précédente.

® Soit (x1,...,0p,B1y--+,Bq,Bq+1) € KPT9T  un (p+q+ 1)-uplet de nombres deux & deux distincts. Pour simplifier

les notations, pour i € [1,p], on pose F; = Ker (u— o;Idg) et pour j € [1,q + 1], on pose Gj = Ker ((u— BdeE)Z).
P q

Par hypotheése de récurrence, la somme Z Fi + Z Gj est directe.

i=1 j=1
p q
Soit x € ZFi+ZGj N Gge1. I existe (x1,...,%XpyY1,...Yq) €F1 X ... x Fp X G x ... x Gy tel que
i=1 j=1
Xx=x1+...+%p+Yyr+...+yq-
)2

On prend I'image des deux membres par (u— Bq411de)” et on obtient

q
(01 = B1)2 X1+t (otp = Bgs1)?Xp + ) (W= Bgr11de)? (y;) =0.

i=1
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Maintenant, pour tout j € [1,q], (u— BdeE)Z ((u— Bq+1 IdE)2 (yj)) =0 (car deux polynomes en u commutent) et

donc, pour tout j € [1,q], (u— Bq+1IdE)2 (y;) € Gj.
P q
Puisque la somme Z Fi + Z G; est directe, ceci entraine, pour tout i € [1,p], (ots — Bi)z xi = 0 puis x; = 0 et pour
i=1 j=1
tout j € [1,q], (uw—Bqr11de)? (y;) =0.
Ainsi, pour tout j € [1,q], y;j € Ker ((u— BdeE)z) N Ker ((u— Bg+1 IdE)Z) = {0} d’aprés la question Q38 et donc,
pour tout j € [1,q], y; = 0. Finalement, x = 0.

G; | ={0}. On en déduit que la somme
1

p q
En résumé, la somme Z F + Z Gj est directe et Gq1 N F5 +

q
i=1 j=1 i=1 =

q+1

P
Z Fi + Z Gj est directe.
i=1 j=1

Le résultat est démontré par récurrence.

P q q
Q41. Soit (M., Apy 1. ey Hqy Viy oty Vg) € KPF29 tel que Y APi+ Y 15Q5+ ) vicRie =0 (%).
i=1 j=1 k=1

Soit i € [[1,p]. o n’est pas racine de P; et est racine de tous les autres polynomes. Donc, en évaluant les membres de (%)

q q
en «4, on obtient A;P; (o) = 0 puis A; = 0 car P; (i) # 0. Il reste Z W Q; + Z ViR = 0.
j=1 k=1

q q
Soit i € [1,q]. On a viRy = — Z wQ; + Z Vi Rk. Le nombre 3; est racine du membre de droite et n’est pas racine du

j=1 k=1
K#i

q
membre de gauche si vi # 0. Donc, vi = 0. Il reste Z Q5 =0.
j=1

q
Soit i € [1,q]. niQi =— Z 1;R;. Le nombre 3; est racine d’ordre au moins 2 du membre de droite et est racine simple

j=1
j#L
du membre de gauche si p # 0. Donc, py = 0.

On a montré que la famille 4 = (P1,...,P,,Q1,...,Qq,...,R1,...,Rq) est libre. De plus, chacun des P; et chacun des
Q; est de degré p+2q—1 et chacun des Ry est de degré p+2q—2. Donc, chacun des polynomes précédents est un élément
de Kp42q—1[X] puis la famille Z est une famille libre de Ky124—1[X].

Enfin, card(%) = p + 2q = dim (K, 424—1[X]) < +o0 et finalement # est une base de K 24—1[X].

P q q
Q42. En particulier, il existe (A1,...,Ap, 1, .-+, Hq, V1,---,Vq) € KPT29 tel que 1= ZMPi + Z W Q; + Z VkRk. En
i=1 =1 k=1
évaluant en u, on obtient

p q q
Ide = ) APi(w)+ ) 15Q(w) + ) viRi(w).
i=1 j=1 k=1

P q a
Soit x € E. On a x = Z Ai (Pi(w)) (x) + Z i (Qj(w)) (x) + Z Vi (Rk(u)) (x) ou encore, si on pose pour tout i € [1,p],
j=1 k=1

i=1

P q
Ai (Pi(w)) (x) = x4, et pour tout j € [1,q], 1 (Qj(uw)) (x) +vj (Rj(u)) (x) =yj, on a x = in + Zyj-
im1 =1

Pour tout i € [1,p], (u— aiIde) (xi) = Ai(P(w))(x) =0 et done pour tout i € [1,p], xi € Ker (u— o1dg).
De méme, pour tout j € [1,q], (u— BdeE)z (yj) = 0 et donc pour tout j € [1,q], y; € Ker ((u — [SdeE)Z). On a montré

P q
que E = Z Ker (u— o Idg) + Z Ker ((u — BdeE)z). Cette somme étant directe d’aprés la question Q40,
j=1

i=1
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on a finalement montré que

E= D Kerlu—alde)o @ (Ker(u—p;lde)’).

1<i<p 1<i<q

Q43. Déja, dans une base %1 adaptée a la somme F= @ Ker (u— oIde) (qui est stable par u), la matrice de ur est
1<i<p
diagonale (blocs de taille 1).

Soit j € [1,q]. Ker ((u —B; IdE)z) est stable par u— B;Ide (car deux polyndmes en u commutent). L’endomorphisme de
Ker ((u— BdeE)z) induit par u — 3;1dg est nilpotent d’indice inférieur ou égal a 2. D’aprés la question Q35, il existe

une base % de Ker ((u — BdeE)z) dans laquelle la matrice de 'endomorphisme induit par u— 3;Idg est diagonale par

blocs, les blocs diagonaux étant de format 1 ou 2 et il en est de méme de la matrice de 'endomorphisme induit par
u = (u—B;Ide) + B;jIde. La réunion des bases %1, €1, ..., €4, fournit une base de E dans laquelle la matrice de u est
diagonale par blocs, les blocs diagonaux étant de format 1 ou 2. Quitte & réordonner les vecteurs de cette base en plagant
au début les vecteurs propres, on obtient une base & de E dans laquelle la matrice de u est du type (ii).

On a montré que u € D.
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